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俄罗斯 力学 家 。1907 年 11 月 生 于 顿 河 罗 
斯 托 夫 。1931 年 毕业 于 莫斯科 大 学 ，1936 
年 获得 技术 科学 副 博士 学 位 ，1937 年 获得 数 
理科 学 博士 学 位 。 从 1937 年 起 担任 莫斯科 


大 学 力学 数学 系 教授 ，1946 年 当选 为 苏联 科 
学 院 通讯 院士 ，1953 年 当选 为 院士 。 曾 经 
获得 社会 主义 劳动 英雄 称号 、 列 宁 勋 引 

枚 ) 等 许多 荣誉 称号 和 # 


涉及 连续 介质 力学 、 流 


《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数 学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 中国 工 业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数 学 教材 组 织 翻 译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重 视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 . 《俄罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 

经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 入 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 


站， 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 己 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢 迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培养 更 多 优秀 的 数学 信 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 ; 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 


本 书 作 者 I.. 谢 多 夫 的 名 字 对 国内 许多 读者 来 说 并 不 陌生 ; 其 代表 作 《 力 学 
中 的 相似 方法 与 量 纲 理论 》 的 中 译本 早 在 1982 年 就 由 科学 出 版 社 出 版 : 现在 ; 他 的 
另外 一 本 享誉 世界 的 著作 《连续 介质 力学 》( 共 2 卷 ) 的 中 译本 由 高 等 教育 出 版 社 出 
版 ; 这 对 相关 专业 的 学 生 、 教 师 和 研究 人 员 来 说 无 疑 是 一 件 喜事 . 

作为 俄罗斯 科学 院 院士 和 莫斯科 大 学 流体 力学 学 派 的 领袖 ; 下 了 . 谢 多 夫 在 大 
量 从 事 科学 研究 和 社会 活动 的 同时 仍然 极其 重视 教育 工作 ; 在 他 的 学 生 中 有 4 位 院 
士 、50 多 位 博士 和 130: 多 位 副 博 士 驴 iE 于 谢 多 夫 曾 经 多 次 表示 ; 在 所 获得 的 所 
有 职位 和 称号 中 ; 他 最 看 重 莫斯科 大 学 教授 的 头衔 ,: 在 他 的 西装 止 总 是 别 着 一 枚 莫 
斯 科大 学 授予 的 荣誉 徽章 . 这 本 书 就 是 江 . I. 谢 多 夫 多 年 来 教学 工作 的 结晶 = 正 是 
在 他 的 推动 下 , 从 20 世纪 60 年 代 开始 , 连续 介质 力学 成 为 莫斯科 大 学 力学 数学 系 
力学 专业 和 数学 专业 的 必修 课 , 整个 课程 体系 也 相应 发 生 了 根本 变革 # 逐渐 形成 了 以 
理论 力学 、 连续 介质 力学 和 控制 力学 这 :3 门 必修 课 为 核心 的 力学 专业 新 教学 计划 并 
沿用 至 今 . 实际 教学 效果 表明 ,这样 的 新 教学 计划 反映 了 学 科 的 发 展 趋势 ; 对 培养 党 
担 现代 化 知识 体系 的 高 级 大 才 功 不 可 没 ; 

本 书 是 专门 为 力学 专业 大 学 生 编 写 的 教材 ; 重点 讲述 如 何 建立 连续 介质 的 数学 
模型 作者 是 建立 连续 介质 数学 模型 的 大 家 ,他 的 经 验 和 思路 很 好 地 融合 在 全 书 的 
内 容 里 . 全 书 材料 的 取舍 和 令 述 方式 都 经 过 作者 的 精心 设计 : 在 译 者 看 来 . 书 中 独 具 
特色 的 部 分 一 是 对 张 量 本 质 的 介绍 和 自然 而 严谨 的 处 理 方法 , 二 是 对 连续 介质 热力 
学 的 简要 介绍 , 三 是 对 问题 提 法 的 全 面 论述 ; 此 外 ;读者 可 以 看 到 ; 书 中 有 大 段 的 文 


0 俄罗斯 的 副 博 士 (kannwnar Hayx) 学 位 相当 于 我 们 通常 所 说 的 博士 (Ph.D.) 学 位 , 而 俄罗斯 
的 博士 (roKTOP HayK) 学 位 则 是 更 高 一 级 的 学 位 ， 一 般 要 求学 位 获得 者 在 相关 领域 具有 非 同 寻常 
的 贡献 . 


‘iv: 译 者 序 


字 (而 不 是 公式 ) 详细 地 从 各 个 角度 甚至 从 哲学 层面 上 论述 建立 数学 模型 的 本 质 、 意 
义 、 假设 和 方法 , 这 也 是 此 书 明显 有 别 于 其 他 教材 的 地 方 . 因此 , 把 这 本 书 介绍 到 中 
国 来 具有 重要 意义 . 

在 20 世纪 90 年 代 在 莫斯科 大 学 力学 数学 系 留 学 期 间 , 译 者 作为 一 名 力学 专业 
的 本 科 生 完整 地 上 过 由 E. B. 洛 马 金 教授 主讲 的 连续 介质 力学 课程 . 课程 持续 3 个 
学 期 , 主要 内 容 与 I. . 谢 多 夫 的 《连续 介质 力学 》 基 本 一 致 . 译 者 至 今 还 清晰 地 记 
得 当时 上 课 记 笔记 、 课 后 仔细 阅读 这 本 教材 并 与 笔记 内 容 进 行 对 照 的 情景 . 初次 学 
习 连 续 介质 力学 这 样 的 课程 无 疑 有 一 定 困难 , 但 区 . 瑟 . 谢 多 夫 的 教材 对 译 者 很 有 帮 
助 . 当时 的 感觉 是 , 这 门 课 和 教材 都 很 难 , 但 是 经 过 仔细 思考 可 以 接受 和 掌握 . 译 者 
在 后 来 的 研究 和 教学 工作 中 又 多 次 阅读 过 这 本 书 的 相应 章节 , 例如 在 北京 大 学 为 力 
学 专业 学 生 讲 授 流 体力 学 时 , 尤其 是 在 介绍 张 量 和 建立 流体 模型 时 主要 参考 了 这 本 
书 的 讲法 , 取得 了 很 好 的 教学 效果 . 这 本 书 的 可 贵 之 处 在 于 , 对 学 生 而 言 , 书 的 内 容 
丰富 而 经 典 , 有 一 定 难 度 但 又 不 是 高 不 可 攀 ; 对 教师 而 言 , 这 是 一 本 可 以 常 置 案头 的 
参考 书 . 这 就 是 此 书 多 年 来 能 够 不 断 再 版 并 被 译 为 多 种 文字 的 根本 原因 , 译 者 相信 其 
中 文 版 同样 能 够 在 很 长 一 段 时 间 内 使 读者 受益 : 

译 者 在 留学 期 间 与 I. I. 谢 多 夫 院 士 建立 子 很 好 的 私人 关系 . JI. HI.: 谢 多 夫 曾 
经 多 次 表示 , 虽然 他 的 《连续 介质 力学 》 已 经 被 翻译 为 英文 、 法 文 、 日 文 和 越南 文 ， 
但 一 直 没 有 中 文 版 是 一 件 非常 遗憾 的 事情 , 因为 中 国 是 一 个 大 国 ; 有 众多 的 科技 入 
员 和 大 学 生 . 他 相信 这 本 书 对 中 国 科技 界 是 有 用 的 参考 书 , 因此 , 他 委托 译 者 来 翻译 
《连续 介质 力学 》. 1999 年 秋天 , 在 译 者 回国 后 不 久 ; 区 : 王 : 谢 多 夫 院 士 以 92 岁 高 龄 
辞世 : 惊 闻 屠 耗 之 余 ; 译 者 发 哲 要 精心 完成 他 的 遗愿 .在 一 些 准备 工作 之 后 ; 从 2002 
年 起 , 译 者 开始 认真 地 进行 翻译 工作 . 历经 6 年 辛苦 工作 , 第 一 卷 终于 付 印 , 希望 能 
够 得 到 广大 读者 的 认可 :2007 年 是 开 . 玻 . 谢 多 夫 的 百年 寿辰 , 谨 以 此 书 纪念 这 位 为 
科学 和 教育 事业 做 出 重大 贡献 的 科学 家 ! 

本 书 涉及 物理 、 数 学 等 领域 的 大 量 专业 术语 , 译 者 尽 可 能 使 术语 的 翻译 规范 化 ， 
但 也 遇 到 了 大 量 困 难 ; 困难 之 一 是 中 文 术语 本 身 就 不 统一 , 在 不 同 领域 有 不 同 的 习惯 
和 用 法 . 译 者 主要 使 用 全 国 自 然 科 学 名 词 审定 委员 会 公布 的 《力学 名 词 1993》、《 物 
理学 名 词 1996》 和 《数学 名 词 1993》( 以 下 统一 简称 为 《名 词 》) 和 相应 国家 标准 作 
为 翻译 标准 ,同时 还 参考 了 科学 出 版 社 出 版 的 《物理 学 词典 》 等 工具 书 和 词典 以 及 
其 他 一 些 俄 文书 的 中 译本 :不 过 , 考虑 到 学 科 的 特点 和 译 者 所 掌握 的 一 些 文献 中 的 
使 用 习惯 , 仍 有 个 别名 词 没 有 按照 国家 标准 翻译 , 例如 在 张 量 分 析 中 广 为 使 用 的 协 变 
和 逆 变 (人 《名词 》 中 为 共 变 和 反 变 ), 量 纲 分 析 中 的 无 量 纲 量 (在 国家 标准 中 为 量 纲 一 
的 量 ), 等 等 . 原 书 使 用 的 个 别 术 语 已 经 过 时 ; 译 者 一 般 依照 原文 翻译 , 但 在 该 术语 第 
一 次 出 现时 在 脚注 中 注 明 其 标准 名 称 , 例如 热力 学 中 的 内 能 现在 改 为 热力 学 能 ; 少量 
没有 按照 原文 直接 翻译 的 名 词 则 在 脚注 中 加 以 说 明 .此 外 , 激 波 和 冲击 波 ( 击 波 ) 都 
是 表示 突 跃 压缩 的 术语 , 译文 采用 前 者 , 因为 这 是 流体 力学 中 更 为 常见 的 用 法 , 尽管 


译 者 序 区 


俄 文 yxrapaas Bora 从 字面 上 直接 翻译 就 是 冲击 波 . 书后 的 人 名 译名 对 照 表 是 由 译 
者 添加 的 . 

中 文 版 完全 保持 了 原 书 的 排版 风格 , 尤其 是 小 标题 的 样式 与 原 书 一 致 , 这 被 认为 
是 原 书 的 一 个 有 益 于 阅读 的 重要 特点 . 除了 改正 一 些 印刷 错误 和 明显 的 疏漏 , 译 者 
还 增加 了 一 些 注释 并 重新 制作 了 索引 . 为 了 便于 读者 查阅 书 中 引用 的 俄 文 文献 , 译 
者 尽 可 能 找到 相应 中 文 版 或 英文 版 并 将 其 列 在 俄 文 文献 之 后 . 由 于 原 书 历经 多 次 修 
订 和 增补 , 部 分 公式 的 编号 出 现 多 种 形式 (例如 用 带 撒 号 的 数字 或 用 字母 表示 ), 所 
以 在 中 文 版 中 按照 形式 统一 的 原则 对 正文 中 的 公式 编号 进行 了 调整 , 并 且 去 掉 了 那 
些 不 被 前 后 文 引用 的 编号 . 此 外 , 译 者 还 对 个 别 表示 同一 个 量 的 不 同 符号 进行 了 统 
一 化 处 理 . 总 之 , 上 述 变 化 使 中 文 版 更 加 规范 , 也 使 读者 更 加 容易 掌握 本 书 的 内 容 . 

译 者 非常 感谢 莫斯科 大 学 力学 数学 系 的 M. 9. 埃 格 利 特 教授 的 大 量 无 私 帮 助 ， 
她 不 但 不 厌 其 烦 地 回答 了 关于 本 书 的 方方面面 的 问题 (包括 俄 文理 解 的 问题 ), 还 专 
门 写 了 中 文 版 序 . M. 5. 埃 格 利 特 教授 是 工 . H. 谢 多 夫 院 士 的 学 生 , 是 连续 介质 力学 
领域 的 著名 学 者 , 长 期 讲授 连续 介质 力学 、 流 体力 学 等 课程 , 曾经 多 次 参加 本 书 俄 文 
版 的 编辑 和 修订 工作 . 由 她 撰写 的 序言 特别 有 助 于 读者 认识 未 书 的 意义 . 

译 者 的 导师 H. P. 西 布 加 图 林 教 授 在 生前 一 直 关心 本 书 的 翻译 工作 并 提出 了 一 
些 具 体 建议 , 他 的 儿子 -了 H;H. 西 布 加 图 林 博 士 为 本 书 版 权 问题 的 解决 提供 了 大 量 帮 
助 , 译 者 在 此 对 HP. 西 布 加 图 林 教 授 表 示 深 深 的 怀念 ;对 球 H3 西 布 加 图 林 博士 表 
示 感 谢 . 

在 翻译 过 程 中 , 译 者 得 到 了 北京 大 学 力学 系 的 许多 同事 和 学 生 的 帮助 三 陈 国 谦 
教授 和 黄 克 服 副教授 二 直 支 持 和 鼓励 译 者 的 翻译 工作 , 苏 卫 东 副 教授 对 部 分 内 容 提 
出 了 具体 建议 , 博士 研究 生 杨 延 涛 认真 阅读 了 前 '5 章 译文 并 提出 了 二 些 文字 上 的 意 
见 , 译 者 对 他 们 深 表 感谢 : 

人 工 晶 体 研究 所 的 晶体 学 专家 黄 朝 恩 教 授 仔细 检查 了 附录 一 的 译文 并 提出 了 许 
多 重要 的 意见 和 建议 ; 译 者 特别 感谢 他 的 帮助 . 

译 者 还 要 感谢 高 等 教育 出 版 社 的 帮助 :编辑 郑 轩辕 博士 仔细 审阅 了 全 部 译文 并 
提出 了 大 量 恰当 的 修改 建议 , 编审 张 小 萍 女士 对 最 终 的 译 稿 提出 了 汪 些 有 价值 的 建 
议 , 他 们 在 最 大 程度 上 完善 了 译文 的 质量 . 

最 后 , 译 者 有 恳请 广大 读者 对 译文 中 不 够 准确 甚至 错误 的 地 方 予以 指正 . 


李 植 
北京 ，2007 年 8 月 
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近年 来 ,由 于 计算 机 的 普及 和 数值 方法 的 广泛 发 展 如 何在 数学 主 提出 问题 成 
为 头等 重要 的 事情 ;这 要 求 我 们 能 够 用 数学 方法 描述 所 研究 的 现象 , 即 建立 其 数学 模 
型 . 经 典 的 连续 介质 模型 和 它们 所 能 够 描述 的 效应 是 在 流体 力学 水 力学 弹性 为 
学 、 塑性 力学 、 里 变 力学 、 材 料 力学 等 连续 介质 力学 分 支 中 进行 研究 的 然而 实际 
应 用 越 来 越 经 常 要 求 力学 领域 的 工程 和 研究 人 员 能 够 建立 复杂 连续 介质 的 新 模型 
能 够 研究 复杂 的 物理 和 化 学 过 程 ,能 够 提出 并 解决 关于 各 种 介质 在 新 条 件 下 的 物理 
行为 的 新 问题 . 因此 , 我 们 不 仅 要 理解 连续 介质 力学 中 的 个 别 已 知 的 具体 模型 和 规 
律 , 而 且 要 理解 连续 介质 力学 基本 概念 和 定律 本 身 的 意义 : 正 是 由 于 上 述 原因 ; 连续 
介质 力学 才 从 一 系列 单独 的 专门 学 科 中 独立 出 来 , 而 连续 介质 力学 课程 也 被 许多 大 
学 列 为 必修 课程 ; 

本 书 是 连续 介质 力学 领域 的 杰出 学 者 ;俄罗斯 科学 院 院士 < 国立 莫斯科 夫 学 教 
授 I; 了. 谢 多 夫 所 著 连 续 介质 力学 教材 的 中 译本 > 该 教材 在 俄国 得 到 了 广泛 使 用 . 
工 . 了 H. 谢 多 夫 发 表 了 200 多 篇 学 术 论 文 ; 撰写 了 多 部 专著 和 教材 其 中 最 为 著名 就 是 
本 书 和 《力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理论 》!3 后 者 已 经 出 版 40 次 , 被 译 为 多 种 语言 
在 20 世纪 60 年 代 ; 正 ; 于 谢 多 夫 是 理解 在 力学 专业 大 学 生 教学 计划 中 引 闪 连续 介 
质 力学 课程 的 必要 性 和 重要 性 的 最 初 几 个 人 之 一 . 他 率先 为 莫斯科 大 学 力学 数学 系 
学 生 讲 授 连 续 介质 力学 , 该 课程 持续 3 个 学 期 , 包括 70 次 讲座 : 此 后 , 这 二 课程 成 
为 莫斯科 大 学 力学 数学 系 力学 专业 学 生 的 传统 课程 , 而 为 数学 专业 学 生 讲授 时 则 删 
减 部 分 内 容 . 现在 奉献 给 读者 的 这 套 两 卷 本 教材 就 是 基于 该 课程 的 授课 内 容 撰写 的 . 


D) Cemoa JI. MH. Meronu IONXOOHRH uw pa3MepHOCTH B MexaHurke. 10-e uw3n. MockBa: Hayxa, 
1987 ( 俄 文 第 八 版 的 中 译本 : 工 . I. 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理论 . 沈 青 , 倪 钢 非 . 李 维 新 
译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1982). 
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本 书 是 连续 介质 领域 的 基本 教材 之 一 , 俄 文 版 已 经 出 版 5 次 , 英文 版 已 经 出 版 2 次 
此 外 还 有 其 他 语言 的 一 些 版 本 . 

本 书 的 主 则 不 仅 在 于 描述 连续 介质 的 经 典 模型 和 规律 , 而 且 在 于 阐明 建立 数学 
模型 的 一 般 基础 , 使 读者 能 够 理解 最 前 沿 的 问题 . 在 第 一 卷 中 首先 引入 了 一 些 基本 
概念 , 用 来 在 数学 上 描述 连续 介质 的 平衡 和 运动 , 并 且 描述 方法 与 介质 的 具体 性 质 
无 关 . 这 些 概念 是 : 对 时 间 的 物质 导数 ( 随 体 导数 ), 有 限 应 变 张 量 , 小 应 变 张 量 , 应 变 
率 张 量 , 应 力 张 量 , 等 等 . 在 这 一 部 分 中 有 非常 重要 的 一 节 专门 解释 张 量 的 概念 . 在 
引入 张 量 时 , 基 矢 量 被 明确 地 写 在 张 量 的 记号 中 .这 种 定义 方法 有 助 于 更 深刻 地 理 
解 张 量 的 本 质 和 运算 法 则 , 尤其 是 在 使 用 曲线 坐标 系 的 时 候 ， 由 于 热力 学 在 建立 连 
续 介 质 模型 时 起 重要 作用 , 在 第 一 卷 中 还 有 一 章 专门 讲述 连续 介质 热力 学 . 书 中 给 
出 了 普 适 的 物理 守恒 定律 , 并 由 此 导出 了 相应 微分 方程 和 包括 激 波 条 件 在 内 的 间断 
面条 件 . 引入 了 经 典 的 流体 模型 和 弹性 体 模型 ， 详 细 讨论 了 连续 介质 与 电磁 场 的 相 
互 作用 . 第 一 卷 最 后 一 章 论述 提出 具体 问题 的 共同 基础 , 其 中 包括 量 纲 分 析 、 现象 的 
相似 和 模拟 . 

第 一 卷 的 附录 是 作者 的 2 篇 论文 ; 其 中 研究 非 线性 张 量 函数 理论 的 附录 一 具有 
特别 重要 的 实际 价值. 

第 二 卷 论 述 了 连续 介质 的 具体 模型 一 一 理想 流体 、 狐 性 流体 、 弹性 介质 和 塑性 
介质 , 研究 了 流体 力学 、 空气 动力 学 、 弹 性 力学 、 塑 性 力学 和 裂纹 理论 的 基本 问题 和 
二 般 规律 , 给 出 了 提出 具体 问题 并 进一步 求解 的 一 些 实例 ,， 这 里 值得 特别 强调 关于 
非 线性 弹性 力学 的 部 分 内 容 . 

书 中 没有 用 于 自学 的 练习 和 习题 , 如 果 读 者 希望 通过 求解 习题 来 加 深 对 课程 的 
理解 ,可 以 参阅 由 并. 贰 . 谢 多 夫 的 一 些 同事 和 学 生 合 编 的 《连续 介质 力学 习题 集 》， 
其 中 包含 1000 余 道 题目 . 该 习题 集 可 以 看 作 是 对 . 开 . UI. 谢 多 夫 的 这 套 教材 的 补充 . 

对 力学 、 数 学 和 物理 学 专业 的 大 学 生 、 研究 生 以 及 工程 师 和 研究 人 员 来 说 , 本 书 
无 疑 是 一 本 有 用 的 参考 书 . 


M. 9; 埃 格 利 特 
莫斯科 ，2007 年 7 月 


D) Mexagmka cHAOMmHLIX cpex pl 3anasax. T; 1;y2;: Ion pen; M9 Brnars Mocksa: Mo 
KOBCKH 首 unen, 1996 (Eglit M.E., Hodges D.H., eds. Continuum Mechanics via Problems and 
Exercises. Parts 天 IIL Singapore: World Scientific, 1996): 


为 了 认识 自然 和 解决 许多 迫切 的 工程 问题 ， 需 要 建立 大 量 新 的 模型 以便 深入 
而 更 加 细致 地 描述 微观 的 和 宏观 的 、 力 学 的 乃至 一 般 而 言 物理 学 的 对 象 、 相互 作用 
和 现象 . 1 

经 验 和 科学 的 内 在 本 质 表明 , 无 论 是 物质 结构 问题 、 天 体力 学 问题 ,还 是 关于 本 
物体 、 有 机 体 和 无 机 体 中 的 复杂 相互 作用 的 重要 性 质 的 各 种 问题 其 答案 在 许多 情 
况 下 关系 到 我 们 的 某 些 普 适 的 一 般 的 概念 、 观念 、 定 律 、 原理 和 方法 . 

为 了 研究 物理 场 的 行为 , 为 了 研究 气体 、 等 离子 体 、 液体 和 可 变形 固体 的 运动 和 
平衡 , 目前 已 经 积累 了 大 量 科学 信息 ， 发 展 了 相应 理论 , 并 取得 了 许多 实验 结果 . 

明确 地 提出 一 般 原理 并 建立 各 种 理论 与 所 观察 到 的 效应 之 间 的 内 在 联系 - 这 有 
助 于 更 深刻 地 理解 科学 发 展 的 实际 状态 正确 地 评价 已 经 取得 的 和 正在 发 展 的 科学 
成 就 , 自如 地 驾驭 所 获得 的 丰富 的 信息 . 所 有 这 一 切 都 是 科学 进一步 发 展 的 基础 
而 是 非常 必要 的 . 

由 我 们 引入 并 使 用 的 那些 概念 和 关系 式 只 有 在 某 些 模型 的 范围 内 才 具 有 确定 而 
准确 的 意义 , 因为 模型 就 是 为 了 科学 地 描述 和 研究 我 人 ] 所 关心 的 若干 类 实际 现象 而 
建立 起 来 的 . 在 阐述 力学 和 物理 学 的 基本 原理 时 遵循 上 述 原则 是 有 益 的 , 我 们 必须 
明确 地 强调 这 一 点 . 空间 、 时 间 、 力 、 温 度 、 人 等 基本 概念 无 不 如 此 众所周知 , 牛 
顿 力学 在 量子 力学 所 描述 的 某 些 相 互 作用 中 毫 无 意义 , 仅 有 牛顿 力学 也 远 不 足以 描 
述 复杂 的 现代 连续 介质 模型 中 的 力学 相互 作用 . 粹 和 温度 这 些 “ 普 适 ” 概念 在 分 析 
力学 模型 中 既 无 意义 也 无 用 处 . 

因此 , 脱离 模型 就 不 能 讨论 那些 基本 的 概念 和 规律 ,无 论 模型 的 涉及 面 是 宽 还 
是 罕 , 也 无 论 模型 已 经 被 明确 引入 、 可 能 被 引入 还 是 以 隐 舍 的 潜在 的 方式 存在 于 理 
论 和 实验 观察 中 . 如 果 忽视 这 一 点 , 过 分 地 推广 并 脱离 问题 的 本 质 ， 在 讨论 力 、 粹 等 
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概念 的 意义 时 就 可 能 出 现 纸上谈兵 的 情况 ; 在 一 些 正确 引入 的 确定 模型 下 , 既 可 以 
实现 必要 的 明确 性 , 也 容易 消除 出 现 的 误解 .但 是 自然 # 所 有 模型 都 只 是 近似 地 在 某 
一 方面 反映 实际 情况 ; 所 以 模型 的 精确 化 和 复杂 化 六 建立 新 模型 或 在 已 知 的 意义 下 
简化 已 有 模型 是 关系 到 科学 进步 的 不 断 进行 的 过 程 . 

显然 , 无 论 从 已 有 的 应 用 来 说 ; 还 是 从 将 来 的 研究 和 应 用 前 景 来 说 ; 学 习 力 学 对 
学 生 而 言 都 有 特别 的 好 处 . 

因此 , 在 高 等 院 校 的 教学 中 引入 连续 介质 力学 课程 ; 并 把 它 作为 热力 学 电磁 场 
理论 、 流体 力学 、 空 气动 力学 、 弹 性 力学 、 塑性 力学 、 蠕 变 力 学 等 物理 学 和 力学 分 支 
的 共同 基础 , 其 必要 性 在 最 近 一 些 年 已 经 明显 地 显现 出 来 . 尽管 物理 学 和 力学 的 上 
述 分 支 初步 看 来 各 不 相同 , 但 它们 的 共同 点 和 不 可 分 割 的 联系 使 我 们 不 得 不 把 这 些 
分 支 看 作 一 个 统一 的 整体 . 

本 连续 介质 力学 教程 就 是 在 上 述 观点 下 , 根据 作者 多 年 来 在 国立 莫斯科 大 学 授 
课 的 讲义 写成 的 , 最 初 曾经 在 1966 一 1968 年 在 小 型 胶印 机 上 印刷 出 版 . 

本 书 由 2 卷 组 成 . 第 一 卷 讲 述 普 适 的 数学 方法 和 概念 以 及 热力 学 和 电动 力学 的 
基本 原理 . 作者 希望 , 对 热力 学 和 电动 力学 原理 的 简要 叙述 并 非 仅 对 力学 领域 的 专 
家 才 有 益处 . 在 第 一 卷 中 还 建立 了 基本 物理 方程 、 强 间断 面 附加 关系 式 以 及 初始 条 
件 、 边 界 条 件 和 其 他 一 些 条 件 , 此 外 还 给 出 了 近似 方法 的 一 些 重要 性 质 , 例如 与 问题 
的 线性 化 相关 的 一 些 性 质 . 总 之 , 第 一 卷 为 建立 具体 的 连续 介质 模型 打下 了 基础 , 还 
揭示 了 用 来 提出 具体 问题 的 典型 概括 方法 . 

第 二 卷 研究 流体 力学 、 空 气动 力学 、 弹 性 力学 和 塑性 力学 的 具体 模型 和 理论 , 并 
在 经 典 模型 的 范围 内 给 出 了 一 些 典型 问题 的 解 , 建立 了 对 多 种 运动 和 过 程 都 成 立 的 
一 些 最 重要 的 规律 . 

本 书 之 所 以 在 叙述 时 采用 以 演绎 为 主 的 风格 并 对 材料 进行 相应 选取 和 安排 , 是 
为 了 尽量 给 出 连续 介质 运动 理论 的 逻辑 框架 , 并 达到 以 下 主要 目的 : 利用 最 少 的 实 
际 信息 和 实际 应 用 价值 最 重要 的 一 些 最 简单 的 实例 , 为 读者 创造 适宜 的 环境 来 详尽 
地 理解 连续 介质 力学 原理 的 本 质 , 使 读者 了 解 在 连续 介质 运动 中 出 现 的 一 些 主要 的 
已 知 效应 . 换言之 , 我 们 尽量 用 最 少 的 必要 信息 使 读者 获得 最 多 的 理解. 

本 教程 不 包含 流体 力学 和 固体 力学 中 的 某 些 非 常 重要 的 分 支 ; 因为 除了 一 般 的 
连续 介质 力学 课程 , 还 有 一 些 后续 专 业 课程 和 其 他 文献 更 加 详细 地 发 展 了 相应 理论 : 
例如 , 书 中 不 涉及 下 列 问题 : 液体 和 气体 的 平面 运动 理论 , 气体 的 非 定常 运动 理论 , 液 
体 表面 重力 波 理论 , 更 加 详细 的 量 纲 分 析 与 力学 相似 理论 , 边界 层 理论 , 测 流 . 详细 
的 塑性 力学 和 里 变 力学 , 等 等 . 

B. B. 罗 赞 采 娃 和 M. 9. 埃 格 利 特 在 我 的 课 上 记录 的 笔记 是 本 教程 的 原形 : 在 
撰写 和 编辑 全 书 的 过 程 中 , 我 们 进行 了 卓有成效 的 讨论 , 正 是 在 他 们 的 大 力 协助 下 ， 
内 容 才 得 以 完善 . 我 特别 感谢 B. B. 罗 赞 采 娃 和 M. 9. 埃 格 利 特 , 他 们 的 大 量 工作 
保障 了 本 教程 的 出 版 . 在 撰写 流体 力学 和 弹性 力学 平面 问题 的 相应 章节 时 分 别 得 到 
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了 B,II. 卡尔 利 科 夫 和 苹 . 五 ; 伊 夫 列 夫 的 大 量 帮助 ; 我 对 此 深 表 感谢 . 

在 撰写 和 编辑 关于 气动 机 械 和 水 力 机 械 一 般 理论 的 部 分 时 , 我 得 到 了 IT,M. 巴 
姆 二 泽 利 科 维 奇 ,TIO; 斯 捷 潘 诺 夫 和 :及 ;9 切 尔 克 效 的 许多 帮助 : 我 真诚 地 表示 
感谢 . 

在 准备 本 教程 最 初 的 胶印 版 本 时 , EE. Wf. 斯 书 什 尼 科 娃 和 我 的 其 他 许多 同事 和 
学 生 完 成 了 大 量 工作 , 我 也 非常 感谢 他 们 的 帮助 . 

连续 介质 力学 的 参考 文献 列 于 第 二 卷 最 后 ! 


JI.. 谢 多 夫 
莫斯科 ，1968: 年 12 月 
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在 本 教程 最 初 几 版 问世 后 的 10 年 时 间 内 ;连续 介质 力学 的 一 系列 基本 理论 取得 
了 显著 的 进展 . 因此 , 在 本 教程 的 新 的 第 四 版 中 补充 了 一 些 内 容 , 完善 了 多 处 文字 的 
表述 , 还 从 方法 论 的 角度 给 出 了 了 一些 说 明 , 这 应 当 有 助 于 在 现代 水 平 十 更 清晰 地 理 
解 和 掌握 问题 的 本 质 . 

例如 ;使 用 本 教程 讲授 连续 介质 力学 的 经 验 表明 ; 通过 书 中 所 采用 的 明确 引 闪 基 
矢量 的 方式 来 定义 矢量 和 张 量 的 概念 ; 这 完全 符合 问题 的 本 质 ; 因而 不 但 不 会 引起 任 
何 困难 , 反而 特别 有 助 于 读者 和 学 生 在 最 短 时 间 内 正确 而 全 面 地 掌握 大 量 刀 何 、 物 
理 和 力学 理论 的 本 质 . 

根据 所 需要 的 详细 程度 ,在 书 中 不 仅 强 调子 引入 随 体 坐标 系 和 完全 任意 的 观察 
者 参考 系 的 必要 性 , 还 强调 了 与 此 相关 的 自然 定律 协 变性 的 概念 : 值得 再 一 次 指出 ， 
力学 和 物理 学 的 基本 方程 相对 于 以 在 意 方式 运动 和 变形 的 任意 参考 系 具有 协 变性 ， 
并 且 这 种 性 质 不 是 像 某 些 人 认为 的 那样 只 对 庐 义 相对 论 中 的 相应 坐标 系 才 成 立 , 它 
对 牛顿 力学 中 的 坐标 系 也 同样 成 立 ; 必须 加 以 注意 的 仅仅 是 关于 时 间 和 空间 的 相应 
一 些 公设 以 及 在 某 些 情况 下 (如 在 牛顿 力学 中 ) 选取 出 来 的 一 些 参考 系 , 例如 全 局 的 
或 局 部 的 惯性 系 ; 这 些 参考 系 不 仅 被 用 来 建立 方程 和 提出 问题 , 而 且 被 用 来 引入 类 似 
于 “绝对 加 速度 ”的 一 些 物理 量 .在 相对 论 中 也 可 以 借助 于 局 部 固有 惯性 参考 系 的 
选取 来 引入 类 似 的 物理 量 , 在 一 些 个 别 实例 中 还 可 以 像 在 牛顿 力学 中 那样 利用 全 局 
参考 系 来 引入 类 似 的 量 : 

例如 , 如 果 把 绝对 加 速度 和 按照 定义 具有 重要 物理 意义 的 所 有 对 时 间 的 导数 都 
通过 任意 运动 的 参考 系 中 的 相应 一 些 量 表示 出 来 , 则 牛顿 力学 中 的 所 有 方程 都 将 共 
有 协 变形 式 . 对 于 相对 于 惯性 参考 系 的 加 速度 矢量 ; 需要 使 用 公式 


Qabs 二 Qrel 二 Qcon 十 Qadd， (1) 
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式 中 a.。 是 所 研究 的 物质 点 M 相对 于 任意 的 运动 参考 系 的 加 速度 矢量 , a.。,, 是 运 
动 参考 系 中 的 在 给 定时 刻 与 点 M 重合 的 点 M' 相对 于 惯性 参考 系 的 加 速度 矢量 , 而 
aaad 是 因为 点 M 的 相对 运动 速度 以 及 牵连 运动 的 涡 张 量 和 应 变 率 张 量 而 产生 的 附 
加 的 广义 科 里 奥 利 加 速度 矢量 . 在 一 般 情 况 下 , 牵连 坐标 系 在 这 里 起 主要 作用 2 . 在 
个 别 实例 中 , 例如 在 平面 运动 或 直线 运动 等 情况 下 , 一 般 公 式 (1) 中 的 矢量 可 能 在 专 
门 选 取 的 坐标 系 中 具有 特别 的 形式 . 

在 使 用 公式 (1) 和 标量 、 矢量 、 张 量 特征 量 的 类 似 公式 的 时 候 , 无 论 是 在 相对 论 
中 , 还 是 在 牛顿 力学 中 , 所 有 方程 都 具有 协 变形 式 . 其 含义 是 , 对 于 每 一 个 给 定 的 现 
象 , 所 有 物理 关系 式 都 能 够 在 任意 选取 的 坐标 系 中 借助 于 同样 一 些 张 量 公式 写 为 一 
种 普 适 的 形式 . 这 些 公式 含有 度 规 张 量 的 分 量 , 度 规 张 量 的 分 量 是 坐标 的 函数 , 而 坐 
标 在 使 用 不 同 坐 标 系 时 是 各 不 相同 的 . 

不 过 , 相对 论 、 和 牛顿 力 学 以 及 一 般 任何 理论 中 的 协 变性 并 不 意味 着 不 同 观察 者 
都 以 完全 相同 的 方式 感受 物理 现象 . 在 任何 参考 系 中 用 展开 的 分 量 形式 具体 写 出 的 
协 变 方程 与 所 研究 的 现象 和 固定 的 观察 者 都 有 密切 的 关系 , 这 些 方程 还 强烈 地 依赖 
于 所 使 用 的 具体 坐标 系 ! 这 不 仅 体现 在 理论 中 ; 而 且 体 现在 观察 者 所 获得 的 实验 结 
果 中 . 

除了 协 变性 的 概念 , 还 可 以 引入 形式 不 变性 的 概念 ;这 时 用 分 量 形式 展开 写 出 
的 所 有 方程 对 于 彼此 相对 运动 的 、 与 不 同 坐标 系 相 联系 的 不 同 观察 者 而 言 是 完全 相 
同 的 . 换言之, 我 们 所 讨论 的 是 使 所 提出 的 物理 关系 式 的 所 有 数值 函数 保持 不 变 的 
一 些 坐标 变换 . 在 一 般 情 况 下 ; 只 有 一 些 专 门 的 变换 才 满 足 形式 不 变性 : 

众所周知 , 在 牛顿 力学 中 ; 伽利略 二 牛顿 变换 在 全 局 具有 形式 不 变性 ;在 狭义 相 
对 论 中 , 洛 伦 兹 变换 在 全 局 具有 形式 不 变性 3 ; 在 广义 相对 论 中 任何 有 限 的 洛 伦 兹 
变换 仅 在 四 维 伪 黎 曼 空间 中 每 一 点 的 局 部 具有 形式 不 变性 : 

实践 表明 , 上 述 讨论 对 于 构建 介质 和 场 的 各 种 模型 是 有 益 的 . 

目前 , 在 宏观 热力 学 教材 中 已 经 包含 了 不 可 逆 过 程 和 非 平衡 过 程 的 二 些 新 的 模 
型 , 因为 我 们 必须 重新 认识 己 有 的 传统 和 概念 .有 鉴于 此 , 在 本 教程 第 = 版 和 此 前 的 
其 他 版 本 中 , 在 相应 一 些 地 方 给 出 了 更 加 明确 的 说 明 : 在 本 书 这 一 版 中 ; 在 某 些 表 述 
中 补充 了 一 些 新 的 更 加 详细 的 说 明 : 

A.E 库 利 科 夫 斯 基 和 M: 3. 挨 格 利 特 参加 了 这 类 讨论 , 他 们 非常 成 功 地 为 莫 
斯 科大 学 的 学 生 讲授 了 连续 介质 力学 课程 (并 且 对 热力 学 和 其 他 一 些 章节 做 出 了 重 
要 的 创造 性 贡献 ), 这 一 版 中 的 部 分 改进 内 容 就 反映 了 他 们 的 二 些 建议 : 

作为 力学 和 物理 学 的 分 支 , 磁 流 体力 学 和 电流 体力 学 最 近 二 些 年 来 获得 了 广泛 


1) 参见 : Cenos JI.H. O camoxkeHJ BIOKeHH 首 orHEOCHTeIPHO 苹 e 中 DPMHPYeMEIX CHUCTEM OT- 
cueTa. HMM, 1978, 42(1): 175—177 (Sedov L.I On the addition of motions relative to deformable 
reference systems. J. Appl. Math. Mech., 1978; 42(1): 181—184): 

”伽利略 一 牛顿 变换 和 洛 伦 兹 变换 具有 不 同 的 公式 , 这 些 公式 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 非常 简单 , 也 
容易 在 任何 坐标 系 中 写 出 这 些 公式 . 
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发 展 和 大 量 应 用 . 本 书 对 电动 力学 中 有 关 建 立 有 质 动力 矩 方程 和 建立 磁 流 体力 学 模 
型 、 电 流体 力学 模型 的 部 分 进行 了 大 量 补充 . 

在 第 二 卷 中 扩展 了 在 考虑 有 限 变形 和 各 种 应 力 张 量 的 条 件 下 建立 非 线性 弹性 体 
模型 的 一 般 热 力学 理论 . 

在 第 二 卷 第 八 章 8 19 中 也 进行 了 相应 补充 , 这 一 节 研 究 液体 中 的 气泡 和 蒸汽 泡 
在 考虑 液化 和 气 化 时 的 非 定常 运动 理论 . H. C. 哈 别 耶 夫 为 此 提供 了 重要 帮助 , 我 在 
此 深 表 感谢 . 

在 第 二 章 85 中 补充 叙述 了 费 米 坐 标的 构造 方法 . 

在 第 一 卷 382 一 385 页 给 出 了 基本 变 分 方程 的 一 个 新 的 解释 , 该 方程 可 以 视 为 广 
义 的 能 量变 分 方程 ; 在 370 页 对 张 量 函数 的 概念 进行 了 推广 . 

就 像 在 前 面 几 版 的 出 版 过 程 中 那样 , B. B. 罗 赞 采 娃 和 M. 5. 埃 格 利 特 为 编辑 
和 检查 全 文 付 出 了 大 量 劳 动 , A.T. 库 利 科 夫 斯 基 也 进行 了 大 量 工作 , 我 对 他 们 深 表 
谢意 . 


本 . 瑟 . 谢 多 夫 
莫斯科 ，1982 年 9 月 
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。 数 学 天 元 基金 资助 项 目 。 
书 名 作者 
* 数学 分 析 (第 一 卷 ) (第 4 版 ) B. A. 卓 里 奇 
* 数学 分 析 (第 二 卷 ) (第 4 版 ) B. A. 上 草 里 奇 
*' 微 积分 学 教程 (第 一 卷 ) (第 8 版 ) I. M. 菲 赫 爹 哥 尔 英 
* 微 积 分 学 教程 (第 二 卷 ) (第 8 版 ) I. M. 菲 赫 爹 哥 尔 蒋 
* 微 积分 学 教程 (第 三 卷 ) (第 8 版 ) I. M. 菲 赫 侈 哥 尔 蒋 
* 数学 分 析 讲 义 (第 3 版) I. HH. 阿 黑 波 夫 ，B. A. 萨 多 夫 尼 奇 ， 也 . H. 诺 巴 里 阔 夫 
复 分 析 导论 (第 一 卷 ) B. B. 沙巴 特 
复 分 析 导论 (第 二 卷 ) B. B. 沙巴 特 
* 函数 论 与 泛 函 分 析 初 步 (第 7 版 ) A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 ，C. B. 佛 明 
* 复 变 函 数论 方法 (第 6 版 ) M. A. 拉夫 连 季 耶 夫 ，B. B. 沙巴 特 
* 常 微分 方程 (第 6 版 ) 开 . C. 庞 特 里 亚 金 
奇 摄 动 方程 解 的 渐 近 展开 A. B. 瓦 西里 耶 娃 ，B. . 布 图 索 夫 


* 代数 学 引 论 (第 一 卷 ) 基础 代数 (第 2 版 ) A. H. 柯 斯 特 利 金 
代数 学 引 论 (第 二 卷 ) 线性 代数 (第 3 版 ) A. . 柯 斯 特 利 金 
代数 学 引 论 (第 三 卷 ) 基本 结构 (第 2 版 ) A. HH. 柯 斯 特 利 金 
* 微分 几何 与 拓扑 学 简明 教程 A. C. 米 先 柯 ，A. 工 . 福 明 柯 
* 现代 几何 学 :方法 与 应 用 (第 一 卷 ) 几何 曲面 、 变 换 群 与 场 (第 5 版 ) 
B. A. 杜 布 洛 文 ，C. II. 诺 维 可 夫 ，A. 工 . 福 明 柯 
* 现代 几何 学 : 方法 与 应 用 (第 二 卷 ) 流 形 上 的 几何 与 拓扑 (第 5 版 ) 
B. A. 杜 布 洛 文 , C. II. 诺 维 可 夫 ，A. T. 福 明 柯 
* 现代 几何 学 : 方法 与 应 用 (第 三 卷 ) 同调 论 引 论 (第 2 版 ) 
B. A. 杜 布 洛 文 , C. II. 诺 维 可 夫 , A. T. 福 明 柯 


随机 过 程 论 A. B. 布 林 斯 基 , A. HH. 施 利 亚 耶 夫 
* 概率 (第 一 卷 ) A. H. 施 利 亚 耶 夫 

概率 (第 二 卷 ) A. HH. 施 利 亚 耶 夫 
* 经 典 力学 中 的 数学 方法 (第 4 版 ) B. 瑟 . 阿 诺 尔 德 
* 理论 力学 (第 3 版 ) A. II. 马尔 契 夫 


* 连续 介质 力学 (第 一 卷 ) (第 6 版 ) JI. 开 . 谢 多 夫 
连续 介质 力学 (第 二 卷 ) (第 6 版 ) 区. H. 谢 多 夫 
说 明 : 加 *# 者 已 出 版 . 
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81. 连续 介质 力学 的 内 容 和 方法 


连续 介质 力学 的 内 容 ”连续 介质 力学 是 力学 的 一 个 庞大 的 分 支 ,研究 气体 \ 液 体 D 和 
可 变形 固体 的 运动 . 

理论 力学 研究 质点 、 离 散 质点 系 和 刚体 的 运动 , 由 此 发 展 出 来 的 方法 和 结果 是 
连续 介质 力学 的 基础 和 工具 连续 介质 力学 研究 连续 地 充满 空间 的 物体 的 运动 , 物 
体 诸 点 之 间 的 距离 在 运动 过 程 中 发 生变 化 . 

除了 诸如 水 、 空 气 或 铁 块 的 普通 物体 , 在 连续 介质 力学 中 还 研究 一 种 特殊 的 介 
质 一 一 场 , 如 电磁 场 、 辐射 场 、 引 力 (重力 ) 场 等 . 

在 研究 自然 现象 和 解决 大 量 技术 问题 的 过 程 中 , 我 们 会 遇 到 各 种 液体 、 气 体 和 
可 变形 固体 , 其 运动 是 多 种 多 样 的 . 

对 于 变形 体 的 许多 运动 , 我 们 只 利用 个 人 在 日 常 的 一 些 基本 经 验 就 可 以 在 必要 
的 程度 上 加 以 控制 . 通过 日 常生 活 中 的 观察 , 我 们 在 头脑 中 会 有 一 些 合乎 实际 的 感觉 
和 “真实 合理 的 看 法 ”, 从 而 使 我 们 经 常 能 够 正确 地 预言 和 制造 所 需要 的 力学 效应 . 

然而 在 复杂 的 情况 下 ,我 们 就 需要 对 已 有 的 经 验 进 行 特别 的 积累 和 总 结 ， 需 要 
专门 的 方法 进行 理论 上 和 实验 土 的 研究 . 这 些 研 究 使 连续 介质 力学 作为 一 门 科 学 产 
生 并 发 展 起 来 . 

许多 与 变形 体 运动 有 关 的 重要 的 实际 问题 , 其 解决 方法 是 我 们 每 个 人 都 能 立刻 
指出 的 , 这 样 的 例子 不 胜 枚 举 . 比如 , 怎样 把 水 从 一 个 容器 倒 入 另 一 个 容器 , 怎样 保 
存 房 间 内 的 热气 , 怎样 躲避 风雨 , 等 等 : 与 此 同时 , 也 存在 其 他 许多 只 有 用 专业 知识 


1 在 下 面 的 译文 中 经 常 把 气体 (ras) 和 液体 (zzzmxocrp) 统称 为 流体 . 此 外 , 俄 文 xkunkocrts 一 
词 将 根据 上 下 文 的 意思 译 为 液体 ( 仅 指 液体 ) 或 流体 (对 液体 和 气体 均 适 用 ). 一 一 译注 
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才能 回答 的 问题 . 例如 , 容器 中 的 压缩 气体 从 小 孔 溢 出 的 速度 是 多 少 , 气旋 在 大 气 中 
如 何 运 动 , 怎样 减 小 空气 对 飞机 或 者 水 对 船只 的 阻力 , 怎样 用 金属 材料 建设 高 度 达 
500 米 的 电视 增 和 桥墩 间 跨度 上 千 米 的 大 桥 ,增加 或 碱 小 飞机 纶 旋 桨 的 直径 有 什么 
后 果 , 炸弹 爆炸 时 的 压强 分 布 和 空 所 运动 有 何 规律 ， 等 等 

我 们 立刻 指出 , 还 存在 着 大 量 题目 ,用 已 知 的 实验 和 理论 的 方法 尚 不 能 给 出 我 
们 所 希望 的 满意 的 答案 解决 那些 新 的 有 学 术 和 应 用 价值 的 复杂 问题 ,以 及 那些 对 其 
研究 能 够 促进 科学 进一步 发 展 的 课题 , 是 目前 科学 研究 工作 的 内 容 

这 里 列举 一 些 重 待 解决 的 新 间 题 : 降低 以 100 m .s-+ 量 级 的 速度 在 水 中 高 速 运 
动 的 物体 所 受 的 阻力 ,产生 并 保持 上 百 万 度 高 温 的 等 离子 体 , 查 明 高 高 温 下 材料 
行为 的 特性 (考虑 塑性 、 量变 等 现象), 确定 爆炸 时 作用 于 建筑 物 的 力 , 研制 高 超 音 束 
远程 客运 飞机 , 解释 大 气 层 中 空气 的 一 般 环流 ， 天气 预报 , 研究 动 、 植 物体 内 的 力学 
过 程 ,星体 演化 问题 解释 太阳 上 的 现象, 以 及 太空 和 字 宙 学 的 其 他 一 些 问题 

尽管 在 某 一 方向 上 的 研究 工作 密切 关系 到 并 决定 了 该 方向 上 的 科学 和 技术 的 进 
步 , 但 是 在 目前 , 与 精确 的 科学 数据 相 比 , 设计 师 和 工程 师 从 丰富 的 经 验 中 发 展 出 来 
的 “真实 合理 的 看 法 ”， 他 们 的 才能 、 直 觉 和 力学 的 “ 噢 觉 ” 仍 然 在 技术 中 起 着 巨大 
的 作用 . 不 应 当 认为 一 切 制造 出 的 汽车 、 飞 机 、 轮船 等 都 可 以 计算 出 来 ,所 有 细节 都 
能 够 预先 分 析 好 .即使 是 现在 ,许多 制造 的 进行 也 还 是 像 一 千 多 年 以 前 二 斯 堪 的 纳 
维 亚 的 海光 造船 一 样 , 那 时 候 作为 萌芽 状态 的 力学 科学 者 不曾 存在 ,但 是 海盗 和 出 
的 船只 已 经 具有 良好 的 航海 性 能 

与 此 同时 , 现代 技术 的 发 展 已经 使 技术 高 不 开 利 学 , 窜 不 开 积累 起 来 的 系统 化 的 
经 验 .同样 现代 化 生产 没有 相应 的 机 械 化 , 技术 的 发 展 不 以 已 有 的 科学 为 基础 ,都 
是 不 可 想象 的 
| so。_ ue。 一 些 被 深入 钻研 的 连续 介质 力学 问题 列举 如 下 
过 全 介 帮 力 学 的 一 些 。 流体 对 在 其 中 运动 的 物体 的 作用 问题 .流体 作用 于 物体 

的 力 次 定 于 流体 的 运动 ,所 以 研究 物体 在 流体 中 的 运动 与 研 

究 流体 的 运动 有 直接 的 联系 . 促进 这 个 问题 发 展 的 特别 因素 是 关于 飞机 、 直升机、 习 
艇 炮弹、 导弹、 轮船 和 潜水 艇 运动 的 技术 课题 , 以 及 研制 各 种 诸如 水 和 空气 中 的 蝇 
这 推进 器 等 动力 装置 的 题目 

流体 沿 管道 以 及 更 一 般 情况 下 在 各 种 机 器 内 部 的 运动 .在 这 些 问题 中 , 具有 基 
本 意义 的 是 流体 与 流动 边界 的 相互 作用 规律 例如 运动 或 尊 止 因 壁 的 阻力 值 ) 速度 
分 布 不 均 色 现象, 等 等 这些 问题 对 于 煤气 管 输 油管 、 友 、 泊 纶 机 和 其 他 水 力 机 枯 
的 设计 具有 直接 的 价值 

治 流 是 液体 经 过 土壤 和 其他 多 也 介质 的 运动 . 例如 圭 坟 中心 可 以 观察 到 水 的 运 
动 , 这 种 运动 在 建造 各 种 建筑 物 (所 坝 、 桥 壤 、 水 电站 的 地 基 , 开 立地 下 隧道 等 工程 
中 必须 加 以 考虑 . 渗流 在 石油 工业 中 具有 重大 意义 

流体 静 力 学 研究 流体 和 浮 在 流体 内 部 或 表面 的 物体 的 平衡 , 以 及 在 牛顿 万 有 引 
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力作 用 下 处 平平 衡 状态 的 旋转 流体 的 形状 : 

波 的 运动 3 如 波 在 固体 中 的 传播 ;海洋 表面 波 ; 船只 运动 所 产生 的 波 波 在 水 汇 
和 江河 中 的 传播 , 潮汐 , 地 震波 , 声波 , 各 种 介质 中 噪声 的 二 般 问 题 ; 等 等 :我 们 周围 
的 环境 :液体 、 气 体 , 固体 和 各 种 场 总 是 处 于 振动 状态 各 种 扰动 随 着 时 间 沿 空间 
传播 . 显然 , 这 些 现象 在 我 们 的 生活 中 起 着 非常 重要 的 作用 , 它们 是 解决 大 量 技术 问 
题 的 关键 : 

气体 在 爆炸 、 爆 震 和 燃烧 过 程 中 伴 有 化 学 反应 的 非 定 常 运动 ;如 气体 在 活塞 发 
动机 汽 纪 或 喷气 发 动机 燃烧 室内 的 运动 等 : 

保护 固体 在 高 速 进入 大 气 层 高 密度 区 时 不 被 烧毁 ;保护 其 表面 不 被 严重 烧 熔 ， 

流体 的 油 流 运动 理论 ; 所 谓 江 流 :实际 止 是 指 流体 的 二 些 非常 复杂 的 其 有 随机 
性 质 的 无 规则 运动 = 这 些 运动 在 某 些 平均 的 有 规律 的 过 程 附近 振荡 s 浴 应 用 的 观点 
来 看 ; 这 种 运动 在 我 们 所 讨论 和 提出 的 问题 中 极其 重要 ;不论 是 在 星体 和 星云 二 地 
球 大 气 层 中 , 河道 和 水 渠 中 , 还 是 在 管道 以 及 其 他 各 种 工业 建筑 和 机 器 中 , 气体 和 液 
体 的 绝 大 多 数 运动 都 具有 渤 流 的 性 质 :由 此 可 多 ;用 来 研究 测 流 的 理论 和 实验 是 非常 
重要 的 . 目前 对 满 流 的 研究 对 于 理解 这 些 复杂 运动 的 本 质 的 诸多 特性 和 规律 还 远 远 
不 够 : 

被 强烈 压缩 的 流体 的 描述 问题 ; 其 中 要 考虑 介质 在 该 情况 -Ri 特别 是 在 高 漫 下 
的 复杂 物理 性 质 . 有 一 些 有 趣 而 且 重 要 的 技术 领域 必须 与 受 高 压 4( 十 琅 甚 至 未 百 万 
个 大 气压 六 的 物体 打交道 ; 如 生产 大造 钻石 ; 利用 爆炸 冲压 某 些 结构 的 零件 ;以 琢 莫 
他 许多 情况 : 

男 一 方面 , 超 稀薄 气体 中 的 站 些 现象 也 很 重要 在 实验 室 宇 害 空间 、 行 星 和 恒 
星 大 气 层 中 的 强 真空 的 情况 下 研究 与 介质 运动 有 关 的 各 种 不 同 过程 也 要 应 用 连续 
介质 力学 的 方法 ; 

磁 流 体力 学 问题 和 被 电离 的 介质 一 二 等 离子 体 二 在 与 电磁 场 的 相互 作用 下 的 
运动 的 研究 ,` 目 前 在 认 知 凸 和 技术 让 都 具有 头等 重大 的 意 尖 3 例如 ;在 制造 磁 流 体 发 
电机 时 就 需要 研究 这 些 现象 , 因为 等 离子 体 的 动能 在 发 电机 内 部 直接 转化 为 电能 3 我 
们 还 指出 , 热 核 能 源 应 用 问题 的 解决 与 高 温 等 离子 体 在 强 磁场 中 的 符 性 这 二 问题 的 
解决 是 密切 相关 的 : 

预报 天 气 的 科学 一 一 气象 学 在 很 大 程度 上 研究 空气 在 地 球 大 气 层 中 的 运动 
是 连续 介质 力学 的 二 个 重要 领域 ; 它 密 切 关 系 到 物理 学 的 许多 其 他 分 支 : 

天 体 物 理学 和 天 体 演化 学 的 基本 问题 是 在 连续 介质 力学 的 范畴 内 进行 研究 的 ; 
其 中 包括 恒星 的 内 部 构造 及 其 光 球 的 构造 , 是 去 和 宇宙 云 的 运动 :变星 的 爆发 和 爆 
炸 , 造 父 变星 的 振动 等 问题 , 以 及 星系 的 发 展 , 字 宙 的 构造 和 演化 这 些 基本 问题 . 

连续 介质 力学 的 二 大 部 分 内 容 研 究 可 变形 “固体 季 的 运动 与 平衡 弹性 力学 是 
建造 所 有 类 型 的 建筑 物 和 制造 各 种 机 器 的 基础 ; 当前 ,研究 物体 的 复杂 弹性 性 质 和 
非 弹性 效应 的 力学 分 支 具有 越 来 越 重 大 的 意义 .! 非 弹性 效应 包括 塑性 和 里 变 . 塑性 与 
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出 现 残余 应 变 有 关 , 蠕 变 则 与 应 变 在 外 部 载荷 不 变 的 情况 下 逐渐 增加 的 现象 以 及 机 
器 部 件 的 耐 热 性 有 关 (各 种 结构 长 时 间 工 作 后 都 会 出 现 里 变现 象 , 而 在 高 温 下 工作 
时 该 现象 会 在 短 时 间 内 出 现 ) 

研究 各 种 类 型 金属 的 疲劳 现象 和 物体 在 运动 和 平衡 过 程 中 的 记忆 现象 具有 重大 
价值 
随 着 新 型 聚合 物 材料 的 出 现 和 使 用 ,必须 考虑 其 内 部 物理 结构 , 这 种 结构 可 以 
在 实际 应 用 过 程 中 发 生变 化 . 

最 后 , 关于 多 材料 构件 的 耐久 性 和 破损 的 一 般 问 题 的 工作 具有 重大 意义 . 这 个 
重要 的 应 用 课题 至 今 还 没有 明晰 的 满意 的 答案 

还 可 以 列举 出 关于 各 种 类 型 混合 物 的 运动 的 力学 问题 , 如 沙子 、 雪 和 各 种 十 的 
运动, 合金 、 溶 液 、 悬浮 液 和 乳 浊 液 的 运动 , 含 聚合 物 的 液体 的 运动 ,等 等 . 还 有 空 化 
问题, 其 特点 是 小 气泡 和 充满 气体 和 液体 蒸气 的 大 空 腔 不 断 在 运动 的 液体 中 产生 和 
消失 . 

需要 特别 强调 的 是 , 近来 化 工 企业 中 生产 工艺 问题 的 解决 ,也 是 以 相应 连续 介 
质 运动 的 力学 研究 为 基础 的 

一 些 重要 的 新 的 现代 理论 正在 研究 强 激光 束 与 各 种 物体 的 相互 作用 , 如 非 线性 
光学 问题 , 运动 物体 与 电磁 场 的 相互 作用 问题 . 这 种 宏观 尺度 下 的 相互 作用 与 量子 力 
学 范 时下 才能 描述 的 一 些 效应 密切 相关 . 当 物体 在 极 低温 度 下 运动 , 或 者 其 运动 要 考 
虑 磁化 和 极 化 作用 的 时 候 , 在 对 物体 相关 宏观 性 质 的 描述 中 有 类 似 的 情况 . 

最 近 在 生物 力学 领域 出 现 了 大 量 研究 工作 , 正在 建立 可 以 解释 一 些 生物 现象 的 
力学 模型 , 如 信号 沿 神经 的 传导 , 病毒 . 细菌 及 其 他 微生物 在 各 种 介质 中 移动 的 机 理 
鱼 类 的 游 动 , 等 等 .已 经 建立 了 描述 动物 体 中 血液 运动 和 肌肉 收缩 的 模型 

本 教程 是 连续 介质 力学 的 理论 教程, 讨论 用 于 研究 变形 体 运 
连续 介质 力学 的 方法 ” 动 的 数学 方法 其 特点 如 下 

首先 引入 一 系列 概念 来 表征 并 唯一 地 确定 连续 介质 的 运动. 在 定义 这 些 概念 时 
要 使 用 数 或 其 他 一 些 数学 概念 ， 例 如 , 这 样 的 概念 可 以 是 速度 场 、 压 强 场 、 温 度 场 、 
环 量 , 等 等 . 我 们 将 在 以 后 了 解 描述 连续 介质 运动 的 这 几 个 量 以 及 其 他 特征 量 . 

在 连续 介质 力学 中 详尽 地 研究 出 了 一 些 把 力学 问题 化 为 数学 问题 的 方法 后 着 
是 指 利用 各 种 数学 运算 求解 某 些 数值 或 函数 

此 外 , 连续 介质 力学 最 重要 的 目标 是 确定 变形 体 运动 的 一 般 性 质 和 规律 我们 
将 在 以 后 了 解 许多 关于 流体 对 其 内 部 的 运动 物体 的 作用 力 的 定律 , 建立 对 多 种 重要 
而 广泛 的 运动 类 型 都 成 立 的 压强 与 速度 之 间 的 关系 , 阐明 外 载荷 与 由 此 产生 的 变形 
之 间 的 关系 

还 应 当 指出 , 通过 数学 运算 求解 连续 介质 力学 具体 问题 的 过 程 本 身 通常 也 属于 
连续 介质 力学 的 范畴 . 这 是 因为 , 用 数学 方法 表示 出 来 的 连续 介质 力学 问题 即便 在 最 
简单 的 情况 下 一 般 也 非常 困难 , 用 现在 的 数学 工具 无 法 有 效 地 求解 ， 所 以 不 得 不 利 
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用 各 种 力学 的 假设 和 手段 来 改变 问题 的 提 法 , 然后 求 出 近似 解 . 

在 连续 介质 力学 的 影响 下 , 数学 的 许多 领域 得 以 蓬勃 发 展 : 例如 ; 连续 介质 力学 
对 复 变 函数 论 的 某 些 分 支 、 偏 微分 方程 边 值 问题 、 积 分 方程 等 都 产生 了 巨大 的 影响 ， 

在 考虑 力学 和 物理 学 中 其 他 领域 的 一 些 问题 时 发 现 ,这 些 问 题 可 以 与 连续 介质 
力学 中 的 某 些 问题 进行 有 益 的 类 比 . 

此 外 , 连续 介质 力学 的 不 同 问题 及 其 数学 研究 方法 在 许多 情况 下 有 紧密 的 联系 . 
例如 , 对 流体 沿 管道 运动 的 研究 可 用 于 解释 机 翼 附 近 流 体 运 动 的 某 些 基本 现 委 ) 机 辟 
绕 流 问 题 的 求解 方法 与 液体 在 土壤 中 的 渗流 问题 的 数学 解法 有 许多 共同 点 ; 气体 沿 
管道 运动 理论 的 许多 结果 原来 可 以 用 来 研究 水 渠 中 水 波 运动 的 各 种 问题 ; 等 等 

我 们 在 开始 阶段 暂 不 考虑 上 述 题目 ; 因为 首先 需要 学 习 许多 具有 二 般 性 质 的 力 
学 和 数学 知识 . 读者 在 最 初 不 会 感觉 到 他 已 经 在 研究 与 自然 界 和 工程 技术 中 实际 发 
生 的 现象 有 关 的 问题 , 甚至 不 会 感觉 到 他 正在 向 这 样 的 目标 前 进 ， 作 为 对 这 种 状况 
的 补偿 , 可 以 阅读 关于 连续 介质 力学 历史 发 展 的 文献 . 连续 从 质 力学 的 数学 方法 经 
过 了 一 百 多 年 才 被 成 功 应 用 于 解决 流体 运动 理论 中 的 实际 问题 

本 教程 给 出 了 连续 介质 力学 的 基础 知识 ; 这 些 知识 对 于 专门 研究 各 种 具体 问题 
是 必要 的 和 充分 的 . 


§2. 基本 假设 
(A) 实际 物体 的 结构 ,和 : 连 ; 续 性 假设 


研究 物体 的 运动 必须 以 该 物体 的 实际 性 质 为 基础 我们 知道 , 所 有 物体 都 是 由 
各 种 分 子 和 原子 组 成 的 , 物体 有 时 还 可 以 处 于 电离 状态 , 即 组 成 物体 的 微粒 是 电子 、 
离子 ( 带 有 多 余 电子 或 失去 电子 的 原子 和 分 子 ) 和 中 性 粒子 . 下 面 列 出 物理 学 中 关于 
基本 粒子 的 一 些 己 知 数据 . 

原子 核 半径 的 量 级 是 10-13 cm, 氨 分 子 半径 为 1.36 x 10-s cm 
基本 粒子 的 有 关 数 据 ， 杀 员 原 子 核 半径 远 小 拉 芭 池 尘 共 ” 但 是 物质 的 主要 所 匡 始 
集中 在 原子 核 内 : 电子 质量 为 9.1066 x 10-28 g, 而 质子 质量 为 1.6724 x 10-24 g. 

在 通常 条 件 下 (在 海平 面 高 度 上 , 当 温 度 为 0°C, 压强 为 1 atm 时 ), 每 立方 厘米 
空气 中 含有 NN = 2.687 x 101 个 分 子 . 在 日 常 的 工程 技术 中 , 长 度 的 测量 精度 经 常 不 
及 10 cm. 即使 取 边 长 为 10-3 cm 的 立方 体 , 其 中 也 含有 2.687 x 1010 个 分 子 . 现在 
的 飞机 远 远 飞 不 到 60 km 的 高 空 , 在 这 个 高 度 上 , 大 气 分 子 数 为 N = 8 x 1015 em-3. 
在 星际 空间 中 充满 极其 稀 注 的 气体 ,，N = 1 cm-3 = 1015 lam-3， 与 宇宙 空间 的 特征 
长 度 相 比 , 1 km 的 长 度 是 很 小 的 , 所 以 星际 空间 中 的 气体 也 可 以 看 作 是 一 种 在 很 小 
的 体积 内 就 含有 大 量 分 子 的 介质 . 

月 球 没有 大 气 层 , 那里 N = 1010 cm-3, 比 地 球 表面 的 值 小 27 亿 倍 .在 地 球 的 
实验 条 件 下 , 如 此 强 的 真空 实际 上 是 得 不 到 的 . 在 这 样 的 真空 下 , 互相 接触 的 物体 在 


多 数 情况 下 会 发 生 熔 合 - 
对 于 铁 (Fe), N=8.622x10?? cm-3, 密度 pre=7.8g.cm-3, 核 物 质 密度 pi pe 入 
1.16 x 1014 g.cm™3, 故 ppo /Prva Fe ST 7 Xx 10™4. 
我 们 看 到 , 物体 所 占 的 体积 实际 上 远 远大 于 组 成 物体 的 物质 本 身 所 占 的 体积 . 所 
以 , 从 本 质 上 讲 , 所 有 物体 都 是 “ 空 的 ”, 而 在 物体 所 占 空间 中 , 即使 实际 上 很 小 的 体 
积 内 也 总 包含 有 大 量 粒子 . 
原子 和 分 子 总 是 处 于 无 规则 运动 状态 . 
在 大 气 的 通常 条 件 下 , 氢 分 子 的 平均 速度 vwess 二 1692 m.s-! (大 于 现在 客机 
的 速度 ) 分 子 总 在 互相 “碰撞 ”， 在 上 述 条 件 下 , 氧 分 子 自由 程 1 = 1.12 x 10-7 mm， 
而 对 于 氢 分 子 , woon 二 425 m8-1, 1= 6.5 x 10-8 m, 即 一 个 氧 分 子 每 秒 钟 会 发 生 
6.54 x 109 次 碰撞 . 
粒子 之 间 有 确定 的 相互 作用 .在 稀 沙 气体 中 , 这 些 相互 作用 只 与 
粒子 的 相互 作用 碰撞 有 关 . 在 液体 和 固体 中 , 分 子 间 的 距离 较 近 , 它们 之 间 力 的 相 
互 作用 或 者 量子 的 相互 作用 都 很 重要 . 
使 物体 具有 强度 和 弹性 的 力 具 有 电 的 本 质 . 粗略 地 讲 , 这 些 力 可 以 归结 为 库仑 
力 以 及 磁 元 之 间 的 相互 作用 .至 于 核 力 和 弱 相 互 作用 力 , 它们 仅 在 核反应 过 程 中 才 
表现 出 来 , 这 时 粒子 在 近 距 离 上 发 生 相互 作用 .使 粒子 接近 到 这 种 程度 需要 极 高 的 
能 量 , 只 有 在 温度 达 几 百 万 度 以 上 时 , 粒子 的 无 规则 热 运动 才能 提供 这 么 高 的 能 量 
| 只 要 知道 粒子 之 间 相 互 作用 的 电磁 力 , 就 可 以 建立 可 变形 固 
连续 介质 力学 中 一 些 ” 体 理论 , 所 以 电动 力学 对 我 们 是 很 重要 的 ， 为 了 模拟 实际 的 
重要 的 物理 化 学 过 程 : 
物体 , 我 们 引入 一 些 抽象 的 概念 , 这 就 必须 考虑 物体 在 结构 
上 的 各 种 特性 , 物体 可 以 处 于 气态 、 液态 或 固态 , 可 以 具有 晶体 结构 , 也 可 以 是 各 种 
状态 的 混合 物 . 当 温 度 升 高 时 , 还 会 出 现 物质 同时 表现 为 气态 、 液 春 和 国 态 的 情形 . 
除了 结构 , 物质 的 属性 以 及 混合 物 、 溶液 、 合金 的 组 元 的 性 质 也 有 重要 意义 
在 许多 情况 下 会 产生 这 样 的 力学 问题 , 这 时 要 考虑 运动 物体 的 组 成 部 分 及 其 相 
对 成 分 在 性 质 上 的 变化 , 例如 伴随 核反应 和 化 学 反应 , 包括 燃烧 、 离 解 、 复 合 、 电 离 
等 过 程 的 气体 运动 问题. 
在 研究 物体 的 运动 时 , 相 变 过 程 可 能 有 重要 的 意义 , 这 些 过 程 包括 凝结 、 汽化 、 
熔化 、 凝 固 、 束 合 、 重 结晶 等 等 
在 研究 连续 介质 的 运动 时 必须 引入 内 应 力 . 物体 具有 离散 的 分 子 结构 , 任 一 堆 
面 上 的 内 应 力 是 以 下 作用 结果 的 统计 平均 , 它们 既 包 括 位 于 该 截面 两 侧 的 分 子 之 间 
的 直接 的 相互 作用 , 也 包括 因 分 子 热 运动 而 导致 的 经 过 该 截面 的 宏观 动量 输 运 过 程 
气体 具有 籍 性 , 这 是 因为 分 子 热 运动 使 相 邻 气体 微 元 的 宏观 运动 相同 . 所 以 , 物 
体 中 的 内 应 力 的 性 质 决定 于 : 物体 的 分 子 结构 分子 及 原子 之 间 只 有 在 极 近 的 距离 
上 才能 表现 出 来 的 相互 作用 力 , 以 及 以 温度 为 标志 的 热 运动 
类 似 地 可 以 解释 热传导 现象 , 互相 接触 的 任何 两 个 相 邻 介质 微 元 之 间 ,或 者 通 
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过 碰撞 , 或 者 直接 通过 高 速 分 子 和 低速 分 子 的 交换 , 都 会 发 生 能 量 的 交换 ; 这 导致 温 
度 所 标志 的 分 子 热 运动 能 量 的 红 计 平均 信 趋 于 相等 : 
混和 物 中 不 同 组 元 扩散 的 机 理 也 可 以 用 热 运动 所 导致 的 分 子 混合 这 二 分 子 动 理 
过 程 来 解释 
对 辐射 现象 的 描述 要 复杂 一 些 , 这 是 由 于 分 子 、 原 子 或 原子 核 系统 中 能 级 改变 
的 量子 效应 , 以 及 带电 粒子 的 加 速 运 动 而 导致 的 辐射 现象 可 以 视 为 发 射 光子 的 现 
象 , 它 在 很 多 情况 下 与 分 子 和 原子 的 无 规则 热 运动 密切 相关 , 并 且 对 温度 非常 敏感 
因为 温度 决定 着 粒子 碰撞 时 可 能 激发 出 的 能 量 ， 在 研究 物体 在 高 温 下 的 运动 时 由 
于 辐射 能 的 耗损 和 散射 过 程 癌 是 伴随 发 生 的 "所 以 忆 须 考 韦 出 此 造成 的 能 量 传递 和 
温度 变化 的 效应 \ 
极 化 和 磁化 现象 与 物体 中 基本 粒子 规则 有 序 的 辜 列 大 关 这 些 项 爱 才 物体 前 客 
种 运动 中 也 可 能 具有 重要 的 意义 
在 相对 较 低 的 温度 下 和 其 他 一 些 情况 下 , 固体， 具有 复杂 分 子 结构 的 材料 和 密 
度 极 高 的 物体 , 其 内 部 相互 作用 的 机 理 非常 复杂 .= 般 而 言 :在 牛顿 力学 的 范畴 内 无 
法 解释 这 些 现象 为 了 理解 这 些 相 互 作用 , 在 许多 情况 下 必须 利用 一 些 量子 力学 的 
概念 和 定律 
在 止 述 现象 中 ; 通过 深入 分 析 微 观 的 物理 机 理 和 基本 粒子 的 性 质 来 确立 宏观 的 
规律; 这 是 物理 学 的 主要 任务 之 一 
| 我 们 指出 ; 分子 的 复杂 结构 和 维持 此 结构 的 电磁 作用 力 并 非 
统计 观点 和 险象 观点 足 已 知 的 ， 尽 管 物 条 是 由 基本 粒 守 组 放 的 力学 似乎 应 当 
在 此 基础 上 发 展 ; 但 是 由 于 基本 粒子 的 数目 过 于 巨大 | 而 县 不 知道 粒 予 之 间 的 作用 
力 ,所 以 跟踪 每 个 粒子 的 运动 是 不 可 能 的 : 
对 实际 应 用 而 言 ;只 需 要 知道 某 些 平均 的 ,综合 的 ; 或 者 总 体 的 特征 量 即 可 
在 物理 学 中 发 展 起 来 的 统计 方法 就 是 研究 物体 力学 行为 的 一 种 一 般 处 理 方法 
在 这 种 方法 中 ; 应 用 概率 论 的 观点 处 理 被 研究 的 现象 并 引入 粒子 系 综 的 平均 特征 
量 .统计 方法 总 是 关系 到 引入 一 些 附 加 的 假设 , 这些 假设 涉及 粒子 的 性 质 和 相互 作 
用 , 以 及 这 些 性 质 和 相互 作用 的 简化 ; 我 们 指出 :在 许多 情况 下 甚至 连 建 立 这 种 方法 
的 基本 要 素 都 不 存在 , 即使 该 方法 已 经 建立 ; 它 通常 也 不 是 解决 问题 的 有 效 工具 ; 因 
为 相应 的 方程 过 于 复杂 , 
研究 物体 运动 的 另外 -种 -- 般 处 理 方法 是 以 实验 中 得 到 的 -- 般 规律 和 假设 为 基 
础 ;建立 唯 象 宏观 理论 宏观 理论 是 解决 重要 的 实际 问题 的 有 效 工具 .由 此 得 到 的 结 
果 与 实验 是 符合 的 ; 
我 们 将 在 下 面 发 展 物体 的 唯 象 宏观 理论 
训令 竹 入 没 。 我 们 来 引入 连续 介质 的 概念 所 有 物体 都 是 由 单独 的 粒子 组 成 的 ,外 
而 , 任何 对 我 们 来 说 有 意义 的 体积 内 都 包含 有 大 量 粒子 ， 所 以 可 以 把 
物体 近似 地 看 作 连 续 地 充满 空间 的 介质 . 我 们 将 把 水 、 空气 、 铁 块 等 视 为 完全 充满 某 
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一 部 分 空间 的 物体 . 
不 仅 通常 的 物体 可 以 视 为 连续 介质 , 各 种 场 , 例如 电磁 场 , 也 可 以 当 作 连 续 介 质 . 
有 必要 进行 如 此 理想 化 处 理 的 一 个 原因 是 , 我 们 在 研究 变形 体 运动 时 希望 运用 
连续 函数 工具 和 微 积分 . 


(B) 空间 和 时 间 


所 谓 空间 , 是 指 由 若干 个 数 给 出 的 点 的 集合 , 而 这 些 数 称 为 坐标 . 
度 规 空间 我 们 将 考 虚 连续 的 度 规 空间 ， 度 规 空间 是 定义 了 点 之 间 的 距离 的 空间 ， 
例如 通常 的 三 维 欧 几 里 得 空间 就 是 度 规 空间 , 其 中 的 点 由 适用 于 全 空间 
的 笛 卡 儿 坐 标 系 x, y, z 给 出 , 而 两 点 zu ji, 2 和 zo, yo, z2 之 间 的 距离 由 以 下 公式 


定义 : 
r= (71— £2)? + (Yi ~ Yo)? + (z1 — 22)2. (2.1) 


欧 几 里 得 空间 在 任何 空间 中 都 可 以 引入 适用 于 全 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 系 吗 ? 为 简单 

起 见 , 我 们 讨论 二 维 空间 . 显然 , 在 平面 上 总 可 以 引入 适用 于 全 平面 
的 二 维 笛 卡 儿 坐标 系 . 在 曲率 不 为 零 的 球面 上 , 这 是 办 不 到 的 , 即 在 球面 上 无 法 引入 
这 样 的 二 维 坐标 系 , 使 球面 上 任意 两 点 之 间 的 距离 由 公式 (2.1) 定义 . 这 里 两 点 之 间 
的 距离 是 指 球 面 上 道 过 这 两 点 的 大 圆 上 这 两 点 之 间 的 弧 长 . 在 球面 上 , 只 能 在 每 一 
点 周围 很 小 的 区 域内 引入 笛 卡 儿 坐 标 系 . 在 三 维度 规 空间 的 情形 下 ,也 不 是 总 可 以 
引入 适用 于 全 空间 的 三 维 笛 卡 儿 坐 标 系 . 

以 后 我 们 一 般 只 考虑 可 以 引入 适用 于 所 有 点 的 笛 卡 儿 坐 标 系 的 空间 , 这 样 的 空 
间 称 为 欧 几 里 得 空间 , 而 以 此 为 基础 发 展 起 来 的 力学 称 为 牛顿 力学 . 实验 表明 , 实际 
的 物理 空间 在 不 太 大 的 尺度 下 可 以 非常 精确 地 当 作 欧 几 里 得 空间 来 处 理 . 
绝对 时 间 时 间 的 概念 与 实验 有 关 , 这 个 概念 在 力学 中 是 必须 的 . 任何 力学 现象 总 
| 要 从 某 一 个 观察 者 的 角度 来 描述 . 一 般 而 言 , 时 间 可 以 与 观察 者 应 用 的 
参考 系 有 关 . 

我 们 将 认为 , 时 间 的 流逝 对 于 所 有 观察 者 都 是 一 样 的 , 不 论 观察 者 位 于 火车 上 ， 
飞机 上 , 还 是 教室 内 , 即 我 们 将 使 用 绝对 时 间 . 这 是 一 个 理想 化 的 概念 , 它 并 不 能 永 
远 正确 地 描述 实际 情况 . 只 有 在 不 考虑 相对 论 效应 的 时 候 , 这 个 概念 才 是 正确 的 . 

这 样 , 我 们 将 在 欧 几 里 得 空间 中 考虑 连续 介质 ( 亦 称 连续 统 ) 的 运动 , 并 使 用 绝 
对 时 间 . 总 之 , 我 们 将 利用 上 述 三 个 基本 假设 来 建立 变形 体 运 动 的 理论 . 以 这 些 假设 
为 基础 的 理论 所 给 出 的 结果 经 常 与 实验 相符 , 但 亦 有 例外 . 在 需要 时 , 可 以 修正 和 推 
广 所 采用 的 空间 和 时 间 的 模型 . 但 是 , 所 有 进一步 的 推广 都 要 考虑 建立 于 上 述 基本 . 
假设 之 上 的 牛顿 力学 , 并 以 此 为 基础 . 这 些 假设 的 本 质 将 随 着 后 面 理论 的 发 展 而 变 
得 更 加 明晰 . 
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§ 1. 用 拉 格 朗 日 观点 研究 连续 介质 的 运动 


坐标 系 运动 总 是 相对 于 某 个 参考 系 ( 即 坐 标 系 ) 而 确定 的 . 我 们 使 用 坐标 系 来 建立 
数 与 空间 点 之 间 的 关系 . 三 维 空间 的 点 对 应 3 个 数 z1, z2, za, 它们 称 为 点 
的 坐标 . 若 某 2 个 坐标 值 在 一 条 曲线 上 保持 不 变 ， 则 该 曲线 称 为 玲 标 线 (图 1). 
例如 , 若 在 某 曲线 上 z2 = const, z3 = const, 则 该 曲线 定义 了 坐标 线 z1. 坐标 zl 
的 不 同 值 确定 了 该 坐标 线 上 不 同 的 点 , z! 增 
加 的 方向 定义 了 该 坐标 线 的 方向 . 经 过 空间 的 -3 
每 个 点 可 以 引 3 条 坐标 线 , 它们 在 该 点 的 切线 
不 在 同一 个 平面 上 . 一 般 而 言 , 这 3 条 切线 组 x2 
成 非 正 交 的 三 面体 . 
坐标 线 z1, x2, z3 为 直线 的 坐标 系 是 直 xl 
线 坐 标 系 , 否则 是 曲线 坐标 系 . 今后 我 们 将 看 
到 , 从 本 质 上 讲 ， 曲 线 坐 标 系 在 连续 介质 力学 ，，， 图 1， 曲 线 坐标 系 与 笛 卡 儿 坐 标 系 


中 是 必须 的 . 
站 . 我 们 规定 , z1, z2, z3 表示 任意 坐标 系 的 坐标 , 当然 有 时 也 表示 
坐标 与 时 间 的 记号 “” 笛 卡 儿 坐 标 ,而 zy * 只 表示 稍 卡 儿 坐 标 ; t 表示 时 间 . 
点 的 运动 ”点 相对 于 坐标 系 zl, z2, z3 运动 , 如 果 其 坐标 随时 间 变 化 : 
Ti= fi(t), i=1,2,,3; (1:1) 
运动 的 点 在 不 同时 刻 等 同 于 空间 中 不 同 的 点 . 如 果 函 数 (1.1) 已 知 ; 点 的 运动 就 是 已 
知 的 . 函数 (1.1) 称 为 点 的 运动 规律 . 
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连续 介质 的 运动 ”连续 介质 是 点 的 连续 集合 . 按照 定义 己 知 连续 介质 的 运动 , 其 部 
。 分 含义 是 指 组 成 连续 介质 的 所 有 点 的 运动 是 已 知 的 (研究 连续 介 
质 作为 一 个 整体 的 运动 一 般 是 不 够 的 ). 
为 此 , 我 们 必须 有 一 些 规则 来 区 分 组 成 连续 介质 的 单个 的 点 ， 
加 条 区 全 连 经 介 夺 的 “这些 点 在 几何 观点 上 是 完全 相同 的 ， 以 后 我 们 将 看 到 ,一 般 
而 言 , 在 理论 中 应 用 的 区 分 规则 决定 于 这 样 的 条 件 , 它 要 求 
连续 介质 每 个 点 的 运动 都 满足 确定 的 物理 定律 . 例如 , 可 以 用 连续 介质 诸 点 的 初始 从 
标 值 来 区 分 这 些 点 . 我 们 将 用 &1, 2, 6s 来 表示 点 在 初始 时 刻 如 的 坐标 0， 而 点 在 
任何 时 刻 的 坐标 则 记 为 z1, z2, za. 
从 本 cl fp2 ec3 连 中， 其 运动 规律 可 
De 由 本 决定 的 连续 介质 的 点 ,其 运动 规律 可 以 写 


z! = z1(é!, é€2, &3, t), 
22 = 22(€1, €2, €3, 四 或 zi =zi(€, €2, €3, t). (1.2) 
zs 一 23(é!, £2 é3, t), 


与 单个 点 运动 的 情况 不 同 的 是 , 这 里 的 函数 不 是 1 个 变量 的 函数 , 而 是 初始 坐标 &1， 
如 2, 63 和 时 间 t 这 4 个 变量 的 函数 . 

在 (1.2) 中 , 如 果 结 , &2, &3 固定 不 变 , 而 t 是 变量 , 则 (1.2) 给 出 连续 介质 的 一 
个 特定 的 点 的 运动 规律 ; 如 果 6 &2, &3 是 变量 , 而 t 固定 不 变 , 则 函数 (1.2) 给 出 连 
续 介质 的 点 在 该 时 刻 在 空间 中 的 分 布 . 如 果 i, 6, 8 与 t 都 是 变量 , 则 (1.2) 可 以 
视 为 确定 连续 介质 运动 的 公式 . 函数 (1.2) 称 为 连续 介质 的 运动 规律 . 
拉 格 朗 日 变量 用 以 区 分 连续 介质 诸 点 的 坐标 81, 52, &3 (或 者 , 有 时 也 使 用 这 些 坐 
标的 确定 的 函数 ) 与 时 间 t 称 为 拉 格 朗 日 变量 . 

以 后 我 们 总 是 明显 地 或 者 隐 含 地 以 运动 规律 的 概念 为 基础 . 

为 了 一 般 性 , 我 们 指出 , 连续 介质 是 诸 点 的 集合 , 但 它 不 一 定 是 物体 . 比如 , 有 时 
可 以 用 平面 上 的 点 表示 各 种 商品 的 价格 , 从 而 可 以 用 连续 介质 运动 学 的 方法 来 研究 
经 济 学 中 的 价格 变化 . | 

还 有 一 种 经 常 采 用 的 做 法 是 , 可 以 研究 物质 点 的 各 种 运动 状态 在 空间 中 移动 的 
规律 , 而 不 是 物质 点 本 身 移动 的 规律 . 例如 在 有 风 的 天 气 , 在 麦田 表面 能 观察 到 波 的 
运动 . 我 们 可 以 说 , 麦 穗 的 最 大 或 最 小 高 度 在 空间 中 移动 , 但 麦 惩 本 身 并 没有 移动 . 

因此 , 在 运动 学 中 , 不 仅 可 以 把 物体 当 作 连续 介质 , 还 可 以 把 抽象 的 几何 对 象 当 
作 连 续 介质 . 连续 介质 的 运动 可 以 受 各 种 规律 的 控制 . 如 果 研 究 物 体 的 运动 , 这 个 规 
律 就 是 我 们 基本 上 已 知 的 物理 定律 . 如 果 讨 论 诸如 价格 的 变化 , 这 个 规律 则 是 我 们 
现在 刚刚 认识 的 经 济 学 的 数学 规律 . 


2) 原文 同时 使 用 两 套 记 号 a, b,c 与 红 , &2, 6 来 表示 点 的 初始 坐标 , 译文 为 统一 起 见 改 为 只 使 
用 后 一 套 记 号 . 一 一 译注 
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表示 运动 规律 的 函数 ”在 研究 变形 体力 学 的 时 候 , 我 们 希望 利用 微 积 分 这 一 工具 , 所 
的 连续 性 以 我 们 假设 连续 介质 运动 规律 中 的 函数 是 连续 的 , 它们 对 所 
有 自 变量 的 偏 导 数 也 是 连续 的 .这 是 一 个 相当 一 般 的 假设 ， 
但 它 同 时 也 极 大 地 限制 了 能 够 研究 的 现象 的 范围 
实际 上 , 比如 水 被 喷洒 后 , 原来 互相 无 限 邻 近 的 点 在 以 后 时 刻 将 不 再 邻近 . 在 运 
动 规律 连续 的 假设 下 , 这 类 现象 是 无 法 描述 的 . 以 后 我 们 将 看 到 , 在 许多 情况 下 必须 
弱化 运动 连续 的 假设 并 研究 这 样 的 运动 , 其 特征 量 本 身 或 者 导数 在 某 些 单独 的 曲面 
上 发 生 间断 . 我 们 将 在 以 后 讨论 这 种 类 型 的 间断 , 例如 激 波 . 不 过 我 们 指出 , 连续 运 
动 的 理论 是 研究 不 连续 运动 的 基础 . 
基于 物理 上 的 考虑 , 我 们 假设 函数 x! = zi(&1, 52 6 在 


表示 运动 规律 的 函数 ”每 个 固定 时 刻 + 二 const 都 是 单 值 的 众所周知 这 时 雅 可 比 
的 单 值 性 adhe 


Oil. "Ou! Or! 

Ot! 862 OE€3 

Or 8z2 ‘0x? 
,| OFL, ,O62 BES 

Or3 Or3 Ox’ 

Ol Be? O63 
在 某 个 有 限 区 域内 的 所 有 点 都 不 等 于 零 . 只 要 A 关 0; 就 可 以 从 式 :(12) 解 出 -1&2， 
8, 并 把 它们 表示 为 单 值 连续 函数 


让 = ， 2 ， 人 t). (1.3) 


单 值 连续 映射 的 一 般 ” 设 物体 在 给 定时 刻 t 位 于 空间 中 坐标 值 为 z!, z?, za 的 点 所 
性 质 组 成 的 区 域 D: 如 果 把 坐标 后 6 63 看 作 坐 标 z1, 22, 3 在 
“另外 某 个 时 刻 如 的 值 ; 则 坐标 6 ?2,&3 就 对 应 着 如 时 刻 空 

间 中 的 某 一 区 域 _ Ds， 此 时 ， 运 动 规律 (1.2) 与 (1.3) 可 以 视 为 区 域 D 与 D6 之 间 的 
单 值 连续 映射 . MI(E Es 3) M(x x x3) 
我 们 知道 , 这 种 映射 的 

一 般 拓扑 性 质 是 , 任何 几何 
体 Ww 变换 为 几何 体 V， 曲 
面 So 变换 为 曲面 S， 曲 线 
Lo 变换 为 曲线 五 ,而 封闭 的 
曲面 和 曲线 分 别 变换 为 封闭 
体 条 能 表 换 革 Ce 轩 则 过 县。 图 > 过继 介质 的 运动: 在 tc 和 时 于-6 oa 全 区 二 


映射 的 单 值 条 件 ; 封闭 曲线 不 能 变换 为 不 封闭 曲线 , 否则 违反 映射 的 连续 条 件 . 
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83， 参考 系 zl, z2, z3 与 拉 格 朗 日 随 体 坐 标 系 &1, 62， 63 


参考 系 ， 连 续 介 质 的 运动 同 所 有 运动 一 样 总 是 相对 于 某 个 坐标 系 而 确定 的 . 我 们 引 

入 坐标 系 x1, xz?, z3 作为 观察 者 的 参考 系 来 研究 连续 介质 的 运动 , 它 可 以 
任意 选取 . 参考 系 是 根据 条 件 引 入 的 , 其 选择 取决 于 研究 者 . 在 实践 中 , 它 经 常 与 地 
球 相关 联 , 但 也 可 以 与 太阳 、 恒星 、 飞 机 、 车 叮 等 相关 联 . 根据 引入 参考 系 的 目的 , 它 
可 以 是 运动 的 或 者 静止 的 . 

在 牛顿 力学 中 , 研究 相对 于 惯性 坐标 系 的 运动 具有 特别 的 物理 意义 . 一 个 惯性 

坐标 系 相 对 于 另 一 个 惯性 坐标 系 的 运动 是 匀速 直线 运动 . 存在 惯性 坐标 系 (这 密切 
关系 到 以 下 两 个 假设 : 物理 空间 是 欧 几 里 得 空间 , 固有 时 间 对 于 不 同 的 点 都 是 绝对 
的 和 相同 的 ) 是 牛顿 力学 的 基本 假设 ?. 在 牛顿 物理 学 中 , 所 有 物理 定律 通常 是 在 惯 
性 坐标 系 中 表述 的 , 并 且 与 惯性 坐标 系 的 选取 无 关 . 这 就 是 著名 的 伽利略 一 牛顿 相 
对 性 原理 . 在 实际 应 用 中 , 我 们 可 以 选取 以 太阳 系 的 质心 为 原点 的 笛 卡 儿 坐 标 系 为 
原始 的 惯性 坐标 系 . 在 这 个 坐标 系 中 , 可 以 认为 遥远 的 恒星 是 静止 的 . 
随 体 坐标 系 与 此 同时 , 对 于 连续 介质 的 运动 , 还 需要 引入 随 体 坐标 系 . 用 于 区 别 点 
的 拉 格 朗 日 坐标 &1, 62,， &3 可 以 像 坐 标 zl, z?, z3 那样 看 作 是 空间 中 
这 些 点 在 区 域 D 中 的 另外 一 种 坐标 , 而 相应 的 坐标 系 &1, 6?, 83 就 组 成 了 该 空间 中 
运动 的 可 变形 的 曲线 坐标 系 , 称 为 随 体 坐 标 系 . 这 样 , 如 果 在 初始 时 刻 如 在 连续 介质 
中 选取 某 些 由 连续 介质 的 点 组 成 的 坐标 线 (初始 的 拉 格 朗 日 坐标 系 ), 则 它们 在 下 一 
时 刻 还 将 与 连续 介质 的 点 一 起 组 成 随 体 坐 标 系 的 坐标 线 . 不 过 , 即使 在 初始 时 刻 的 随 
体 坐 标 线 选 取 为 直线 , 它们 在 下 一 时 刻 一 般 也 将 变形 为 曲线 (图 3). 


3 在 狭义 相对 论 中 也 假设 存在 通过 洛 伦 效 变 换 相 联系 的 惯性 坐标 系 , 但 是 物理 空间 由 四 维 伪 欧 
几 里 得 空间 (闵可夫 斯 基 空 间 , 第 四 个 坐标 与 固有 时 有 关 ) 给 出 . 在 该 理论 中 , 观察 者 在 描述 相对 运 
动 时 也 可 以 采用 任意 的 运动 坐标 系 . 

在 广义 相对 论 中 , 相对 运动 的 任何 坐标 系 都 认为 是 等 价 的 , 物理 空间 不 是 给 出 的 , 而 是 在 一 定 
假设 下 定义 出 来 的 . 这 些 假设 包括 : 物理 空间 是 四 维 黎 曼 空间 , 狭义 相对 论 定律 成 立 于 小 的 区 域 . 

饶 有 趣味 的 是 , 解决 相关 问题 得 到 的 结果 表明 , 拓扑 意义 上 多 连通 的 空 的 (不 含 质量 与 电荷 的 ) 
黎 曼 空间 从 已 知 的 意义 上 讲 类 似 于 带 有 引力 场 与 电场 (产生 于 空间 中 的 质量 与 电荷 ) 的 欧 几 里 得 
空间 . 参见 : Yunep Hx. TpapuTanna, HeiTPHHO HW BceneHgHag. MockBa: M3n-Bo WHOCTD. NHT., 
1962 (Wheeler J. A. Neutrinos, Gravitation and Geometry. Bologna, 1960). 
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因此 , 如 果 考 察 与 连续 介质 的 点 联系 在 一 起 的 坐标 系 , 那么 它 将 随 着 时 间 的 推 
移 而 发 生变 化 . 在 任何 给 定 的 时 刻 ; 我 们 都 有 权 选 择 这 样 的 坐标 系 , 但 在 此 后 的 时 刻 ; 
该 坐标 系 已 经 不 再 受 我 们 的 控制 ,因为 它 已 经 被 “冻结 ”在 介质 中 ;并 与 之 一 起 变形 . 
这 种 被 冻结 在 介质 中 的 坐标 系 就 是 上 面 定义 的 随 体 坐标 系 . 连续 介质 所 有 的 点 相对 
于 运动 着 的 随 体 坐 标 系 总 是 静止 的 , 因为 其 坐标 上 ,62, &3 在 随 体 坐 标 系 中 保持 不 
变 . 然而 , 该 坐标 系 本 身 却 在 运动 , 其 坐标 线 不 断 伸 长 或 缩短 , 并 变 得 弯曲 . 随 体 坐 标 
系 的 概念 是 理论 力学 中 刚体 的 固 连坐 标 系 癌 连续 介质 情形 的 推广 5 . 

每 当 我 们 讨论 连续 介质 运动 的 时 候 , 都 必须 区 别 介质 中 不 同 的 点 ,因此 必须 使 
用 拉 格 朗 日 坐标 . 所 以 , 在 研究 连续 介质 运动 时 总 是 认为 , 既 存 在 用 来 确定 运动 的 参 
考 系 zl, z?, z3, 也 存在 随 体 坐标 系 . 

把 纪 , 62, 63 与 t+ 作 为 独立 变量 来 使 用 , 这 就 是 研究 连续 介质 运动 的 拉 格 朗 日 观 
点 . 因此 , 这 个 观点 在 很 大 程度 上 是 以 单独 描述 连续 介质 每 个 点 的 运动 过 程 为 基础 
的 . 这 样 的 描述 在 实践 中 常常 过 于 详细 和 复杂 , 但 是 在 表达 物理 定律 的 时 候 ; 我 们 总 
是 这 样 处 理 . 

为 了 描述 连续 介质 的 运动 , 除了 运动 规律 , 还 必须 引入 某 些 其 他 概念 , 例如 连续 
介质 诸 点 的 速度 与 加 速度 的 概念 . 
速度 设 连续 介质 某 点 在 时 刻 t 位 于 空间 点 M, 而 在 时 刻 t+ At 位 于 点 M', 且 
MM’ = Ar. Ar 是 连续 介质 的 点 在 时 间 At 内 的 小 位 移 , 它 具 有 方向 . 如 果 
能 在 空间 中 引入 径 矢 ”> (这 在 欧 几 里 得 空间 中 总 是 可 以 做 到 的 ), Ar 显然 就 是 该 点 的 
径 矢 增 量 . 

在 非 欧 几 里 得 空间 的 情况 下 , 相应 两 个 无 穷 小 量 Ar 与 At 之 比 在 At 三 0 时 的 
极限 ; 或 者 在 欧 几 里 得 空间 的 情况 下 ， 连续 介质 的 点 相对 于 参考 系 的 径 矢 对 时 间 的 
偏 导数 9r/6t, 称 为 连续 介质 的 点 的 速度 . 速度 矢量 将 用 黑体 字母 v 来 表示 . 

径 矢 ” 一 般 与 用 来 区 分 连续 介质 的 点 的 ;3 个 量 看 ,2, 6&3 和 时 间 t 有 关 ; 速度 
是 对 连续 介质 单独 的 点 计算 的 , 这 时 &1, &2, 固定 ; 所 以 取 交 对 去 的 偏 导数 : 

Dr 
. v= 去 
速度 是 相对 于 参考 系 计算 的 . 显然 , 介质 相对 于 随 体 坐标 系 是 静止 的 , 所 以 相对 于 随 
体 坐 标 系 的 速度 永远 等 于 零 . 
基 矢 量 经 过 空间 的 每 个 点 有 3 条 坐标 线 , 所 以 在 空间 的 每 一 点 :Mi(zl，z2，z3) 可 
以 考虑 具有 方向 的 线 微 元 Ari，Ara?，Ara, 它们 从 点 M 出 发 ， 分别 与 点 
Mi(z! + Azl，z2，z73)，Ma(zl，z2 + Az2，z3)，Ma(z1，z2，z3 + Az3) 相连 : 在 空间 
1) 显然 , 对 于 包括 观察 者 的 参考 系 在 内 的 任何 坐标 系 , 总 可 以 引入 一 个 假想 的 理想 化 介质 , 对 它 
而 言 上 述 坐 标 系 是 随 体 坐 标 系 . 
对 同一 介质 可 以 引入 不 同 的 随 体 坐 标 系 . 因此 , 有 时 要 区 别 观 察 者 所 在 的 参考 系 与 他 正在 使 


用 的 坐标 系 这 两 个 概念 , 前 者 是 某 一 不 变 的 对 象 , 而 后 者 对 于 给 定 参考 系 中 的 观察 者 而 言 可 以 是 
不 同 的 . 
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的 每 一 点 可 以 取 比 值 Ari/Azi 或 Ari/AEi ( 当 Azi 一 0 或 At 一 0 时 ) 的 极限 , 它 
们 显然 是 沿 相应 坐标 线 在 点 M 的 切线 方向 的 矢量 . 在 欧 几 里 得 空间 中 , 这 些 极限 是 
7r 对 相应 坐标 的 偏 导数 . 如 果 把 Az 或 Ati 理解 为 沿 相应 坐标 线 的 弧 长 , 则 9r/6ci， 
9r/9&i 是 单位 矢量 . 
引入 记号 3 
Dr 
Ori 
ei 与 ei 分 别称 为 参考 系 与 随 体 坐标 系 的 基 矢 量 . 如 果 坐 标 系 zl, z?, z3 是 笛 卡 儿 坐 
标 系 , 则 可 以 使 用 记号 el = i, ez = j, es = k, 其 中 i, j, 分 别 是 沿 =, y, > 坐标 轴 
的 单位 矢量 . 如 果 坐 标 系 z1, z?, z3 或 1, &2, &3 是 曲线 坐标 系 , 则 e; 与 6; 在 空间 
中 不 同 的 点 是 不 同 的 , 一 般 而 言 , 它们 在 空间 中 的 每 个 点 组 成 非 正 交 的 三 面体 . 
连续 介质 点 的 无 穷 小 位 移 [M7 = Ar 可 以 通过 点 M 处 的 基 矢 量 el， 
速度 的 分 量 es, es 分 解 : 


Ar = Arzlel + Ax?e2 + Az3ea， {1.5) 
式 中 Az!, Az?, Az3 为 位 移 Ar 的 分 量 . 分 解 式 (1.5) 可 简写 为 


Or 
FE (1.4) 


= €i, 


3 
Ar = YArie; = Arziei， (1.6) 


t=1 


并 且 在 最 后 一 个 表达 式 中 省 略 了 求 和 号 2 以 后 我 们 通常 省 略 求 和 号 , 只 要 在 类 似 


于 (1.6) 的 表达 式 中 有 2 个 相同 的 角 标 ， 其 中 一 个 是 上 标 ， 另 一 个 是 下 标 , 就 理解 为 
求 和 2) . 
时 间 增 量 At 对 应 于 连续 介质 中 的 一 个 点 在 观察 者 所 在 空间 中 从 点 M 移动 到 
点 M' 的 时 间 . 用 它 除 (1.6), 在 At 一 0 时 取 极 限 , 根据 连续 介质 的 点 的 速度 定义 ， 
得 
_ Or _ Ori 
~ 6 


Oxr! 5 Or? Or3 
“= 人 (到 ，“= (有 ，v”- (各 导 
下 人 Bt 元 局 


式 中 的 下 标 ## 表示 , 导数 是 在 用 来 区 别 连续 介质 中 不 同 的 点 的 参数 51, 62, &3 不 变 
时 取 的 . 量 v1, v2, v3 称 为 速度 矢量 v 在 基 el, ez, es 中 的 分 量 . 速度 及 其 分 量 一 般 


ei = ve =v!el + ve + ves, (1.7) 


从 而 


DD 原文 使 用 俄 文 字母 。 表示 基 矢 量 . 一 一 译注 
2 此 约定 通常 称 为 爱 因 斯 坦 求 和 约定 , 表示 求 和 而 成 对 出 现 的 角 标 称 为 哑 标 . 一 一 译注 
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与 1, 上, 63 和 上 有关 : 
UL 一 v0, £2, 3, 
v2 = v0, &2, &, t), 
v3 = v3(é!, &2, £3 t). 


在 以 后 的 应 用 中 ; 我 们 建立 以 下 记号 : 带 角 标 . 132; 3; 的 字母 ,vi 表示 速度 矢量 
在 任何 坐标 系 (有 时 也 包括 笛 卡 儿 坐 标 系 ) 中 的 分 量 , 而 字母 wwiiw: 仅 用 于 表示 速 
度 矢量 在 笛 卡 儿 坐标 系 中 的 分 量 , 并 且 wv 表示 v 在 x 轴 的 投影 , v 表示 在 y 轴 的 投 
影 , w 表示 在 z 轴 的 投影 . 在 笛 卡 儿 坐标 系 中 , 介质 点 的 位 置 由 径 矢 > 来 表示 : 


r= 2 十 力士 2， 
而 对 于 速度 w 有 


- 


矢量 的 概念 ， 我 们 已 经 引入 了 某 些 矢量 , 如 速度 w 径 矢 7, 位 移 dr. 究竟 什么 是 矢 
量 ? 矢量 不 是 标量 , 但 与 此 同时 , 矢量 与 标量 都 是 与 坐标 系 的 选取 无 关 

的 不 变 的 对 象 在 定义 矢量 时 经 常 说 , 这 是 被 称 为 矢量 的 分 量 的 3 个 数 , 它们 在 坐标 
系 变换 时 以 确定 的 方式 进行 变换 , 然而 , 这 个 定义 并 不 充分 , 因为 矢量 总 是 在 确定 的 
基 中 给 出 的 , 所 以 在 用 分 量 定义 矢量 时 , 都 应 当 指出 确定 该 矢量 的 基 . 

在 笛 卡 儿 坐标 系 中 , 矢量 的 分 量 与 i, j,k 联系 在 一 起 , 而 在 在 意 的 曲线 坐标 系 
中 , 它们 与 基 矢 量 e; 联系 在 一 起 , 并 且 这 些 基 矢量 在 空间 中 的 每 一 点 都 发 生变 化 . 
所 以 在 曲线 坐标 系 中 , 和 失 量 的 分 量 与 该 矢量 所 在 的 点 密切 相关 , 这 不 同 于 笛 卡 儿 举 
标 系 中 的 情形 . 

例如 , 当 我 们 讨论 速度 矢量 v 的 时 候 , 在 空间 的 每 一 点 都 应 当 考 察 量 v1, v2, v3 
与 基 矢 量 e1, ez, es, 并 用 (1.7) 来 确定 矢量 v, 在 给 定 的 坐标 系 中 , 每 一 个 矢量 都 可 
以 用 类 似 的 方法 通过 基 矢 量 表示 出 来 . 

除了 速度 , 还 要 考虑 连续 介质 点 的 加 速度 a, 它 也 是 矢量 ， 


加 速度 
v i 
a = [CI 一 Q ei) 
式 中 下 三 导电 ,6 3, 吉 为 加 速度 的 分 量 .与 速度 wv 二 样 , 加 速度 a 也 是 对 连续 


介质 单独 的 点 计算 的 . 加 速度 的 定义 与 给 出 运动 规律 (1:2) 的 观察 者 所 用 坐标 系 21， 
2 73 的 选取 有 关 , 坐标 系 zz2; z3 可 以 是 运动 的 : 
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必须 指出 , 仅仅 在 笛 卡 儿 坐标 系 中 才 成 立 关系 式 
1 _ oul 2_ po 3_ Ov 
RH 
它们 在 曲线 坐标 系 中 不 成 立 ， 实 际 上 , 加 速度 矢量 定义 为 速度 矢量 对 时 间 的 导数 ， 
a = (60v/9t)&i, 所 以 在 计算 加 速度 的 分 量 时 必须 注意 , 介质 的 点 随 着 时 间 的 流逝 而 在 
空间 中 移动 , 但 曲线 坐标 系 的 基 矢 量 e; 在 空间 中 不 同 的 点 并 不 相同 . 
在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 还 成 立 公式 
02 02 02 
在 研究 连续 介质 运动 的 时 候 , 求解 运动 规律 这 一 基本 问题 在 许多 情况 下 可 以 替 
换 为 确定 速度 分 量 vi 或 者 加 速度 分 量 ai 对 £1, &2, 83 与 t 的 函数 关系 . 
我 们 特别 强调 , 用 来 研究 连续 介质 运动 的 拉 格 朗 日 观点 是 物理 定律 的 基础 ， 
为 这 些 定律 关系 到 单独 的 物质 点 的 运动 . 


a 
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欧 拉 观 点 的 本 质 现在 假设 我 们 所 关心 的 不 是 连续 介质 单独 点 的 运动 历史 , 而 是 在 
观察 者 的 参考 系 所 描述 的 空间 中 的 给 定 几何 点 在 不 同时 刻 发 生 的 
现象. 我 们 的 注意 力 集中 在 空间 的 给 定点 , 而 经 过 该 空间 点 的 则 是 连续 介质 的 不 同 
的 点 , 这 就 是 用 欧 拉 观点 研究 连续 介质 运动 的 本 质 . 例如 在 研究 河水 的 运动 时 , 可 以 
从 上 游 起 就 跟踪 每 一 滴 河水 的 运动 , 一 直到 入 海口 (这 是 拉 格 朗 日 观点 ), 或 者 只 在 
河上 一 些 确定 的 位 置 观察 水 流 的 变化 , 并 不 沿 整 条 河 去 跟踪 单独 水 滴 的 运动 (这 是 
欧 拉 观 点 ). 
下 拉 变 量 在 实 聊 中 经 常 运用 欧 拉 观点 ， 空 间 的 几何 纶 标 z1,z2,z? 与 时 间 + 称 为 
: 欧 拉 变 量 . 按照 欧 拉 观点 , 如 果 速 度 v, 加 速度 a, 温度 六 及 其 他 我 们 所 
关心 的 量 由 z1, z2, zs 与 t 的 已 知 函数 给 出 , 那么 运动 就 是 已 知 的 . 当 z1, z2, za 固 
定 不 变 而 t 改变 时 , v = v(zl，z2，z3, t), a = a(z!, 22, 23, t), T= T(z!, 12, x3, t) 
等 函数 确定 了 经 过 空间 中 给 定点 的 不 同 物质 点 的 速度 、 加 速度 、 温度 等 随时 间 的 变 
化 . 当 t 固定 不 变 而 z1, z2, za 改变 时 , 这 些 函 数 给 出 了 运动 特征 量 在 给 定时 刻 t 在 
空间 中 的 分 布 . 如 果 z1, z2, za 与 t 都 是 变量 , 这 些 函 数 就 给 出 了 运动 特征 量 在 不 同 
时 刻 在 空间 中 的 分 布 . 
所 以 , 按照 拉 格 朗 日 观点 , 我 们 关心 的 是 连续 介质 中 给 定 的 
人 单独 的 点 的 速度 、 加 速度 、 温 度 和 其 他 量 的 变化 规律 , 而 按 
这 训 的 区 照 欧 拉 观点 , 我 们 关心 的 则 是 在 给 定位 置 上 的 速度 、 加 速度 、 
温度 等 量 . 在 欧 拉 观点 中 , 我 们 选取 空间 中 的 某 个 区 域 , 并 想 
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了 解 经 过 这 个 区 域 的 物质 点 的 所 有 情况 2) . 
显然 , 欧 拉 观 点 与 拉 格 朗 日 观点 在 数学 上 的 区 别 仅仅 在 于 ,前 者 的 变量 是 空间 
点 的 坐标 z5 z?, z3 与 时 间 t, 而 后 者 的 变量 是 用 于 区 分 连续 介质 诸 点 的 参数 6; 62， 


如 与 时 间 七 
从 拉 格 朗 日 杰 量 转换 连续 介质 的 运动 规律 为 


为 欧 拉 变量 zi 一 zi(€!l, £2, €3, £), (2.1) 
式 中 的 自 变量 是 拉 格 朗 日 变量 . 相对 于 上 1, 上 2 ,83 求解, 得 
Ei = €i(z!, x?, 73, t), (2.2) 


即 已 经 转换 为 欧 拉 变 量 ， 对 于 固定 的 z1，z2，z3, 式 (2.2) 给 出 了 在 不 同时 刻 经 过 
该 空间 点 的 连续 介质 的 物质 点 (&1, &?,-&3)， 如果 速度 三 v(€ 二 62 引 才 < 加 速度 
a = al 和 和 63, 四、 温度 了 = 了 (6 和 2， 避 ; 昌 以 及 其 他 物理 量 已 经 用 拉 格 朗 日 观 
点 给 出 , 即 给 出 它们 对 &2, 62, &3 与 t 的 函数 , 则 利用 (2.2) 可 以 把 速度 、 加 速度 、 温 
度 等 量 写 为 欧 拉 变量 z1, z2, zs 与 的 函数 . 所 以 ; 如 果 运 动 按照 拉 格 朗 日 观点 是 已 
知 的 , 需要 用 欧 拉 观 点 来 确定 它 , 则 只 要 相对 于 &1; &2, 3 求解 运动 规律 (2.1); 亦 即 
把 它 写 为 (2.2) 的 形式 . 从 描述 运动 的 拉 格 朗 日 观 点 转换 为 欧 拉 观 点 仅仅 归结 为 求 


解 隐 函 数 
相反 设 速 度 在 空间 中 的 分 布 已 用 哆 拉 观 点 给 出 那么 如 何 求 
窜 上 下 守重 苇 换 为 拉 i 运动 规律 部 如 笨 转 换 为 拉 格 遍 昌 观点 末 描 述 运动 呢 ? 例 


如 , 取 笛 卡 儿 坐标 系 x; vy, z; 设 在 这 个 众 标 系 中 已 知 
= UT, yy 2 t), 1 = (Ds Y, 123.t), w= WT, Yy, &, ‘t): 


速度 的 分 量 w w w 是 当 用 来 区 分 连续 介质 点 的 参数 &1, 6 &3 为 常数 时 相应 坐标 1, 
y, z 对 时 间 t 的 导数 , 所 以 , 如 果 忆 ,ww 由 欧 拉 变量 ， 凡 Z 与 女 的 函数 给 出 , 则 可 
以 把 关系 式 4 


dz dy dz 
a = U(Z, Y;2, t); a 二 (DZ t), 亚 元 20(Z，2 为 t) 


)) 物质 体 、 物 质 面 和 物质 线 是 与 拉 格 朗 日 观点 有 关 的 重要 概念 , 它们 是 指 随 着 连续 介质 一 起 运 
动 的 、 由 同样 一 些 物质 点 组 成 的 几何 体 、 曲 面 和 曲线 , 即 同样 的 随 体 坐 标 集合 所 对 应 的 相应 几何 
对 象 . 后 面 将 利用 对 物质 体 和 物质 面 的 积分 来 表述 研究 连续 介质 运动 的 守恒 定律 其 核心 是 物质 
体积 分 对 时 间 的 求 导 公 式 (8.8). 

相应 地 , 控制 体 和 控制 面 是 与 欧 拉 观点 有 关 的 重要 概念 , 控制 体 是 指 在 空间 中 按照 网 拉 变 量 
所 表述 的 给 定 规律 运动 的 几何 体 , 其 表面 即 为 控制 面 . 后 面 经 常用 到 的 是 静止 的 控制 体 和 控制 面 . 
我 们 甚至 可 以 将 控制 体 定义 为 相对 于 所 用 参考 系 按照 给 定 规律 运动 的 几何 体 , 这 时 物质 体 就 是 控 
制 体 的 一 个 特例 , 因为 物质 体 相对 于 随 体 坐 标 系 是 静 正 的 . 

在 本 书 中 , 俄 文 o6%ex 一 词 被 译 为 几何 体 、 区 域 、 物 质 体 、 控 制 体 或 体积 ( 指 相应 九 何 对 音 
的 大 小 ). 一 一 译注 
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视 为 对 z, y, z 的 3 个 常 微分 方程 所 组 成 的 方程 组 . 由 此 解 出 x, y, z, 它们 是 上 和 3 
个 任意 常数 C1, Cz, Cs 的 函数 . 这 些 常 数 由 zx, y, z 在 某 一 给 定时 刻 如 的 值 确定 , 所 
以 它们 就 是 区 别 连 续 介质 点 的 参数 , 即 拉 格 朗 日 变量 . 于 是 , 求解 这 个 微分 方程 组 得 
到 运动 规律 (2.1), 利用 它 就 可 以 在 所 有 确定 a, 7 等 物理 量 分 布 的 公式 中 完成 从 欧 
拉 变 量 至 拉 格 朗 日 变量 的 转换 . 所 以 当 速 度 场 给 定 后 ,从 欧 拉 变量 到 拉 格 朗 日 变量 
的 转换 一 般 与 求解 常 微分 方程 有 关 . 

显然 , 描述 连续 介质 运动 的 拉 格 朗 日 观点 与 欧 拉 观 点 在 力学 上 互相 等 价 . 


8 3. 标量 场 与 矢量 场 及 其 特性 


标量 场 与 矢量 场 的 定 “ 在 研究 连续 介质 的 运动 时 必须 引入 标量 与 矢量 , 如 温度 工 、 
义 速度 v 等 . 一 般 而 言 , 对 它们 的 研究 可 以 在 不 同 的 坐标 系 中 

进行 , 既 可 以 是 观察 者 的 坐标 系 , 也 可 以 是 与 连续 介质 冻结 
在 一 起 的 坐标 系 . 因此 , 它们 可 能 是 mi，z2，za 或 者 &1, 2，ta 的 函数 ,在 每 个 这 样 
的 伦 标 系 中 都 可 以 选取 某 个 有 限 或 无 限 的 区 域 , 使 该 区 域 中 的 每 个 点 都 对 应 一 个 数 
如 温度 7, 或 者 对 应 一 个 矢量 , 如 速度 w 或 者 , 正如 我 们 以 后 将 看 到 的 , 对 应 其 他 一 
些 更 复杂 的 量 . 

设 在 我 们 所 考察 的 区 域内 的 每 一 点 都 给 出 某 个 量 的 值 , 它们 合 在 一 起 就 称 为 此 

量 的 场 . 如 果 这 个 量 是 标量 , 即 它 的 值 在 给 定点 不 依赖 于 坐标 系 的 选取 , 则 称 之 为 标 
量 场 , 如 温度 场 、 密 度 场 等 就 是 标量 场 . 如 果 这 个 量 是 矢量 , 如 速度 、 加 速度 则 称 之 
为 矢量 场 .速度 在 每 个 坐标 系 zl，z2，z3 中 有 3 个 分 量 v1, v2, ua, 所 以 它 在 给 定点 
和 给 定 坐 标 系 中 由 3 个 数 来 确定 . 因此 , 速度 场 和 其 他 任何 矢量 场 等 价 于 该 矢量 的 
3 个 投影 的 场 . 但是, 尽管 矢量 本 身 不 依赖 于 坐标 系 , 其 投影 却 与 坐标 系 有 关 ， 我 们 
将 以 温度 场 了 与 速度 场 o 为 例 来 研究 标量 场 与 矢量 场 的 一 些 一 般 性 质 

温度 分 布 既 可 用 拉 格 朗 日 观点 给 出 : T(E1，&?， 3, 也 可 用 
对 时 间 的 随 体 导数 与 。 必 所 观 点 给 出 : T(z1，z?，z, 加 .如果 的 分 布 由 拉 格 朗 日 

观点 给 出 , 计算 连续 介质 微 元 的 温度 在 单位 时 间 内 的 变化 就 
很 简单 , 它 等 于 导数 (97/8t)e. 如 果 温度 分 布 由 欧 拉 变 量 给 出 , T(z1,z2,z3, 划 将 
如 何 计算 此 量 呢 ? 显然 , 为 此 应 当先 从 欧 拉 变 量 转换 至 拉 格 朗 日 变量 


T(z', 22, 23, t) = Tz1(€, €2 £3 t), w2(€, €2 €3, £), 3(€Y, €2 £3 £),1], 
再 运用 复合 函数 的 微分 法 则 . 于 是 
oT -= ( 守 ) + 攻 az ,97 (ar oT 
(¥).- Ot J: 人 ae + ( 冯 


式 中 的 导数 9zy8t 9z2/8， 0z3/0t 是 在 &, &2, &3 不 变 时 取 的 , 所 以 它们 分 别 是 速度 


8$3: 标量 场 与 矢量 场 及 其 特性 19 ， 


分 量 v1, v2, v3. 因此 2 
oT 全 oT 十 iT 
Ot: 三 央 Bri 


我 们 指出 , 当 函 数 T(z!，z?，z3, t) 给 定时 ;为 了 计算 (87V8t)e, 并 不 需要 完全 知道 
连续 介质 的 运动 规律 , 只 要 知道 速度 场 v 即 可 . 

导数 (97Vat)e 表示 连续 介质 给 定点 的 温度 在 单位 时 间 内 的 变化 , 称 为 温度 工 对 
时 间 t 的 随 体 导数 , 亦 称 物质 导数 或 全 导数 , 经 常用 记号 dT/dt 表示 . 导数 (8T/8t), 
表示 空间 中 给 定点 z1, z?, z3. 那 里 的 温度 在 单位 时 间 内 的 变化 , 称 为 就 地 导数 或 局 
部 导数 , 用 97V6t 表示 . 在 一 般 情 况 下 , 随 体 导数 dT/dt 不 等 于 就 地 导数 9T/8t, 它 
们 之 间 相 差 一 个 与 介质 微 元 的 运动 有 关 的 量 , 这 个 量 称 为 对 流 导数 . 这 样 ， 


dn ,, 0F :5, OT 
a 一 HK 十 全 Bz 
我 们 以 后 将 更 详细 地 分 析 对 流 导数 的 定义 ; 而 现在 以 温度 场 为 例 介 绍 一 些 概 念 ， 
这 些 概念 对 每 个 标量 场 都 可 以 引入 . 


等 势 面 如 果 温 度 工 由 欧 拉 变量 的 函数 给 出 , 则 在 每 一 给 定时 刻 t 都 可 以 考察 曲面 


T(z, y, z, t) = const, 


它们 称 为 等 势 面 . 对 于 温度 场 , 这 些 曲 面 称 为 等 温 面 . 
方向 导数 在 等 温 面 7 = const 上 取 某 一 点 -M, 并 从 该 点 出 发 取 某 一 方向 ;可 以 研 
究 温 度 T 沿 此 方向 的 变化 . 我 们 用 s 表示 这 个 方向 . 极限 
AT O97 
Aszo As 一 Bs 
称 为 了 沿 方向 s 的 导数 . 显然 ; 车 s = si, 式 中 si 的 方向 平行 于 等 温 面 了 = const 
在 点 M 的 切 平面, 则 


A 
Os1 加 


因为 AT 等 于 ZT 一 也, = const 和 Ts = const 是 相 邻 等 温 面 方程 ; 并 且 对 于 给 定 
的 AT 有 公式 An = Ascos a (参见 图 4), 所 以 

外 红 
Os On C 
式 中 897T/Bn 为 沿 等 温 面 T= const; 的 法 线 方向 mw 的 导数 , a 为 n 与 s 之 间 的 夹 角 . 
显然 , 导数 97V86s 在 法 线 方向 n ( 当 a = 0 时 ) 达到 最 大 值 . 


0. 


cos a, (3.1) 


0 等 式 右 侧 第 二 项 其 实 表示 速度 矢量 与 温度 梯度 矢量 的 标 积 ( 见 下 文 ), 式 中 对 i 求 和 , 即 认为 
67T/9z' 中 的 角 标 对 此 表达 式 整 体 而 言 相当 于 王 标 (原因 见 后 文 )} 从 而 满足 求 和 约定 : 一 二 译注 
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图 4， 等 温 面 与 温度 梯度 矢量 


梯度 矢量 ”考虑 沿 法 线 方向 n 且 与 了 增加 的 方向 一 致 、 长 度 为 9T/Bn 的 矢量 . 该 
矢量 称 为 标量 函数 (这 里 是 温度 ) 的 梯度 矢量 , 用 grad7 表示 10: 
oT 
gradT = a 
式 中 m0 为 沿 法 线 方向 m 且 与 7 增加 的 方向 一 致 的 单位 矢量 ， 显然 , 在 等 温 面 
7 = const 分 布 较 密集 的 地 方 , grad7 的 绝对 值 也 较 大 . 根据 (3.1), 温度 梯度 矢量 在 
任何 方向 s 的 投影 就 是 温度 沿 该 方向 的 导数 


(gradT), = 守 . 
例如 , 梯度 矢量 在 举 标 轴 21, 22, 2 了 
(gradT)st = 到 
而 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 
gradT = 5 it i+ 


我 们 指出 , 67Vaz, 67/6w 9T/6z 可 以 视 为 矢量 的 分 量 , 因为 2 
dT 一 de 十 dy 十 dz 
是 不 变量 , 而 dz, dy, dz 是 矢量 dr 的 分 量 . 


对 流 导数 ”我们 把 表达 式 vi97/6z; 称 为 温度 对 时 间 的 对 流 导数 . 利用 温度 梯度 矢 
量 与 标 积 的 概念 , 可 以 把 该 表达 式 写 为 男 一 种 形式 3) : 


iOT _ 
v 5 三 Vv: grad7 了 . 
D) gradT 有 时 也 记 为 VT. 一 一 译注 
2) 相关 解释 见 84. 一 一 译注 
3 矢量 a 与 5 的 标 积 通过 分 量 可 表示 为 a.b = aib; = aibi, 角 标的 写法 与 含义 见 $4. 一 一 译注 
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导数 总 是 理解 为 函数 增 量 与 自 变量 增 量 的 比值 在 后 者 趋 于 零 时 的 极限 ; 在 对 流 导 数 
的 定义 中 , 函数 的 增 量 是 什么 呢 ? 
我 们 把 温度 的 对 流 导数 写 为 vAt. Erad7/AE 显然 ， 


vAt 等 于 位 移 As ( 见 图 5), 于 是 8 
OT _ 1 As:gradT _ |. (gradT),As ree 
? Gri Atwo At AtS0 At 4 BradT 
As “AT 


T0608 A At Atoo Ab 
式 中 AT 为 连续 介质 微 元 在 时 间 At 内 仅仅 因为 在 空间 
分 布 不 均匀 的 温度 场 中 以 速度 vw 从 空间 中 的 一 点 运动 5. 用 于 对 流 导 数 的 概念 
至 另 一 点 (从 图 5 中 的 点 4 至 点 B) 而 导致 的 温度 增 量 : 
在 一 般 情况 下 , 因为 温度 在 点 4 与 点 BB 的 值 不 同 ; 所 以 对 流 导数 不 等 于 零 : 对 
流 导 数 在 以 下 情形 中 等 于 零 : 或 者 不 存在 运动 ;或 者 温度 没有 梯度 ; 即 温度 在 该 时 刻 
在 空间 每 一 点 都 相同 (这 样 的 场 称 为 均匀 场 ), 或 者 在 t = const 时 运动 是 沿 着 等 温 面 
T(z，y，z, t) = const 进行 的 . 
当 速 度 由 欧 拉 观点 给 出 时 ; 加 速度 分 量 的 计算 规则 与 对 时 间 
加 下 度 分量 在 第 大 代 “ 的 随 体 导 数 ， 就 地 导数 与 对 流 导 数 这 些 概念 密切 相关 ; 在 种 
卡 儿 坐标 系 中 , 设 速度 分 量 1, 局 ,v3 是 欧 拉 变 量 的 函数 , 那 
么 如 何 计算 加 速度 的 分 量 呢 ? 加 速度 是 对 连续 介质 的 点 定义 的 , 所 以 加 速度 的 分 量 
就 是 速度 的 相应 分 量 对 时 间 的 随 体 导数 , 即 


(全 du (器 ) Ou Ou Ou 
ar = | sr 二 一 三 | 二 1 十 -十 VE 和 了 二 


Ot).: “dt 所 O07 ~ Oy Oz 
/Wt 4 dd 硬 闵 汪 基 | 
Qz 一 人 2 4 
”NB dd \O:™ or OF 2 


需要 注意 的 是 , 这 些 公式 仅 在 箔 卡 儿 坐标 系 中 ( 当 所 有 e; 都 与 坐标 和 时 间 无 关 时 ) 
才 成 立 . 
_ ”如 果 由 欧 拉 观点 给 出 的 所 有 表征 各 种 过 程 与 运动 的 量 只 依赖 
定常 运动 与 非 定常 运 于 zl, z2, za 而 不 显 式 地 依赖 于 时 间 上 这 些 过 程 与 运动 就 称 
为 定常 的 ， 所 以 , 所 有 表征 定常 过 程 和 定常 运动 的 量 对 时 间 
的 局 部 导数 等 于 零 , 即 
条.i ao in 
ot ” ot ” Ot ” Qt 
比如 , 车 工 = T(zlz2,z3),， 则 温度 场 定 常 ; 若 了 = T(z1,z?, 7z3,t), 它 就 是 非 定 
常 的 . 在 定常 运动 的 情形 下 , 温度 :速度 b 与 其 他 量 在 空间 z1, z?,w3 中 的 分 布 在 
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不 同时 刻 是 相同 的 ; 而 对 于 非 定常 运动 , 这 些 分 布 在 不 同时 刻 则 是 不 同 的 . 定常 运动 
的 概念 对 于 应 用 非常 重要 . 首先 , 许多 实际 过 到 的 流动 就 是 定常 的 ; 其 次 , 用 欧 拉 观 
点 研究 这 样 的 运动 较为 简单 , 因为 这 时 独立 变量 的 数目 减少 了 1 个 (不 含 时 间 ). 

我 们 指出 , 同样 一 种 运动 既 可 以 是 定常 的 , 也 可 以 是 非 定 常 的 , 这 取决 于 如 何 选 
择 用 来 研究 运动 的 坐标 系 . 例如 当 轮 船 匀速 航行 时 , 船 后 出 现 的 波浪 运动 对 船上 与 船 
一 起 运动 的 观察 者 而 言 是 定常 的 , 对 岸上 的 观察 者 而 言 则 是 非 定 常 的 . 定常 运动 是 
一 个 相对 的 概念 . 

注意 上 述 两 个 观察 者 是 在 各 自 的 、 但 相同 的 坐标 系 中 研究 运动 , 相应 运动 或 者 
是 相对 于 岸 的 绝对 运动 , 或 者 是 相对 于 轮船 的 相对 运动 . 
矢量 线 . 流 线 对 于 任何 矢量 场 , 例如 速度 w 加 速度 a, 温度 梯度 grad7 等 场 , 都 
可 以 引入 矢量 线 , 现在 研究 这 一 概念 . 为 确定 起 见 , 我 们 以 速度 场 的 
矢量 线 为 例 来 阐明 其 含义 . 速度 场 的 矢量 线 称 为 流 线 . 

我 们 知道 , 为 了 给 出 场 v, 需要 在 每 一 时 刻 t 在 空间 每 一 点 zl1, z2, z3 给 出 矢量 


v= vei= wel+v es + ves, 


式 中 vi(z!，z?，z3, t) 为 速度 在 基 e; 中 的 分 量 . 给 出 速度 是 一 个 很 强 的 要 求 , 可 以 
把 它 稍微 减弱 一 些 , 比如, 可 以 要 求 并 非 在 所 有 时 刻 t, 而 只 是 在 某 一 确定 的 时 刻 如 
才 给 出 v. 还 可 以 进一步 要 求 , 在 该 时 刻 如 在 空间 的 每 个 点 z1, z2, za 仅仅 给 出 速 
度 矢量 的 方向 , 但 不 考虑 其 大 小 . 显然 , 为 了 满足 这 个 要 求 , 应 当 画 出 这 样 一 族 曲线 ， 
它们 在 空间 中 每 一 点 的 切线 方向 与 这 一 点 在 该 时 刻 to 的 速度 矢量 v 的 方向 一 致 . 对 
于 速度 场 , 这 样 的 曲线 称 为 流 线 , 而 对 于 任意 的 矢量 场 , 它们 称 为 矢量 线 , 

对 于 任何 速度 场 v 都 可 以 画 出 流 线 . 流 线 一 经 画 出 , 即 可 知道 速度 矢量 v 在 每 
一 点 的 方向 . 在 实际 应 用 中 常常 有 必要 知道 流 线 , 它们 可 以 通过 实验 来 确定 , 而 这 就 
关系 到 流动 显示 方法 的 发 明 . 例如 , 为 了 用 实验 方法 确定 流 线 , 人 们 通过 在 流体 中 加 
入 可 以 悬浮 的 特殊 粉末 , 在 液体 内 部 制造 小 气泡 等 手段 , 利用 高 速 摄影 把 流动 拍摄 
下 来 . 那些 与 流体 一 起 运动 的 微粒 会 在 照片 上 形成 短线 ， 这些 短线 就 基本 上 复原 了 
流 线 的 图 案 . 很 容易 观察 磁场 的 矢量 线 , 只 要 把 细 铁 屑 倒 在 纸 上 , 并 在 纸 下 放 一 块 磁 
铁 即 可 . 我 们 还 能 看 到 机 可 绕 流 的 流 线 , 这 时 要 把 细 丝 粘 在 机 翼 上 , 然后 在 风 洞 中 或 
者 直接 在 飞行 时 拍摄 绕 流 的 图 片 . 

怎么 用 解析 方法 求 流 线 呢 ? 为 此 必须 提出 用 来 确定 流 线 的 数学 问题 . 沿 
流 线 方 程 - 流 线 取 微 元 
dr = dziei = dzlel + dx?e2 十 dz3es, 


它 与 速度 矢量 


v= viei=vlelt+vyes + ves 


互相 平行 的 条 件 为 dr = vdX, 其 中 d 是 一 个 标量 参数 . 在 每 条 流 线 .2 上 , 这 个 参 
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数 可 以 看 作 是 某 个 函数 入 (s, . 乡 ) 的 微分 , 其 中 :s 是 沿 流 线 的 弧 长 . 对 于 各 分 量 , 得 


den) 起 
TT 


或 
= vi(z!, Z2， T3， t), 4 一 1, p 贷 - (3.2) 


这 就 是 流 线 的 微分 方程 . 它们 有 别 于 确定 连续 介质 点 的 运动 规律 或 者 运动 轨迹 的 微 
分 方程 , 后 者 显然 是 


> 
=,vi(g!, £2, x3,. t), (3.3) 


方程 (3.3) 的 左右 两 侧 都 包含 时 间 ,而 方程 (3.2) 中 的 导数 是 对 入 取 的 , 方程 
的 右 侧 则 与 二 有 关 . 在 求解 (3.2) 时 , 应 当 把 + 视 为 不 变 的 参数 ; 而 方程 (3.3) 中 的 t 
则 必须 认为 是 变量 . 

因此 , 流 线 与 轨迹 一 般 不 重合 . 流 线 族 zi = zi(e!, ce2, 63,， 和, #) 与 时 间 有 关 ; 在 
不 同时 刻 是 不 同 的 . 然而 , 参数 t 仅 在 非 定常 运动 时 才 出 现 于 (3.2) 与 (3.3) 的 右 侧 . 
在 定常 运动 的 情况 下 , 方程 (3:2) 与 (3.3) 之 间 的 差别 消失 了 ,因为 其 差别 仅仅 在 于 
进行 微分 运算 时 所 用 的 字母 不 同 , 而 这 是 无 关 紧 要 的 . 因此 , 在 定常 运动 中 流 线 与 轨 


迹 重 合 . 
我 们 来 分 析 风 个 例子 . 大 刚 体内 每 二 条 线段 在 运动 过 程 宙 都 保 
流 线 与 轨迹 的 例子 ” 持 同 自身 平行 , 则 这 样 的 运动 称 为 刚体 的 平 动 , 在 平 动 过 程 中 ， 
刚体 所 有 点 的 速度 在 给 定时 刻 的 大 小 与 方向 均 相同 . 因此 , 这 时 的 流 线 总 是 直线 . 而 
轨迹 呢 ? 刚体 的 平 动 可 以 沿 任何 轨迹 进行 , 包括 圆周 ( 见 
图 6) 所 以 在 刚体 平 动 的 一 般 情 形 中 , 流 线 与 轨迹 不 重合 . 
当 刚体 任意 运动 时 , 流 线 是 螺旋 线 , 而 轨迹 可 以 是 任意 的 
是 否 存在 这 样 的 非 定常 运动 , 其 中 的 流 线 仍然 与 轨迹 
重合 呢 ? 例如 , 考虑 刚体 的 变速 直线 运动 ,这 时 流 线 与 轨 
迹 都 是 直线 , 而 运动 本 身 当然 是 非 定常 的 ， 类 似 地 , 当 刚 
体 绕 不 动 轴 作 变 角 速度 旋转 时 , 流 线 也 与 轨迹 重合 . 在 一 
般 情况 下 , 流 线 与 轨迹 重合 的 现象 出 现 于 这 样 的 非 定常 运 
动 中 , 此 时 在 空间 中 的 给 定点 ; 速度 的 大 小 随时 间 而 变化 ， 
但 其 方向 不 变 . 因此 , 对 于 场 v(zl; x?, 7z3) 与 v1 = f(z!, z2; 23， t) vr 流 
线 与 轨迹 重合 , 式 中 f(z1,z2, 3, 4) 是 其 自 变量 的 标量 函数 
沪 线 的 在 在 性 。 流 线 的 微分 方程 (3.2) 可 以 写 为 
da ee 
drt wi” ‘dv! wl! 


可 以 对 之 提出 柯 西 问题 , 即 在 作为 常数 的 参数 ;的 值 给 定 后 ; 求 这 样 的 解 zz2(z1)， 


图 6. 刚体 沿 圆周 平 动 
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23(z1), 它们 在 给 定点 zl = 2 取 给 定 值 z2 = zi, z3 = za. 换言之 , 应 当 经 过 坐标 为 
2 za 73 的 给 定点 引 方 程 组 (3.4) 的 积分 曲线 我 们 从 微分 方程 的 一 般 理 论 
知道 , 如 果 在 某 一 区 域 V 中 , 方程 (3.4) 的 右 侧 是 单 值 连续 函数 , 它们 对 变量 zl, z?， 
z3 的 一 阶 导数 亦 连 续 , 则 柯 西 问题 在 区 域 V 内 存在 唯一 解 (此 定理 在 某 些 更 一 般 的 
假设 下 也 成 立 )， 因 此 , 在 非常 一 般 的 限制 下 , 经 过 运动 的 连续 介质 所 在 的 给 定 空 间 

的 每 一 点 能 且 仅 能 引 一 条 流 线 . 

| 奇 点 . 临界 点 保证 柯 西 问题 有 唯一 解 的 条 件 在 速度 场 的 个 别 点 可 能 不 满足 . 柯 西 
”问题 解 的 唯一 性 会 在 这 些 特殊 的 点 遭 到 破坏 , 流 线 则 会 在 这 些 点 相 
交 或 分 岔 . 例如 , 在 速度 的 所 有 分 量 都 等 于 零 或 无 穷 大 的 点 , 方程 (3.4) 的 右 侧 不 确 
定 , 这 些 点 是 流 线 的 微分 方程 的 奇 点 . 柯 西 问题 解 的 唯一 性 定理 在 这 些 点 可 能 不 成 
立 . 相应 奇 点 的 类 型 可 以 是 中 心 、 鞍 点 、 焦 点、 结 点 , 还 可 能 更 为 复杂 . 

流 线 的 微分 方程 (3.4) 的 奇 点 称 为 临界 点 . 重要 的 例子 是 流动 中 速度 值 等 于 零 
的 临界 点 或 临界 线 . 在 图 7 中 画 出 了 两 股 相 向 运动 的 轴 对 称 液体 射流 发 生 碰 接 而 形 
成 的 流动 在 子午 面 上 的 流 线 示意 图 ， 在 射流 互相 作用 区 域 中 心 的 某 点 4 出 现 临 界 
点 , 在 该 点 速度 为 零 , 流 线 发 生 交 又 和 分 兮 . 
流 面 . 矢量 面 经 过 任意 曲线 C 上 的 每 一 点 都 可 以 引流 线 ， 并 且 如 果 C 不 是 流 线 ， 
所 引流 线 就 形成 一 个 曲面 , 曲面 上 每 一 点 的 速度 都 位 于 其 切 平面 内 . 
这 样 的 曲面 称 为 流 面 , 而 在 任意 矢量 场 中 用 类 似 方法 作出 的 曲面 则 称 为 矢量 面 . 怎 
样 求 流 面 方程 Flzl，z2，z3) = const 呢 ? 显然 , 沿 曲面 f(z1，z?， 23) = const 法 线 方 
向 的 grady 垂直 于 矢量 w, 所 以 


grad f .v= 0, 


即 
“起 +? 下 + 一 0. (3.5) 
我 们 得 到 了 用 于 确定 函数 f(z,y,z) 的 偏 微 分 
方程 
作 流 面 的 上 述 方法 指出 了 求解 型 如 (3.5) 
全 及 和 正和 克 全 总 体 的 加 度 为 入 流 ”的 偏 徽 分 方程 的 一 种 方法 , 它 归结 为 求 经 过 曲 
线 C 的 一 族 流 线 , 即 求解 常 微分 方程 组 (这 些 
常 微分 方程 的 解 在 一 般 情况 下 称 为 偏 微分 方程 (3.5) 的 特征 线 ). 显然, 只 有 在 曲线 C 
本 身 不 是 流 线 ( 即 特征 线 ) 的 时 候 才 能 用 这 种 方法 构造 出 唯一 的 解 
流 管 . 矢量 管 ”如 果 曲 线 C 是 封闭 的 , 则 经 过 该 曲线 的 点 引出 的 流 线 组 成 流 管 .在 
任意 矢量 场 中 用 类 似 方法 构造 出 的 管状 曲面 称 为 矢量 管 
我 们 在 前 面 讨论 了 温度 7 的 梯度 矢量 . 有 一 个 问题 是 : 难道 不 能 把 
速度 矢量 "表示 为 某 标量 函数 p(z, y，z, 4) 的 梯度 的 形式 吗 ? 如 果 


位 势 场 . 势 流 
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存在 这 样 的 函数 yp(z, yz, t), 使 
Op Op Op 
es = 
则 速度 场 v 称 为 位 势 场 , 函数 -yp 称 为 速度 势 , 而 相应 的 流动 称 为 势 流 . 类 似 地 , 任意 
矢量 场 4(z，y，z, t) 是 位 势 场 ;如 果 存 在 这 样 的 函数 十 (zz, ), 使 

A = grad®(z, y, z, t). 


根据 梯度 矢量 的 性 质 , 势 流 的 速度 v 垂直 于 等 势 面 p = const, 并 且 在 等 势 面 分 布 较 
密集 的 地 方 取 值 较 大 ; 速度 v 在 任何 方向 s 的 投影 等 于 速度 势 p 沿 该 方向 的 导数 ， 
vs = Op/Os. 


速度 势 存 在 的 充分 必 
要 条 件 
如 果 流 动 是 势 流 , 则 (3.6) 是 函数 yp (对 坐标 z, y, z) 的 全 微分 . 实际 上 ， 


udz + vdy + wdz = Sedz 十 六 十 ed 
逆 命 题 也 成 立 : 如 果 表 达 式 (3.6) 是 全 微分 ; 则 流动 是 势 流 : 我 们 知道 , 为 了 使 (3.6) 
是 全 微分 , 应 当成 立 等 式 
Ou ob NW bu bu Ow 
肝病 妈 ;本 


vu 


组 成 表达 式 
- udz + vdy 十 20dz. (3.6) 


dz = dy. 


Gz Or’ .0 Oy 
这 就 是 势 流 的 充分 必要 条 件 . 以 后 我 们 将 看 到 势 流 具 有 重要 价值 ; 而 现在 先 讨论 势 流 


的 某 些 例 子 . 
以 常 速度 uo 沿 > 轴 的 平 动 是 势 流 的 一 个 例子 , 这 时 w= wo, v = w = 0, 而 速 


平 动 度 势 yp = woz + const, 因为 
Op _ 0p Top 
Or 0 i, 


由 此 容易 得 出 两 个 明显 的 结论 ; 第 一 ; 势 函 数 只 能 确定 到 相差 一 个 相对 于 坐标 的 常 
数 ; 第 二 ; 任何 平 动 都 是 有 势 的 :其实 ;在 平 动 的 一 般 情 况 下 ,w= wo, 5 三 wo 全 三 坑 ;; 
p= 二 Woz 十 voy 十 WozZ 十 OC, 并 且 wo, vo, wo 与 C 可 以 是 上 的 函数 

我 们 指出 , 势 流 比 非 势 流 更 容易 研究 ; 因为 有 势 运动 决定 于 1 个 函数 p(x; 久 z,1); 
而 二 般 形式 的 运动 则 决定 于 ;3 个 函数 WH( 久 名 2( 太 家 各 有 ,v3(z, 久之 ;. 
空间 中 的 点 源 与 点 汇 再 考虑 二 个 在 后 文中 很 重要 的 势 流 的 例子 . 令 


ee (3.7) 


式 中 三 VB? 十 奶 十 加 ;Qi 二 c6nst 或 如 二 Q(t) 显然 ;这 时 等 势 面 汶 = const 是 曲 
面 7 = const, 即 球 心 在 坐标 原点 的 同心 球面 . 速度 v = grady 沿 径 向 垂直 于 这 些 球 
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图 8， 空 间 点 源 与 点 汇流 动 (p= -Q/4rr) 


面 ,而 流 线 是 从 坐标 原点 出 发 的 射线 . 设 @ > 0, 那么 , 因为 gradiy 指向 p 增加 的 广 
向 , 所 以 速度 。 与 径 矢 的 方向 一 致 如 果 Q < 0, 则 ' 指向 _r 的 方向 (图 9) 
速度 的 大 小 等 于 
(emdpjrl=| 吕 |= 4 


它 在 7 一 co 时 趋 于 零 , 在 7 一 0 时 趋 于 无 穷 大 . 零点 与 无 穷 远 点 是 临界 点 . 当 Q@ > 0 
时 流体 从 坐标 原点 流向 所 有 方向 , 这 种 流动 称 为 空间 点 源 ， 当 @ < 0 时 流体 流入 坐 
标 原点 , 这 种 流动 称 为 空间 点 汇 . 前 者 是 位 于 无 穷 远 点 的 点 汇 , 后 者 是 位 于 无 穷 远 点 
的 点 源 . 

我 们 来 计算 单位 时 间 内 流 过 半径 为 7、 球 心 位 于 坐标 原点 的 球面 5 的 流体 的 体 
积 . 单位 时 间 内 流 过 球面 微 元 do 的 流体 的 体积 为 vdo, 而 流 过 整个 球面 的 流体 的 体 


积 为 

vdo =w | do = 4rr2v=Q 
Mm! 
(在 球面 上 vw = const, 所 以 v 可 以 放 在 积分 号 外 ). 我 们 指出 , 这 些 等 式 在 v = v(7) 
且 %w 垂直 于 球面 5 时 总 是 成 立 的 . 由 (3.7) 计算 出 的 流体 体积 与 > 无 关 , 因此 , 尽管 
在 球 心 位 于 坐标 原点 但 半径 各 异 的 不 同 球面 上 的 速度 各 不 相同 , 但 在 速度 势 y 的 公 
式 (3.7) 中 , 常数 @ 却 是 单位 时 间 内 流 过 每 个 这 样 的 球面 的 流体 体积 . Q 称 为 点 源 
(点 汇 ) 的 流量 或 强度 . 

如 果 @ = const, 则 点 源 (点 汇 ) 具有 不 变 的 强度 ; 如 果 Q = Q(t), 其 强度 就 是 
变化 的 . 如 果 @ 在 某 个 时 刻 在 坐标 原点 发 生变 化 , 则 整个 空间 中 的 流 场 在 瞬间 都 会 
改变 . 8 发 生变 化 这 一 信号 立刻 在 整个 空间 中 都 表现 出 来 , 这 在 实际 上 当然 是 不 可 
能 的 , 扰动 应 当 以 某 个 有 限 的 速度 传播 . 因此 , 我 们 所 讨论 的 速度 场 属于 一 定 的 理想 
化 情形 , 它 仅仅 在 研究 扰动 能 够 高 速 传播 的 流体 的 运动 时 才能 很 好 地 反映 实际 情况 . 
例如 , 在 许多 情况 下 可 以 认为 水 就 是 这 样 的 流体 , 因为 弱 扰 动 在 水 中 的 传播 速度 等 于 
1450 ms-1. 


§4 张 量 分 析 初 步 “ 27. 


84. 张 量 分 析 初 步 


表征 连续 介质 运动 的 许多 量具 有 张 量 的 本 质 ; 所 以 我 们 来 讨论 张 量 分 析 的 基础 
知识 . 我 们 指出 , 标量 和 矢量 也 是 张 量 , 只 不 过 是 最 简单 的 张 量 ; 仅 用 矢量 和 标量 来 
描述 连续 介质 的 运动 是 不 够 的 . 

坐标 系 建立 了 数 与 空间 点 之 间 的 对 应 关系 ;经 过 空间 的 每 个 点 有 3 条 坐标 线 , 它 
们 可 以 是 随 体 坐标 系 的 坐标 线 &1, 62, 63, 或 者 是 观察 者 所 用 参考 系 的 坐标 线 zl1，z2， 
z3, 还 可 以 是 其 他 某 个 坐标 系 的 坐标 线 . 所 以 在 本 节 中 , 我 们 用 字母 61, C2, C3 或 m1 
72, 73 来 表示 坐标 系 . 

坐标 系 是 由 研究 者 引入 的 , 其 选择 只 取决 于 研究 者 而 不 取决 于 被 研究 的 现象 . 运 
动 定律 中 可 以 有 坐标 出 现 , 但 是 这 些 定律 本 身 不 应 当 取 决 于 坐标 系 的 选取 , 它们 相 
对 于 坐标 系 的 选取 应 当 是 不 变 的 . 这 就 是 对 这 些 定律 的 数学 表述 的 众所周知 的 限制 . 
坐标 变换 我 们 来 讨论 坐标 变换 理论 中 一 些 必 须 的 概念 . 设 与 坐标 系 C1, C2, C3 一 
起 还 有 坐标 系 四 , 72, 93, 并 且 既 可 以 利用 坐标 系 C1, 62, C3, 也 可 以 利用 
坐标 系 71, 72, 73 来 研究 运动 的 定律 . 设 这 两 个 坐标 系 之 间 的 对 应 关系 为 


6 = (7, )， (4.1) 
该 对 应 关系 称 为 坐标 变换 . 我 们 将 讨论 连续 的 互 为 单 值 映射 的 坐标 变换 , 这 些 变换 组 
成 群 . 我 们 来 寻找 相对 于 互 为 单 值 映射 的 连续 变换 群 不 变 的 关系 式 . 由 (4.1), 有 
bcl Qc! Qcl 


4 一 rd i Bi tad, 
0 
de? = 3 dm + ae + dn (4.2) 
OC3 0 
de = gran + Ba 十 Sa ， 
或 者 
上 dm (4.3) 


式 中 对 7 从 1 到 3 求 和 , i 取 值 1, 2, 3, 并 且 以 后 都 将 这 样 理解 而 不 再 说 明 . 

这 样 , 在 每 个 给 定点 附近 , 坐标 增 量 dci 与 dy; 都 是 有 关联 的 . 导数 8Ci/B81i 是 
点 的 函数 , 它们 在 给 定 的 点 是 不 变 的 , 所 以 (4.2) 是 在 给 定点 的 坐标 增 量 dci 与 dm 
之 间 的 线性 关系 式 . 引入 记号 

约定 
Bm 一 Qi 
(以 后 将 得 出 , 角 标 位 置 在 上 边 或 下 边 及 其 书写 顺序 都 非常 重要 ). 量 ai ;组 成 矩阵 


(ai;)=4 
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式 中 第 一 个 角 标 i 对 应 矩阵 的 行 , 第 二 个 角 标 ; 对 应 矩阵 的 列 . 上 述 变 换 在 一 般 情 
况 下 互 为 单 值 映 射 , 由 这 一 性 质 可 知 , 变换 的 雅 可 比 行列 式 ( 即 矩 阵 (ai ; ) 的 行列 式 ) 
不 等 于 零 , 于 是 A = |ai ;| 关 0. 因为 A 关 0, 所 以 线性 关系 式 (4.2) 可 以 相对 于 dy 
求解 , 与 (4.2) 同时 可 以 写 出 公式 


d7: = tt (4.4) 
引入 矩阵 
B= (b';), 
式 中 
b= Om 
j= BF 


矩阵 A 和 太 分 别 是 对 正 变换 和 逆 变 换 引入 的 , 它们 互 为 逆 短 阵 , 即 其 乘积 等 于 单位 
矩阵 . 实际 上 ， 
A B= (6) (i) = (aijh), 


而 因为 C1, C2, 63 和 人 1, 72, 93 都 是 独立 的 坐标 , 所 以 


i - 臣 茵 = 路 = 位 4 一 大 ， 
“了 DTDCk OCck 0, tA Ek: 
以 后 将 使 用 克 罗 内 克 符 号 
NM 1, i=k 
M(E', ¢°, 5) d={ i 
0, i@#k. 
我 们 有 


6 5 


1 0 0 
A:B=(%)=|0 10|=E, 
图 9， 基 矢量 el, es, es 001 
式 中 五 为 单位 矩阵 . 显然 , 对 于 和 矩阵 B 的 行列 式 , 我 们 有 等 式 
区 让 = 元. 

以 上 讨论 是 对 三 维 空间 进行 的 , 但 它们 对 任何 n 维 空间 都 成 立 , 包括 连续 介质 
力学 还 涉及 的 一 维 、 二 维 与 四 维 空间 . 

我 们 指出 , 上 述 讨 论 并 不 要 求 引入 空间 的 度 规 . 空间 C1, C2, C3 可 以 是 非 度 规 空 
间 , 或 者 具有 非常 复杂 的 度 规 . : 
基 矢 量 考虑 到 令 述 的 完整 性 , 也 为 了 强调 所 采用 的 观点 , 现在 我 们 重复 讨论 引入 

”” 基 矢 量 e1, ez, es 的 问题 . 在 坐标 系 C1, (2, C3 中 考虑 坐标 为 C1, C2, C3 的 
点 M 和 与 之 无 限 邻近 的 坐标 为 61 + d61，62 + d62，63 + d63 的 点 M' (图 9). 引入 
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一 个 新 的 对 象 
dr = MM,, 


即 无 限 邻 近 的 按 一 定 顺序 选取 的 2 个 点 (具有 顺序 的 2 个 点 ) M 与 M', 并 在 图 中 用 
箭头 表示 该 对 象 MM, 它 只 决定 于 点 M 与 M' 的 坐标 . 与 dr 一 起 再 引入 另 一 个 对 
象 

kdr, (4.5) 


式 中 为 某 个 数 . 如 果 此 >.0; 则 对 和 象 kdr 的 方向 与 dr 相同 ;如果 <,0, 其 方向 则 
与 dr 相反 . 从 点 M 引 坐 标 线 , 并 考虑 坐标 线 上 的 点 Ni, N2, Na, 它们 分 别 只 对 应 
dl!, d62 dC3 中 的 一 个 坐标 增 量 : 类 似 于 对 象 .dr, 再 引入 对 象 MN1, MN2, MNs, 或 
者 按照 (4.5), 取 请 =1/dG 引入 对 象 
or 
Be 
我 们 称 之 为 基 矢 量 , 其 方向 与 坐标 线 的 切线 一 致 . 
在 一 般 情况 下 , dr 的 方向 是 任意 的 . 根据 定义 , 可 以 写 出 


dr = dcliel 十 dc2e + dC*es. 
量 dc1, de?, dC3 称 为 dr 的 分 量 . 显然 , 坐标 系 C1, 62, C3 的 基 矢 量 el, ez, es 在 该 从 
标 系 中 的 分 量 总 分 别 是 (1, 0, 0); (0, 1, 0), (0;0, 1). 基 矢 量 既 可 以 在 坐标 系 .C1, ¢2, 
C3 中 引入 , 也 可 以 在 坐标 系 四, ?2, 93 中 引入 , 但 同一 点 的 基 矢 量 在 不 同 坐 标 系 中 并 
不 相同 . 我 们 把 坐标 系 m1, 72, 73 的 基 矢 量 表示 为 ei, es, es, 在 该 坐标 系 中 有 
dr 三 de 


显然 ,dr 的 分 量 和 基 矢量 e, 都 与 从 标 系 的 选取 有 关 
我 们 可 以 把 新 举 标 系 中 zP, ie 的 基 矢量 ef 用 旧 举 标 系 (1 
从 标 系 变换 时 基 矢 量 。。(， 的 基 拓 量 e 表示 出 来, 现在 推导 其 公式 . 我 们 有 


@€i. 


dr = de’ = dC’e; = 入 re 


由 此 得 ; 
er= ei 入 = ela ; (4.6) 
对 于 dr 的 分 量 , 根据 (4.4), 有 关系 式 
dr = bi ydei. (4.7) 


我 们 指出 , 基 矢 量 e; 利用 矩阵 4 按照 (4.6) 进行 变换 , 而 dr 的 分 量 则 利用 矩阵 4 
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的 逆 矩 阵 B 按照 (4.7) 进行 变换 (必须 注意 (4.6) 与 (4.7) 中 角 标 的 位 置 ). 
A ee 人 
dr 相对 于 坐标 变换 的 我 们 强调 , 对 象 dr 相对 于 坐标 变换 是 不 变 的 : 


不 变性 dr = dme’ = ;dCia’,es = diei 
因为 


poy ={ 0 
0, is 


当 从 一 个 坐标 系 变换 到 另 一 个 坐标 系 时 , dr 通过 相应 坐标 系 的 基 矢 量 与 分 量 的 表达 

式 不 发 生变 化 , 该 表达 式 相对 于 坐标 系 变换 是 不 变 的 . 

协 变量 与 逆 变 量 类 似 于 基 矢 量 e; 按照 (4.6) 进行 变换 的 量 称 为 协 变 的 ， 而 类 似 于 
dr 的 分 量 按照 (4.7) 进行 变换 的 量 称 为 逆 变 的 . 应当 强调 , 协 变 

的 量 与 逆 变 的 量 , 其 变换 是 互 逆 的 . 


矢量 的 定义 现在 可 以 按照 dr 的 方式 引入 对 象 4, 它 通 过 基 矢 量 表示 为 : 


A= 4iei 
并 且 其 分 量 hi 在 坐标 变换 时 像 dr 的 分 量 那样 变换 : 
A" = ;AT. 
像 dr 那样 相对 于 坐标 变换 不 变 的 对 象 4 称 为 矢量 1) : 
A= Aie, = 4'ie!. (4.8) 


矢量 的 分 量 4i 的 变换 与 基 矢 量 e; 的 变换 是 互 逆 的 , 这 保证 了 矢量 4 的 不 变 
性 . 基 矢 量 是 每 个 矢量 的 载体 , 在 (4.8) 中 , 基 矢 量 的 系数 在 一 般 情 况 下 是 点 M 的 数 
值 函数 . 
矢量 4 可 以 具有 任何 几何 的 或 者 物理 的 本 质 , 但 是 它 总 可 以 通过 基 矢 量 由 展开 
式 (4.8) 给 出 , 其 中 的 数 (函数 ) 4 与 坐标 系 有 关 . 基 矢 量 e; 控制 着 数 Ai 并 创造 了 
一 个 新 的 对 象 一 一 矢量 A. 
基 失 量 的 并 积 可 以 提出 这 样 的 问题 : 除了 ei, 能 否 再 引入 某 些 类 似 于 e; 的 基底 对 
” 象 吗 ? 它们 也 通过 对 一 些 数 的 控制 , 使 我 们 能 够 进一步 引入 一 些 相 
对 于 坐标 变换 不 变 、 但 比 矢量 更 加 复杂 的 概念 . 这 样 的 对 象 是 可 以 引入 的 , 例如 , 它 


0 更 严格 地 讲 , 这 样 的 量 称 为 极 矢量 , 例如 位 移 、 速 度 、 加 速度 等 . 还 有 一 类 “矢量 ”, 例如 角 速 
度 、 动 量 矩 、 磁 场 强 度 等 , 其 分 量 的 变换 方式 仅 在 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 正 时 才 与 上 述 变换 方 
式 相同 , 这 样 的 量 称 为 轴 矢 量 或 伪 矢 量 . 对 于 雅 可 比 行列 式 为 负 的 坐标 变换 (例如 三 维 空间 中 的 反 
演变 换 和 镜像 变换 ), 轴 矢 量 分 量 的 变换 方式 与 上 述 变换 方式 相差 一 个 因子 -1, 即 44 = -bi ; Ai. 
详 见 第 四 章 83. 一 一 译注 
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们 可 以 取 为 
Ei=eie!, 五 2 = ele2,， Es= ele3， 
Fas=e2zel, 五 5 = eze2， Ee = e2e3， 
五 7 = esel， Es=e€3e2, Eg = ese3， 
并 考虑 


于 三 (4.9) 


式 中 , Ti 是 数 , 称 为 工 在 基 EB; (i = 1; 2, …*,9) 中 的 分 量 . 

基底 对 象 也 称 为 基 矢 量 e; 的 并 积 .( 这 里 指 2 个 矢量 的 并 积 , 因为 每 个 乘积 由 
2 个 矢量 组 成 ; 但 也 可 以 引入 多 个 矢量 的 并 积 , 对 于 三 维 空间 中 ,4 个 矢量 的 并 积 ; 其 
形式 为 6 = eiejekeu s= 1; 2;…; 81). 按照 定义 , 基 矢 量 的 并 积 是 线性 无 关 的 , 即 
等 式 荆 = 0 仅 当 9 个 数 Ti 都 等 于 零 时 才能 成 立 . 为 了 方便 ; 我 们 直接 用 记号 eie; 
取代 新 的 记号 -本 ,并 把 等 式 :(4.9) 写 为 

了 Teieji. 

并 乘 是 矢量 的 一 种 运算 , 其 结果 是 一 个 新 的 对 象 ( 既 不 是 矢量 , 也 不 是 标量 ). 为 
了 定义 这 种 运算 , 只 要 指出 其 性 质 即 可 . 首先 , 矢量 的 顺序 在 运算 中 很 重要 (ele2 六 
eze1). 此 外 , 并 乘 运 算 按照 定义 是 线性 的 (成立 分 配 律 , 数值 因数 可 以 从 乘 号 中 提 
出 ), 例如 , 成 立 等 式 

ei(ae; 十 bek) = aeie; + beieks 

式 中 的 a 与 5 是 数 . 


基 矢 量 的 并 积 eie; 同 基 矢 量 e; 本 身 一 样 , 都 与 坐标 系 有 关 . 知道 e; 的 变换 公 
式 , 并 利用 并 积 的 线性 性 质 , 易 得 量 e;e; 的 变换 公式 , 其 形式 为 : 


efe4 = aziQ4 jepegs (4.10) 


并 积 eiei 在 相应 坐标 系 中 的 分 量 可 以 写 为 矩阵 的 形式 , 该 矩阵 的 元 素 中 有 一 个 
为 二 其 余 为 0 例如 ;eiez 的 分 量 组 成 矩阵 


010 
0 0 01. 
0 0 0 


利用 并 积 可 以 引入 被 称 为 张 量 的 对 象 . 我 们 要 求 Tiyeiej 相对 于 坐标 系 变换 不 
变 ; 即 
Tee; = Tele’, (4.11) 


其 中 :74 与 了 属于 不 同 的 坐标 系 . 根据 并 积 的 变换 规则 (4:10), 由 此 显然 可 知 T5 
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在 坐标 系 改变 时 应 当 按照 以 下 公式 进行 变换 : 
Ti = bb TP. (4.12) 


张 量 的 定义 “不 变 的 对 象 了 = T5eiei 称 为 二 阶 张 量 . 张 量 分 量 的 角 标 数目 称 为 张 
量 的 阶 . 显然 , 矢量 是 一 阶 张 量 . 就 像 矢量 4 那样 , 并 积 的 变换 (4.10) 
与 张 量 分 量 的 变换 (4.12) 是 互 逆 的 , 这 保证 了 张 量 的 不 变性 . 
可 以 类 似 于 二 阶 张 量 那样 引入 任意 阶 张 量 , 例如 五 阶 张 量 


T= Tmee;ererem = THKimele’ ehele,, (4.13) 


其 中 控制 着 数值 Thm 的 对 象 现在 是 并 积 eiejyekerem, 其 变换 类 似 于 (4.10), 而 张 
量 分 量 的 变换 则 类 似 于 (4.12). 

我 们 强调 , 矢量 与 张 量 定义 为 与 坐标 变换 无 关 的 对 象 , 而 不 是 仅仅 按照 给 定 的 规 
则 进行 变换 的 一 组 分 量 ?). 

由 (4.11) 与 (4.13) 引入 的 张 量 分 量 T3, Thim 以 道 变 方式 进行 变换 , 它们 称 为 


张 量 的 逆 变 分 量 
在 一 般 情 况 下 , 张 量 T 的 所 有 分 量 各 不 相同 . 若 某 2 个 角 标 的 
对 称 与 反对 称 张 量 “位置 交换 后 , 张 量 工 相应 分 量 的 数值 不 变 , Tkm 二 Tihim 则 
称 张 量 工 关于 这 些 角 标 是 对 称 的 . 显然 , 根据 张 量 分 量 的 变换 规则 (4.12), 张 量 的 对 
称 性 相对 于 坐标 变换 是 不 变 的 . 车 某 2 个 角 标的 位 置 交换 后 , 张 量 T 相应 分 量 的 数 
值 的 符号 发 生变 化 , Thm = -Tjikim, 则 称 张 量 工 关于 这 些 角 标 是 反对 称 的 , 张 量 

的 反对 称 性 相对 于 坐标 变换 也 是 不 变 的 . 
取 张 量 工 二 Tiieiey, 令 了 性 二 TH 则 对 象 工 "二 Triese; 也 是 张 量 且 工 = 

只 对 于 对 称 张 量 才 成 立 

a 取 2 个 张 量 4 = hiiteiejek 与 B = Biikeiejek, 它们 的 组 
汪 信 相 加 张 量 写 烧 4 B = (Atk + Br)eiejex 显然 也 是 张 量 . 这 个 新 的 张 
量 A+B 称 为 张 量 4 与 B 的 和 . 于 是 , 利用 上 述 法 则 可 以 
”我 们 定义 了 不 变 的 对 象 一 矢量 与 张 量 , 其 基底 对 象 与 分 量 在 举 标 变换 节 二 (C1，C2, C3) 下 


利用 互 逆 的 矩阵 (ai ;) = (96Y8m) 和 ( 呈 ))= (8ny867) 进行 变换 . 类 似 地 可 以 引入 其 他 基底 对 象 
ei 其 变换 由 其 他 (以 其 他 方式 与 坐标 变换 相 联 系 的 ) 矩阵 (4;) 和 (Bi) 给 出 , 并 在 此 基础 上 建立 


Q = Qie; 三 Q" es, P=s Pijieie; 三 P'rle’ el 
等 相应 的 不 变 的 对 象 , 使 得 
e=Aie, 95= BO Pri= BBIPI, AiBI =G. 


例如 在 研究 正 交 变换 时 , 除了 矢量 与 张 量 , 人 们 还 引入 旋 量 与 自 旋 张 量 , 其 基底 对 象 与 分 量 利 
用 某 些 (不 同 于 (ai ;) 和 (bi ;) 的 ) 矩阵 (4;) 与 (Bi) 进行 变换 , 这 些 矩 阵 是 空间 正 交 变换 群 的 另 
外 一 种 矩阵 表示 . 

对 于 变换 方式 相同 的 不 同 基 矢量 , 在 数学 上 和 物理 上 相同 的 一 组 分 量 可 以 对 应 不 同 的 张 量 . 
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从 给 出 的 张 量 组 成 新 的 张 量 -它们 的 和 或 差 . 只 有 同 阶 张 量 才能 相 加 减 
显然, 如 果 我 们 有 一 个 张 量 A 和 与 坐标 系 无 关 的 任何 一 个 数 (标量) k, 则 对 象 
C = 上 .A 也 是 张 量 . 
、。 任何 一 个 二 阶 张 量 一 79ese) 根据 张 量 的 加 法 与 用 数 相 滋 
洁 各 化 与 友 对 称 化 运 的 法 则 都 可 以 对 应 一 个 对 称 张 量 


B= 5TH)eie; 
与 一 个 反对 称 张 量 
T = 3(7Y sy Tii)eie;. 


得 到 张 量 矶 与 五 的 运算 分 别称 为 对 称 化 与 反对 称 化 运算 . 若 张 量 工 是 对 称 的 , 则 
有 =T, 贱 ==0; 若 工 是 反对 称 的 , 则 为 二 0, 五 二 

我 们 指出 ; 一 个 张 量 按照 定义 等 于 零 , 如 果 其 所 有 分 量 都 等 于 零 
| 按照 (4.6) 进行 变换 的 基 矢 量 ; 称 为 协 变 基 失 量 . 设 我 们 有 
逆 变 基 矢 量变 换 公式 某 个 二 阶 张 量 x 二 wiiese,, 在 某 个 坐标 系 C1, C2, C3 中 引入 


ei = x ey. (4.14) 


例如 , xliej = xllel + xl?ez 十 xl3es = el 是 3 个 基 矢 量 ej 分 别 乘 以 数 xz 之 后 的 
和 . 类 似 地 , 在 另 一 个 坐标 系 : 72, .92 中 可 以 引入 


er? = et 


我 们 知道 zz 的 变换 公式 (4.12) 与 eg 的 变换 公式 (4.6), 由 此 推出 ei 的 变换 公 
式 


e? = HP =bb xdar er =b?; xie;= be', (4.15) 


这 里 利用 了 如 at。 = 不. 可 见 矢量 ei 以 逆 变 方式 进行 变换 , 它 称 为 逆 变 基 矢 量 

这 样 , 利用 任意 一 个 二 阶 张 量 x 可 以 引入 逆 变 基 矢 量 eii 我 们 指出 .如果 说 协 

变 基 矢 量 e; 只 与 坐标 系 有 关 的 话 , 那么 道 变 基 矢量 ei 既 与 坐标 系 有 关 , 也 与 用 来 构 
成 它们 的 张 量 x 有 关 . 

知道 逆 变 基 矢 量 ei, 就 可 以 求 出 协 变 基 矢 量 e;， 也 就 是 可 以 相 

张 量 x 的 协 变 分 量 对 于 e, 求解 (444) 为 此 必须 引入 矩阵 (25) 的 地 矩阵 (各 ;)， 

这 要 求 满足 det(xi) 关 0 的 条 件 . 从 代数 学 原理 可 知 

Xi 三 区 (4.16) 

“ 式 中 &; 为 抵 阵 (x3) 相应 元 素 的 代数 余子 式 _A 二 det(;3). 这 样 知道 行列 式 不 等 

于 零 的 矩阵 (xz5), 就 可 以 按照 (4.16) 组 成 矩阵 (oa ) 并 相对 于 e, 求解 (414) 在 某 
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坐标 系 QO, 6?, C3 中 有 
ei 一 rjie'. (4.17) 


类 似 地 , 在 另 一 个 坐标 系 中, ,中 有 
= me’ 


| ji 
利用 已 知 的 ej; 的 变换 公式 (4.6) 与 ei 的 变换 公式 (4.15), 就 得 到 分 量 xi; 的 变换 公 
式 . 实际 上 ， 


/ ni 可 1 有 _ i sk°* 15 
ej 一 56ie” = Q.jei 一 Q.J2Gke 一 Q.jQ:s26ibE ， 


从 而 


Xi = @ ;0 Hpgq. {4.18) 


可 见 , 如 果 组 成 表达 式 xijeiei, 式 中 eiei 为 逆 变 基 矢 量 ei 的 并 积 , 它们 按照 公式 
er’ = biib ete! 
进行 变换 , 则 该 表达 式 是 一 个 与 坐标 系 的 选取 无 关 的 对 象 , 因为 xi; 按 协 变 方式 变 


换 , 而 并 积 eiei 按 逆 变 方式 变换 . 和 根据 (4.14), 以 及 和 矩阵 (zi;) 是 矩阵 (zx ) 的 
逆 矩 阵 , 有 


56je'e] = HP Hijepeg = MPepneq. 


由 此 可 见 , 可 以 把 xj; 称 为 前 面 讨论 的 二 阶 张 量 x 在 逆 变 基 ei 中 的 协 变 分 量 . 
为 简单 起 见 , 以 后 我 们 将 认为 x 是 对 称 张 量 , 即 x = xz, 亦 即 xij = zk 
i 上 Lb 1) 
任意 矢量 的 协 变 分 量 对 于 任何 矢量 4 显然 都 可 以 写 出 
A= Aie; 一 A’ mije’ 三 Aie’, 


式 中 

Ai = ij Ai. (4.19) 
由 此 可 见 , 矢量 4 的 逆 变 分 量 Li 与 逆 变 基 矢 量 ei 一样, 其 角 标 都 利用 张 量 x 的 
协 变 分 量 分 别 按照 (4.19) 与 (4.17) 由 上 标 降 为 下 标 . 因此 , 4; 也 像 e; 那样 按照 协 变 
方式 进行 变换 : 

A’ 一 ak Ai 
4; 称 为 矢量 4 在 道 变 基 ei 中 的 协 变 分 量 . 所 以 , 对 于 每 个 矢量 4, 既 可 以 引入 利用 


矩阵 B 变换 的 分 量 Ai, 它们 称 为 逆 变 分 量 , 也 可 以 引入 利用 矩阵 4 变换 的 分 量 4i， 
它们 称 为 协 变 分 量 . 在 一 般 情况 下 , 矢量 的 协 变 分 量 与 逆 变 分 量 是 不 同 的 , 4; # Aj. 


0 注意 这 里 利用 了 xi; 的 对 称 性 . 一 一 译注 
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张 量 的 协 变 分 量 与 混 ， 对 矢量 进行 的 上 述 讨论 可 以 应 用 于 任意 阶 张 量 ; 例如 , 对 于 
变 分 量 四 阶 张 量 可 得 
T= Teiejere! = THK ip HjgHkpmHimnere de™e" 
= TomnePedemen = TIN, xkpgeierere! = Ti DeiepPedel. (4.20) 
分 量 Tomnn 称 为 张 量 了 的 协 变 分 量 , 六 … 称 为 混 变 分 量 (对 角 标 p, 4 是 协 变 的 ， 
对 角 标 i, ! 是 逆 变 的 ). 混 变 分 量 的 变换 公式 为 
Vi 
即 变换 对 下 标 n, 7 是 协 变 的 , 对 上 标 m, s 是 道 变 的 . 
升 标 与 降 标 我 们 看 到 , 利用 张 量 x 可 以 使 任何 张 量 分 量 的 角 标 上 升 或 下 降 . 这 样 
的 运算 称 为 升 标 或 降 标 ; 例如 
下 = 人 Tietei 三 Taakeke7 一 人 ieke7. (4.21) 
我 们 得 到 了 张 量 工 通 过 混 变 分 量 T*; 的 表达 式 ; 它 代 蔡 了 通过 协 变 分 量 -Ti; 的 写 
法 . 显然 , 降 标 是 利用 zx; 进行 的 , 如 ( 私 20); 升 标 是 利用 ze 进行 的 , 如 (4.21). 
我 们 指出 , 只 有 和 角 标 结构 相同 的 张 量 分 量 才 能 相 加 减 ， 张 量 的 对 称 与 反对 称 性 
质 也 是 对 位 置 相同 的 角 标 定义 的 . 
矢量 的 长 度 以 上 所 有 讨论 都 是 对 任意 但 固定 的 空间 点 进行 的 :现在 引入 空间 的 度 
规 , 即 给 出 在 空间 中 确定 长 度 的 方法 . 为 了 确定 矢量 的 长 度 , 只 要 确定 
基 矢 量 的 标 积 
eat oe 
即 可 , 它 在 给 定点 一 般 能 取 任 意 数值 . 矢量 dr 的 长 度 的 平方 按照 定义 等 于 
ldrl? = ds = dr.dr = dC"dC’ ei:e;= dl’ dC’ 9;;, (4.22) 
任何 矢量 的 长 度 的 平方 则 等 于 
14P 二 A Aigiy. 
任何 矢量 的 长 度 都 通过 其 分 量 与 基 矢 量 的 标 积 g;; 来 表示 . 
长 度 |dr| 相对 于 坐标 系 的 选取 不 变 ,此 条 件 具 有 以 下 形式 : 
ldrl? = gh dp dp = gi; dC dC’ = gajai az dp dr. 
基本 度 规 张 量 ”由 此 可 知 g,; 具有 张 量 的 变换 公式 : g/ =ai ,a7,g9ij: 这 样 , 根据 长 度 
|dr| 的 不 变性 , 量 95 应 当 视 为 张 量 g = geiei 的 协 变 分 量 , 该 张 量 
称 为 基本 度 规 张 量 . 
根据 标 积 的 定义 , 张 量 g 是 对 称 张 量 : 


9i; = gji: 
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相对 于 坐标 增 量 dci 的 二 次 型 (4.22) 称 为 基本 二 次 型 , 它 定义 了 度 规 一 一 空间 中 邻 
近 点 之 间 的 距离 . 

由 代数 学 可 知 , 任何 常 系数 二 次 型 都 可 以 化 为 正则 形式 , 即 在 每 个 选 定点 都 可 
以 求 出 这 样 的 坐标 z1, z?, z3, 使 二 次 型 (4.22) 写 为 平方 和 的 形式 : 


ds? = (dz!)? + (qz2)2 十 (dz3)2， (4.23) 


1 0 
0 0 | . 
0 1 


我 们 指出 , 一 般 不 能 在 整个 空间 中 完成 这 种 变换 , 即 无 法 求 出 这 样 的 坐标 系 z1，z2， 
7z3, 使 (4.22) 在 整个 空间 中 都 化 为 (4.23) 的 形式 . 如 果 存 在 这 样 的 坐标 系 , 则 空间 称 
为 欧 几 里 得 空间 , 反之 则 称 为 非 欧 几 里 得 空间 . 对 于 n 维 空间 , 如 果 利 用 坐标 的 实 变 
换 能 够 在 整个 空间 中 把 (4.22) 化 为 ds? = 六 as(dzi)? 的 形式 , 式 中 oi = +1, i 二 1， 


1 一 1 
2,.…, n, 并且 至 少 有 一 个 mi 的 符号 与 其 他 不 同 , 则 该 空间 称 为 伪 欧 几 里 得 空间 . 
引入 矩阵 (gw) 的 道 矩阵 (g5)， 其 元 素 按照 着 变 规则 变 
用 张 量 9 代 车 * 时 协 换 . 我 们 将 用 它 代替 (x3) 来 引入 逆 变 基 矢 量 , 这 时 只 要 让 


人 det(gi) 关 0. 利用 (gi) 可 以 引入 道 变 基 矢 量 ei: 


ei = giie;, (4.24) 
这 里 升 标 已 经 不 是 利用 任意 张 量 x 而 是 利用 基本 度 规 张 量 g 进行 的 . 以 后 我 们 将 
使 用 由 (g3) 引入 的 ei. 
我 们 来 确定 标 积 ei .e, 的 性 质 . 由 (4.24), 有 


ei .ep = giei.ep = gigi, = 07, (4.25) 


即 el .el = 1, ei .ez = 0, el.es = 0, 等 等 . 由 此 可 知 , 基 矢 量 el 垂直 于 矢量 es, es 
所 在 平面 , 等 等 . 不 难 验算 , 对 于 逆 变 基 矢 量 成 立 以 下 公式 : 


而 张 量 9 的 矩阵 化 为 


书 靖 己 


1 eC2Xe3 2 e3Xel 3 el1Xe2 


， 四 = 一 axel 。 o 一 一 下 人 4.26 
@1" (es2 x e3) el， {ez x e3) el (ez x e3) ( ) 
而 对 于 协 变 基 矢 量 则 有 公式 : 
ez2xes _ exe! _ elxe? 
1 er(exes)’ 2 一 el.(e?2xe3)’ 3 el (e?xe3)’ 


式 中 的 符号 x 表示 通常 的 矢 积 . 协 变 基 矢量 与 逆 变 基 矢 量 的 概念 是 相互 的 . 在 笛 卡 
儿 正 交 坐 标 系 中 显然 ei = e;, 因此 , 在 这 样 的 坐标 系 中 矢量 与 张 量 的 协 变 分 量 与 逆 
变 分 量 没有 区 别 , 把 角 标 写 为 上 标 或 下 标 因而 不 再 重要 . 
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度 规 张 量 的 混 变 分 量 ” 从 (4.25) 显 见 ; 基本 度 规 张 量 9 的 混 变 分 量 yi; 在 任何 坐标 
系 中 都 组 成 单位 矩阵 : 
= (0). 


911.9!2 0 1 
(g%;)= |g21 g22 g23|=|0 
931 932 933 0 


张 量 的 不 定 乘 ”我 们 已 经 认识 了 张 量 的 某 些 运 算 , 现在 再 给 出 张 量 的 一 种 乘法 运算 . 
设 有 矢量 4 = hie; 与 张 量 人 二 Th; exe7, 在 形式 上 组 成 


B= A'T*; eieke), 


Op~ oO 
* OO 


B* = A'T®; ereie; = TitAjeiere’. 


显然 ,B 与 B* 都 是 张 量 , 但 BB*: 这 种 运算 产生 比 初始 张 量 更 高 阶 的 张 量 : 称 为 
张 量 的 不 定 乘 运算 , 其 结果 取决 于 相 乘 的 顺序 ; 利用 张 量 的 不 定 乘 可 以 组 成 任意 阶 张 
量 4147A*.…eiejer.…, 但 并 非 所 有 张 量 都 能 表示 为 矢量 的 积 . 利用 不 定 乘 可 以 引 
入 形 如 
B= gigrag™s “**Ci€jEpegeres …， 
= gijgpagrs … eieié?ereres... = 656267 Se eiejenederes Sh 


的 张 量 , 显然 , 通过 克 罗 内 克 符号 表示 的 张 量 人 的 温 变 分 量 在 任何 坐标 系 下 都 相同 
即 它们 是 坐标 变换 的 不 变量 . 这 些 分 量 等 于 0 或 1 
标量 上 可 以 视 为 零 阶 张 量 ; 用 一 个 数 表示 (30=1); 矢量 是 一 阶 张 

张 量 分 量 的 数目 “在 二 维 空间 中 具有 :3- 个 分 量 34:=3); 而 二 阶 张 量具 有 32 9 
个 分 量 . 依 此 类 推 , 三 维 空间 中 的 p 阶 张 量具 有 3p 个 分 量 , n 级 室 间 下 的 寺 也 茂 量 
则 有 nr 个 分 量 有 时 , 比如 当 存在 对 称 性 时 , 张 量 的 独立 分 量 的 数目 会 减少 .例如 
二 阶 对 称 张 量 (T=;) 只 有 6 个 独立 分 量 , 二 阶 反对 称 张 量 (T= _T) 只 有 3 
个 独立 分 量 . 张 量 对 称 的 概念 表示 其 分 量 相对 于 某 变换 群 不 变 . 例如 前 面 给 出 的 张 
量 9 的 混 变 分 量 相对 于 所 有 的 连续 变换 群 是 不 变 的 . 张 量 9 的 具有 任何 角 标 结构 
的 分 量 相对 于 正 交 变换 群 是 不 变 的 , 因为 正 交 变 换 群 正 是 由 基本 度 规 张 量 的 分 量 g 
是 不 变量 这 一 条 件 定义 的 . 

在 一 般 情 况 下 , 张 量 的 分 量 与 坐标 系 的 选取 有 关 但 是 可 以 提 
张 量 的 标量 不 变量 如下 阿 题 : 寻找 这 样 的 函数 @(Z :), 其 自 变量 是 张 量 的 分 量 
但 函数 本 身 相对 于 坐标 系 的 选取 不 变 即 


(7) = (Ti;). 
张 量 分 量 的 这 种 函数 称 为 张 量 的 不 变量 .它们 是 数 , 或 者 是 空间 点 的 函数 ; 正 是 张 


量 与 矢量 的 分 量 的 这 种 函数 应 当 与 其 他 不 变 的 对 象 一 起 出 现在 物理 定律 的 数学 表述 
中 , 这 种 数学 表述 相对 于 物理 现象 的 描述 方法 应 当 是 不 变 的 , 例如 , 它 应 当 与 坐标 系 
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的 选取 无 关 . 用 类 似 的 方法 可 以 定义 若干 个 张 量 的 分 量 的 不 变 的 函数 . 这样 的 函数 
称 为 标量 . 我 们 给 出 一 些 简单 的 规则 来 组 成 矢量 与 张 量 的 不 变量 取 矢量 
A= Aie; = Aje’ = A'g;je’ 
并 组 成 标 积 
A.A= AiAiei:e; = A' A’gi; = AiAi. 


所 得 表达 式 就 是 不 变量 (矢量 4 的 长 度 的 平方 ), 因为 矢量 的 异 名 分 量 的 变换 是 互 道 
的 . 矢量 只 有 1 个 独立 的 不 变量 一 一 它 的 长 度 , 所 有 其 他 不 变量 都 是 它 的 函数 . 
现在 取 任 意 二 阶 张 量 


T= Tieie; 


并 与 度 规 张 量 组 成 对 2 个 角 标 的 缩 并 Tig;; ( 按 上 标 与 下 标 求 和 的 运算 称 为 缩 并 )， 
就 得 到 一 个 与 坐标 系 无 关 的 数 , 因为 带 上 标的 分 量 与 带 下 标的 分 量 , 其 变换 是 互 逆 
的 . 可 以 写 出 
Tiig,; = Ti; = Tl + T+ Ts. (4.27) 
缩 并 

TT 


[和 


也 是 不 变量 . 这 样 , 对 于 二 阶 张 量 , 我 们 得 到 了 3 个 不 变量 , 它们 相对 于 分 量 是 线性 
的 、 二 次 的 和 三 次 的 . 下 面 将 证 明 , 对 于 在 实际 应 用 中 特别 重要 的 二 阶 对 称 张 量 , 所 
有 其 他 标量 不 变量 都 是 这 3 个 不 变量 的 函数 . 

] 示 2 /3 
一 阶 对 称 张 量 的 张 量 O 及 其 邻近 点 M, 从 点 O 引 坐 标 线 C1, C2, C3, 考 
面 


TT (4.28) 


OM = dr = dl'e; 
与 对 称 张 量 
T= Tiee; = Tie'el. 

显然 Ti; dCi dci 是 不 变量 , 我 们 可 以 取 

Ty dCi dli = TY di di =0, (4.29) 
式 中 c 为 某 个 数 . 在 点 O 的 邻 域 内 , 当 c 固定 而 Ti 取 它 在 点 O 的 值 时 , 方程 (4.29) 
确定 了 一 个 称 为 张 量 面 的 二 次 曲面 , 而 微分 dci 或 dm 则 视 为 张 量 面 上 点 的 坐标 . 每 
个 二 阶 对 称 张 量 在 每 一 点 都 可 以 与 二 次 曲面 (4.29) 相对 应 . 


。_， 我 们 知道， 利用 坐标 变换 可 以 把 这 个 二 次 曲面 的 方程 人 为 下 
喜 皇 分 踢 张 时 办 于 则 形式 , 即 在 点 O 可 以 选取 坐标 系 zt, z2, za, 使 (4.29) 化 为 


Ti(dz!)? 二 Toa(dz2)2 十 Ts(dz3)2 = c. 
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在 这 样 引入 的 坐标 系 z!; z?, z3 中 存在 正 交 坐标 系 , 因此 在 空间 每 一 点 都 可 以 引入 
这 样 的 正 交 坐标 轴 , 使 二 阶 对 称 张 量 在 该 点 只 有 3 个 分 量 Tii; 72z) Ty 不 等 于 零 . 这 
样 的 坐标 轴 称 为 张 量 的 主轴 , 而 坐标 轴 沿 主轴 方向 的 笛 卡 儿 坐 标 系 (4,, 二 di 当地 光 7 
时 g;; = 0) 称 为 张 量 工 在 点 0O 的 主 坐 标 系 . 显然 , 协 变 分 量 与 逆 变 分 量 之 间 的 差别 
在 主 坐 标 系 中 消失 了 : 
T= Ti =7i, = 

( 式 中 对 i 不 求 和 ). 在 主 坐 标 系 中 , 张 量 的 3 个 分 量 一 般 互 不 相等 且 不 等 于 零 , 它们 
称 为 张 量 的 主 分 量 . 对 称 张 量 的 主轴 与 主 分 量 的 求法 参见 109 一 110 页 

关于 二 阶 对 称 张 量 分 量 的 独立 不 变量 数目 的 问题 , 现在 很 容易 就 能 回答 了 . 在 
主 坐标 系 中 , 所 有 不 变量 应 当 只 是 3 个 分 量 的 函数 ; 所 以 独立 不 变量 的 数目 不 能 超 
过 3. 由 不 变量 (4.27), (4.28) 在 主 坐标 系 中 的 写法 可 知 , 前 面 得 到 的 所 有 3 个 不 变 
量 都 是 独立 的 . 

以 后 还 需要 张 量 分 析 的 许多 知识 , 我 们 将 在 必要 时 加 以 叙述 . 


8.5. 变形 理论 


设 刚 体 相对 于 观察 者 所 用 举 标 系 ii, 2 运动 图 10) 吉它 在 初 寻 呈 区 忆 和 
任意 某 个 时 刻 + 的 两 个 位 置 
物体 的 每 一 点 M 都 可 以 与 随 体 坐标 系 62， 6a 相 联 系 , 隧 
依赖 时 疝 的 攻关 晶体 锥 标 素 忆 物体 二 起 运动 ,其 其 矢量 在 时 刻 刀 与 时 刻 / 是 不 
同 的 . 我 们 用 e, 表示 如 时 刻 的 基 撩 量 , 用 & 表示 + 时 刻 的 
基 撩 量 . 显然, 随 体 从 标 系 的 基 撩 量 一 般 而 言 与 物体 的 点 AM 有 关 , 而 且 还 随时 间 变 
化 此 外 , 如 果 华 标 系 如 ,6?, 63 被 江 结 在 介质 中 , 而 介质 像 刚体 那样 运动 , 则 通过 平 
动 与 旋转 就 能 从 三 面体 &, 得 到 三 
面体 6;, 这 时 
| 人 | 三 |eil|， Zéié; = Lei6j 
即 
py 
可 变形 体 的 运动 则 比较 复杂 
事实 上 , 在 可 变形 体 运动 时 ; 其 点 
Mr 与 az 之 间 的 距离 发 生变 化 ; 所 
以 随 体 从 标 系 的 从 标 线 发 生变 形 ， 
基 矢 量 é 随时 间 而 变化 , 其 大 小 1 萌 休 航运 动 
与 夹 角 都 会 改变 
连续 介质 诸 点 之 间 的 距离 在 运动 中 会 发 生变 化 , 这 一 效应 非常 重要 . 比如 我们 
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指出 , 介质 微 元 之 间 的 相互 作用 力 就 可 能 与 它们 之 间 的 距离 有 关 . 
考虑 可 变形 体 在 任意 时 刻 t 与 # 的 任意 两 个 位 置 , 比如 , 考虑 它 的 点 履 与 M1 
在 这 些 时 刻 的 位 置 (图 11). 点 M 的 基 矢 量 在 时 刻 # 表示 为 e;, 在 时 刻 t 表示 为 6i. 
显然 , 在 随 体 坐 标 系 中 


dr = déié;, dr’= dtie!. 


我 们 想 研 究 表征 距离 变化 的 特征 量 ， 
所 以 必须 引入 随 体 坐 标 系 在 时 刻 t 和 
t 的 度 规 张 量 . 

但 是 在 引入 度 规 之 前 我 们 指出 ， 
任何 一 条 由 点 M 出 发 的 无 穷 小 线段 ， 
在 连续 介质 的 运动 过 程 中 都 变 为 由 该 

图 11， 可 变形 介质 的 运动 点 M 的 对 应 点 出 发 的 无 穷 小 线段 . 
其 实 , t 时 刻 的 连续 介质 微 元 dr 
在 时 刻 # 对 应 dr“, 同时 还 可 以 在 时 刻 t 引入 连续 介质 微 元 kdr, 式 中 并 为 某 个 数 . 
在 时 刻 #, 这 个 微 元 对 应 空间 &, &2, &3 中 的 kdr', 因为 在 这 个 空间 中 , 连续 介质 所 
有 点 的 拉 格 朗 日 坐标 保持 不 变 , 于 是 应 当成 立 按 基 矢量 e; 的 分 解 式 
kdé'ie’ = kdr.. 
对 于 给 定 的 dr, 当 & 取 不 同 的 有 限 值 时 , 微 元 kdr 在 时 刻 t 确定 了 一 条 自 点 M 出 
发 的 线段 微 元 , 与 之 对 应 的 正 是 # 时 刻 在 空间 , &2, &3 中 的 线段 微 元 Edr/. 
现在 引入 随 体 坐 标 系 空间 在 时 刻 t 与 t 的 度 规 . 设 在 时 刻 t 有 


ldr|=ds, ds? = 6;dé'dti, 9; = 6ié), (5.1) 
而 在 时 刻 # 有 
ldr =ds, ds?=9gdé' dé, gi; =e!.e’. (5.2) 
我 们 强调 , 点 M 和 M' 在 随 体 坐标 系 中 的 坐标 在 时 刻 t 和 # 是 不 变 的 , 但 分 量 人 
相对 伸 长 因数 “我 们 字 比 介 ,dd 
ds ds 


称 为 相对 伸 长 因数 , 式 中 的 ds 和 ds' 在 相应 时 刻 通过 连续 介质 的 相同 物质 点 . 因数 
! 取决 于 点 M 和 计算 所 用 微 元 的 方向 , 但 与 dr 的 长 度 无 关 . 如 果 ! 在 可 变形 介质 的 
每 个 点 与 每 个 方向 都 是 无 穷 小 量 , 变形 就 称 为 无 穷 小 的 . 如 果 ! 取 有 限 值 , 变形 就 是 
有 限 的 . 根据 定义 , 刚体 的 所 有 因数 ! 都 等 于 零 . 

我 们 注意 到 , 只 要 考虑 连续 介质 完全 任意 的 两 个 位 置 , 就 可 以 引入 变形 与 相对 
伸 长 因数 1, 并 且 只 要 知道 9), 9 与 dr 的 方向 , 就 可 以 对 任何 dr 计算 1. 
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应 变 张 量 ， 引 入 记号 i 

Cj 3 (9 一 9 (5.3) 
根据 (5.1) 与 (5.2); 有 

ds? 二 ds = 2ei; dé' de’. 
由 此 可 见 , sz 可 以 视 为 张 量 的 协 变 分 量 . 我 们 知道 ,利用 任何 三 阶 张 量 .x 可 以 由 某 
个 张 量 的 协 变 分 量 组 成 其 逆 变 分 量 ;在 度 规 空间 中 , :我们 规定 使 用 基本 度 规 张 量 ;9 
来 代替 张 量 x. 在 这 里 , 可 以 利用 g 当 或 者 所 来 升 标 ,所 以 由 协 变 分 量 'ei;; 可 以 组 
成 两 组 不 同 的 逆 变 分 量 : 65 (用 :9 升 标 ) 与 a 入 (用 ig 当 升 标 ): 这 表示 可 以 组 成 两 
个 不 同 的 张 量 : 
$= eij€' 6, pis eije!er, 

它们 具有 相同 的 协 变 分 量 (5.3), 但 对 应 不 同 的 基 & 与 es， 这 两 个 张 量 都 称 为 应 
变 张 量 0). 张 量 & 和 @' 的 逆 变 分 量 与 混 变 分 量 是 不 同 的 , 我 们 分 别 用 上 5, e 避 与 
.ji es) 来 表示 它们 . 混 变 分 量 oi; 关 癌 ;, 因为 时 ;= epjg7i, 吝 ， = epj9?i, 而 
gr #9. 

应 变 张 量 是 表征 物体 发 生变 形 的 基本 特征 量 ; 其 分 量 出 现在 描述 连续 介质 运动 

的 基本 方程 中 . 

显然 , 在 我 们 所 关心 的 时 刻 变形 的 大 小 不 仅 与 物体 的 当前 
入 类 状态 与 “初始 状 “六 态 有 关 , 还 关系 到 这 些 变形 是 相对 于 哪个 状态 计算 的 ,如 
果 我 们 想得到 表征 变形 的 确定 的 物理 量 , 应 当 怎样 选择 这 个 
状态 呢 ? 显然 , 此 状态 不 可 能 是 完全 任意 的 , 它 应 当 由 具体 的 物理 方法 来 确定 . 我 们 
注意 到 , 这 个 状态 可 以 用 不 同方 法 来 确定 , 并 且 现 在 在 变形 理论 中 , 我 们 也 将 不 去 固 
定 确定 该 状态 的 方法 ; 而 只 是 把 用 某 种 方法 选 定 的 用 于 与 连续 介质 当前 状态 进行 比 
较 的 状态 称 为 初始 状态 ， 我们 仅仅 指出 , 这 时 可 能 遇 到 以 下 情形 : 该 初始 状态 不 一 
定 能 够 在 实际 中 实现 . 例如 , 可 以 把 这 样 的 通过 想象 而 引入 的 状态 当 作 初 始 状 态 , 此 
时 每 个 连续 介质 微 元 的 结构 都 是 有 序 的 , 微 元 处 于 一 种 不 受 任何 力作 用 的 自然 状态 . 
我 们 把 这 种 通过 想象 而 引入 的 初始 状态 下 的 度 规 表示 为 名;, 把 初始 状态 下 随 体 坐 标 
系 的 基 矢 量 表示 为 &. 显然 ; 用 这 种 方法 引入 的 度 规 可 能 是 非 欧 几 里 得 度 规 连续 
介质 的 真实 运动 是 在 欧 几 里 得 空间 中 进行 的 ,因此 在 一 般 情况 下 , 连续 介质 从 初始 
状态 到 当前 状态 的 这 种 转变 在 实际 中 可 能 无 法 实现 . 这 种 理想 化 的 假想 的 “初始 状 
态 ”( 带 引号 ) 可 以 用 来 估计 度 规 的 变化 并 引入 应 变 张 量 . 

我 们 以 二 维 欧 几 里 得 空间 中 的 ( 即 平 面 上 的 ) 运动 为 例 , 对 土 述 内 容 加 以 解释 . 
考虑 某 个 薄膜 在 平面 上 的 运动 , 薄膜 在 不 受 任何 力作 用 时 的 状态 取 为 初始 状态 . 设 
薄膜 沿边 缘 受 到 拉 伸 , 并 且 正 是 因为 这 种 拉 伸 , 薄膜 才 是 平 的 . 如 果 去 掉 拉 伸 作 用 力 , 
薄膜 就 会 息 起 并 布 满 裙 皱 ; 尽管 它 还 将 是 二 维 的 , 但 不 会 再 是 平 的 . 对 于 当前 时 刻 的 


D8 与 @' 通常 分 别称 为 阿尔 曼 西 应 变 张 量 与 格林 应 变 张 量 . 一 一 译注 
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平 的 薄膜 与 (去 掉 所 有 对 它 的 拉 伸 作用 力 之 后 ) 想起 的 有 裙 锌 的 注 膜 , 可 以 建立 起 它 
们 的 点 之 间 的 一 一 对 应 关系 , 但 为 此 一 般 要 进入 三 维 空间 . 如 果 停 留 在 二 维 空间 , 同 
时 还 保持 空间 的 欧 几 里 得 度 规 , 这 是 做 不 到 的 . 所 以 , 对 比 薄膜 在 二 维 欧 几 里 得 空间 
中 的 运动 , 它 在 不 受 拉 伸 力 作用 时 旋 起 的 状态 只 能 看 作 是 “初始 状态 ”( 带 引号 ). 这 
样 , 如 果 按 照 某 种 物理 方法 引入 的 初始 状态 作为 连续 介质 的 状态 既 可 以 通过 想象 而 
达到 , 也 可 以 通过 某 种 运动 在 实际 中 实现 , 那么 该 初始 状态 就 可 以 定义 为 不 带 引 号 
的 初始 状态 . 如 果 通 过 想象 而 引入 的 用 于 比较 的 状态 不 能 在 相同 的 空间 中 通过 介质 
的 连续 运动 而 达到 , 这 就 是 “初始 状态 ”( 带 引号 !). 
分 量 595 在 一 般 情况 下 可 以 与 61, &2, &3 和 tt 有 关 . 如 果 假 想 的 i 

固定 的 , 9,; 就 只 与 6 &2, &3 有 关 . 

现在 解释 应 变 张 量 @ = eij6iéi 与 @ = eij6éiéi 的 协 变 分 最 


应 变 张 量 的 协 变 分 量 
的 几何 意义 的 几何 意义 . 我 们 把 度 规 张 量 的 分 量 写 为 以 下 形式 : 


9 = 6;.6; = |6i| .| 人 | Cos Wij, (5.4) 
=|cosiy (5.5) 
式 中 wij 为 矢量 6i 与 6; 之 间 的 夹 角 , 必 ; 为 6; 与 8; 之 间 的 夹 角 . 作 比 值 
lé| _ lOr/0éi| _ ldri| _ dsi 
lé| lOro/0éil larol ” ~ dsos 
式 中 ds; 与 dsoi 为 坐标 线 &: 的 线 微 元 , 1; 为 沿 和 方向 的 相对 伸 长 因数 ,现在 利用 
(5.6), 从 (5.4) 可 得 


一 上 十 1 (5.6) 


= |é|:|él(1 + 4)(1 + 46) coswyiz. (7 
地 连 续 介 质 在 时 刻 ! 的 状态 为 初始 状态 或“ 初始 状态 ”和 利用 (5.5), (5.7) 和 (5.3) 
得 公式 
2 = [+ 人 (+ 办 condiy 一 p08 六 | (58) 
它们 可 以 方便 地 给 出 i 的 几何 解释 
首先 讨论 < 在 角 标 相同 时 的 几何 解释 . 由 (5.8) 有 
2si = [(1 + 6)? — 1]9, 
从 而 
li = Lh (5.9) 


如 果 变 形 很 小 , 则 sz 很 小 . 把 (5.9) 展开 为 级 数 , 得 


8$5: 变形 理论 :43 ， 


此 外 , 如 果 把 初始 状态 的 随 体 坐标 系 取 为 笛 卡 儿 举 标 系 ; 则 .9;;==1, 所 以 
li ei 


即 在 无 穷 小 变形 的 情形 下 , 应 变 张 量 的 协 变 分 量 在 角 标 相同 时 等 于 沿 初始 状态 的 笛 
卡 儿 坐标 轴 方 向 的 相对 伸 长 因数 . 
再 考虑 分 量 ei; 在 角 标 不 同 (i 关 7 时 的 几何 解释 . 为 简单 起 见 , 在 “初始 状态 ”， 
我 们 在 给 定点 选取 这 样 的 坐标 系 ; 使 总 ; 互相 垂直 ; 即 党 二 7/2: 那么 , 令 
仇 广 去 了 Mig 
从 (5.4), (5.5) 和 (5.3) 得 
2ei; = |6:| :|6j|sin Xi 
或 
2ei; 
由 此 可 见 , 在 一 般 情况 下 , 在 “初始 状态 ”下 的 直角 在 变形 后 不 再 是 直角 , 协 变 分 量 
ij 在 角 标 不 同 (i 地 7) 时 表征 初始 坐标 轴 之 间 所 成 直角 的 倾斜 如 果 变 形 是 无 穷 小 
的 , 并 且 在 初始 状态 下 的 坐标 系 是 笛 卡 儿 坐 标 系 , 则 2 = 1, 5; 守 1 (相差 无 穷 小 量 ). 
利用 级 数 展开 , 易 得 


sin Xi OS 2eij, 


或 


Xij [4 2eij. 


应 变 张 量 的 主轴 ， 包 括 应 变 张 量 在 内 的 每 个 对 称 张 量 都 可 以 与 二 次 型 eiy dtidéi 相 
联系 . 正如 在 84 中 所 指出 的 , 在 每 一 点 都 可 以 求 出 这 样 的 正 交 坐 
标 系 .701572973; 使 二 次 型 sij dd6 化 为 
eij dé€’ dé7 = ef1(dn')? + eg2(dm)* + es3(dm )>. 
从 起 到 做 的 变换 取决 于 分 量 si 所 以 在 运动 过 程 中 ,: 相 应 的 正 交 三 面体 六 在 不 同 
时 刻 一 般 是 不 同 的 . 在 空间 bj 中 取 这 样 的 轴 人 7, 72, 973, 它们 将 随 着 运动 在 空间 .05 
( 随 体 坐 标 系 ) 中 变换 到 相应 的 轴 1, ?2, 973,- 我 们 来 证 明 -ei 仍然 互相 垂直 . 实际 上 ， 
对 这 样 的 轴 六, 2, 92 来 说 , 分 量 cf 在 1 去 j 时 等 于 零 ,因此 , 根据 (5.10), xij = 0， 
即 轴 小 , 72, 73 还 是 正 交 的 . 这 样 , 对 于 变量 ,72 72, 9, 空间 .95 和 .95 中 的 坐标 轴 
三 面体 分 别 与 & 和 .6 的 主轴 三 面体 重合 . 在 这 些 变量 下 , 矩阵 


(8)), (人 让 (83), (9%), (E17); (G92 (Ga (8. ;), (ED 


同时 化 为 对 角形 式 . 在 初始 状态 下 由 主轴 组 成 的 正 交 三 面体 经 过 给 定 的 位 移 后 仍然 
正 交 , 主轴 之 间 的 夹 角 不 发 生变 化 ; 但 是 ; 主轴 正 交 三 面体 可 以 像 刚体 那样 进行 平 动 
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和 旋转 运动 . 我 们 指出 , 沿 主轴 的 微 元 dr 在 运动 中 可 以 缩短 或 伸 长 . 我 们 强调 , 应 
变 张 量 主轴 的 概念 在 这 里 是 对 任意 的 有 限 变形 而 引入 的 . 应 变 张 量 & 与 & 的 主轴 
在 相应 空间 中 经 过 介质 的 相同 物质 点 . 

十 序 | 1 沁 应 变 Ta 
应 变 张 量 的 主 分 量 在 时 刻 t, 沿 应 变 张 量 的 主轴 m1, 72, 73 有 


ds? = Gi(d7') (5.11) 
(对 i 不 求 和 ), 并 且 对 于 任意 方向 的 微 元 dr, 其 长 度 的 平方 在 主轴 下 可 以 表示 为 
ds? = ds? 十 ds2 + ds3. 


类 似 地 , 在 初始 状态 有 ， 
ds3 = ii( di)? (5.12) 


(对 i 不 求 和 ), 并 且 


ds2 = ds3) 二 + ds32 十 ds33. 


这 样 沿 主轴 取 的 微 元 ds; 和 dso; 可 以 分 别 视 为 在 当前 状态 和 初始 状态 下 在 给 定点 
邻 域 中 的 普通 的 笛 卡 儿 坐 标 (这 时 坐标 ds; 和 dsoi 沿 不 同 主轴 的 尺度 分 别 相同 ). 在 
观察 者 所 在 空间 中 , 坐标 系 dso1, dsoz, dso3 和 dsl, ds2, dss 一 般 是 不 同 的 . 

利用 (5.11), (5.12) 和 应 变 张 量 协 变 分 量 的 定义 (5.3), 易 得 


/ 
ds2 一 ds =2 > ， 和 ds2 三 2>》、 sids?,, (5.13) 
gii i gii 


这 里 4 中 的 撤 号 表示 应 变 张 量 的 协 变 分 量 是 在 主轴 下 取 的 . 矩阵 (5) 和 (3,) 在 
主轴 下 具有 对 角形 式 , 所 以 其 逆 矩 阵 .(55) 和 (93) 在 主轴 下 也 具有 对 角形 式 , 并 且 
名 二 1/9, 9 二 1/9i:， 因 此 , (5.13) 中 的 比值 ef/ 和 ehi/9ii 分 别 等 于 ei. = 
= 二 和 el 六 = 让; = 6 (在 这 两 个 表达 式 中 对 i 不 求 和 ), 故 它们 是 应 变 张 量 在 
相应 主轴 下 的 混 变 分 量 . 现在 可 以 把 式 (5.13) 写 为 


ds? 一 dsi = 2(é1ds? + é2ds2 十 Esds3) = 2(é1ds2 + é&2ds2, + &3ds2,). 


这 样 , 连续 介质 的 每 个 点 都 可 以 与 普通 的 笛 卡 儿 正 交 坐 标 系 so1, so2, sos 和 s1, s2 
s3 相关 联 , 前 者 的 坐标 轴 因 介质 运动 而 移动 至 后 者 的 坐标 轴 的 位 置 . 因为 它们 是 和 
卡 儿 正 交 坐 标 系 , 所 以 角 标 的 位 置 (上 或 下 ) 在 这 些 坐标 系 中 无 关 紧要 , 应 变 张 量 在 
这 些 坐 标 系 中 的 相应 分 量 & 和 上 就 是 主 分 量 
应 变 张 量 & 与 & 具有 不 同 的 主 分 量 , 即 6 #6, 但 6; 与 & 
只 吾 尖 昌 ,43 人 的 主 之 间 存 在 着 联系 . 我 们 来 建立 这 一 联系 . 由 (5.13), 对 于 沿 第 
i 个 主轴 取 的 方向 dn,, 有 


2 2 一 Oo2 ds2 
dsi 一 ds0i = 2é; ds?, 
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从 而 2 
28 三 1- EE (5.14) 
类 似 地 有 
ds? —ds2, = 28,032,, (5.15) 
28; = 和 ool: (5.16) 
由 式 (5.14) 和 (5.16) 可 见 &; 关 &, 此 外 , 从 它们 易 得 
2é; =1 2 (5.17) 


1+28 1+28 
这 就 是 我 们 想 建立 的 张 量 & 与 .& 的 主 分 量 之 间 的 关系 . 我们 再 来 确定 沿 主轴 方向 
的 相对 伸 长 因数 1; = (dsi 一 dsoi)/dsoi 与 应 变 张 量 的 主 分 量 之 间 的 联系 ; 由 (5.14) 得 


帮 休 一 
li 和 1 一 28 — |. (5.18) 


li= Vi+28;—1. (5.19) 


公式 (5.18) 和 (5.19) 对 有 限 变 形成 立 . 如 果 变 形 是 无 穷 小 的 , 则 应 变 张 量 8 与 @ 的 
分 量 也 是 小 量 , 于 是 按 级 数 展开 后 , 从 (5.18) 和 (5.19) 得 


让 二 = 名， 


即 在 无 穷 小 变形 的 情况 下 , 沿 主轴 的 相对 伸 长 因数 既 等 于 当前 空间 中 应 变 张 量 @ 的 
主 分 量 , 也 等 于 初始 空间 中 应 变 张 量 & 的 主 分 量 . : 
张 量 主 分 量 的 求法 现在 我 们 回忆 应 变 张 量 的 主 分 量 的 求法 : 为 简洁 起 见 , 取 和 矩阵 


Ge 本 
我 们 将 把 它 理解 为 矩阵 (X5; 一 点 ;) 或 矩阵 (A5; 一 Ei ;), 式 中 为 某 数值 参数 . 矩阵 


C 在 主轴 下 形 如 
入 一 El 0 0 
CC? 一 0 入 一 E2 0 。 
0 0 入 一 E3 


如 果 取 det C* 并 令 它 等 于 零 , 显然 就 得 到 和 的 三 次 方程 
(和 一 El)( 入 一 sz)( 入 一 ss) = 0， (5.20) 


类 似 地 , 由 (5.16) 得 


其 展开 形式 为 
阅 员 RX? 十 了 入 二 五 三 0. 
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这 个 方程 的 根 Xi, 和 2, Xs 就 是 相应 的 应 变 张 量 的 主 分 量 esi, ez, es, 只 要 在 主 坐 标 系 
1, 72, 93 中 组 成 (5.20), 就 可 以 用 这 种 方法 求解 . 

取 不 同 于 主 坐 标 系 的 任意 坐标 系 €1, &2, &3， 并 在 该 坐标 系 中 组 成 矩阵 C. 考虑 
从 访 , 访 , 态 到 上 刀 ,8&2,&3 的 变换 . 矩阵 C 的 元 素 为 两 个 张 量 的 分 量 之 差 , 所 以 也 是 
张 量 的 分 量 . 根据 张 量 混 变 分 量 的 变换 公式 , 得 


C’= (0b.pa))= BCB-. 
由 此 可 见 , det C' = det C, 所 以 方程 (5.20) 或 者 
det(X67; —e%;)=0 (5.21) 


相对 于 坐标 系 的 选择 是 不 变 的 , 应 变 张 量 的 主 分 量 总 是 由 它 的 根来 确定 .在 (5.21) 
中 , 如 果 用 宇 ; 替换 ei ;, 就 得 到 根 &;; 如 果 用 总; 代替 ai ), 就 得 到 根 &;. 方程 (5.21) 
称 为 特征 方程 . 众所周知 , 对 于 对 称 张 量 , 该 方程 总 有 3 个 实 根 . 特征 方程 (5.20) 的 
系数 是 相对 于 坐标 变换 的 不 变量 , 因为 它们 完全 决定 于 方程 的 根 , 即 应 变 张 量 的 主 
值 . 展开 (5.20) 或 (5.21), 得 五 , 五 , 五 的 公式 : 


五 一 El 十 sz 十 E3 = £7 0) 
1 eS 
~ =ele2 + e253 + e361 = zl(e? ao) 一 Et eh (5.22) 
Ts = sls2E3 = det(e'. ;). 


这 样 , 为 了 求 出 应 变 张 量 的 主 分 量 , 应 当 在 给 定 的 坐标 系 刀 , 62, £3 中 组 成 系数 
由 (5.22) 给 出 的 特征 方程 (5.21), 并 求 它 的 根 . 

我 们 把 张 量 & 与 & 的 不 变量 五 , I, 五 分 别 表示 为 六 jo, hs 与 二 ,ho, 方 . 显 
然 , 不 变量 五, jo, js 可 以 通过 &1, sz, ss 来 表示 , 而 六 , 疡 , hs 可 以 通过 &1, so, es 来 
表示 , 又 因为 &; 关 é, 所 以 到 头皮 主 分 量 有 与 之 间 有 联系 , 所 以 不 变量 方 与 记 
之 间 也 有 联系 . 在 无 穷 小 变形 的 情况 下 , &; = é&;, 不 变量 有 与 相等 ， 当 变形 有 限 
时 , 利用 (5.17) 和 (5.22) 易 求 不 变量 到 与 到 之 间 的 以 下 关系 : 

+4 +12h 

1+2n +41 十 813， 

Lb 十 613 
1+2h +41 + 81s" 


五 = 人 十 名 十 名 = 


b=éé2 + é2é3 + ésé1 = 
js 

1 + 2 十 47 二 87 

体积 膨胀 因数 ”我 们 研究 了 当前 状态 与 初始 状态 下 的 线 微 元 ds 与 dso 之 间 的 关系 ， 


现在 求 这 些 状态 下 的 体 微 元 之 间 的 关系 . 在 初始 状态 下 , 沿 应 变 张 量 
的 主轴 取 以 dso1, dso2, dsos 为 边 的 长 方 体 , 其 体积 dW 由 公式 dV = dsol dso2 dso3 


13 =éé2é3 = 
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确定 ， 在 运动 过 程 中 , 与 它 相 对 应 的 是 以 dsl，ds?，dss 为 边 的 长 方 体 ; 其 体积 为 
dV = dsl ds2 dss. 体积 的 相对 变化 量 


dV 一 dW 
4 1 (5.23) 
称 为 体积 膨胀 因数 9. 根据 (5:15); 等 式 (5.23) 可 以 写 为 
(1 + 281)(1 + 282)(1 + 283)—1, (5.24) 
根据 (5.22), 有 
0 Vi+2hot 4is+ 8js—l. (5.25) 
由 定义 , 量 9 是 不 变 的 几何 特征 量 , 其 表达 式 由 公式 (5.25) 给 出 , 它 在 使 用 任何 坐标 
系 时 都 成 立 . 


用 类 似 的 方法 可 以 在 任意 曲线 坐标 系 中 对 平行 六 面体 微 元 引入 量 ;0.: 以 后 将 证 
明 , 公式 (5.23) 所 定义 的 体积 膨胀 因数 与 原始 体积 dVo 的 形状 无 关 . 它 在 变形 有 限 
时 等 于 给 定点 附近 任何 微小 体积 的 相对 变化 > … 

在 无 穷 小 变形 的 情况 下 , 从 (5.24) 和 (5.25) 得 公式 


bs A 


因此 , 应 变 张 量 的 第 一 不 变量 在 变形 无 穷 小 时 可 以 视 为 体积 膨胀 因数 ; 


根据 运动 规律 计算 应 现在 讨论 如 何 根 据 已 知 的 运动 规律 
变 张 量 的 分 量 灯 = 人 人 (5;26) 
地 .27) 
和 观察 者 所 在 空间 z1, z?, z3 的 已 知 度 规 9i 来 确定 应 变 张 量 的 协 变 分 量 si 这 一 
问题 . 我 们 强调 , 在 从 随 体 坐标 系 到 观察 者 所 用 坐标 系 的 变换 中 , 时 间 t 被 视 为 参数 . 
如 果 初 始 状态 对 应 于 介质 在 to 时 刻 的 位 置 , 则 在 初始 状态 从 观察 者 所 用 坐标 系 到 拉 
格 朗 日 坐标 系 的 坐标 变换 由 公式 (5.27) 给 出 . 在 随 体 坐 标 系 中 , 应 变 张 量 的 协 变 分 
量 由 以 下 等 式 定义 0 : 
< 订 二 了 (95 一 9)， 
式 中 0 为 当前 随 体 坐标 系 的 度 规 : 因为 
Bj dé’ dk = gpo dz? dz 
所 以 2) 
Or? 979 
0 = 9pg Bz Be des 
0 这 里 为 了 强调 我 们 是 在 当前 时 刻 的 随 体 坐 标 系 中 考虑 问题 , 故意 把 应 变 张 量 人 的 协 变 分 量 记 


为 二 3; 下 文中 的 记号 6 和 ce ) 有 类 似 含义 . 一 译注 
2) 这 实际 上 是 张 最 的 协 变 分 量 的 变换 公式 一 一 译注 
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因此 , 在 随 体 坐 标 系 中 


1 Or?0r? ,\ 


式 中 的 导数 azm/86" 由 (5.26) 给 出 . 我 们 指出 , 在 一 般 情况 下 无 法 对 “初始 状态 ” 空 

间 的 度 规 55 作出 任何 结论 , 因为 它 在 不 同情 况 下 可 以 用 不 同 物理 方法 引入 . 但 是 ， 

仍然 可 以 通过 选取 “初始 状态 ”下 的 坐标 系 昌 , &2, &3 来 影响 度 规 张 量 的 分 量 2 
如 果 从 观察 者 所 用 坐标 系 到 初始 状态 的 变换 由 (5. 27) 给 出 , 则 在 初始 状态 的 拉 


格 朗 日 坐标 系 中 有 
oe \ Orb Org 
Eij 一 了 7 (5 gpa Oei 爱 )， 


式 中 的 Bz 名 /9en 由 (5:27) 给 出 . 

根据 张 量 6 的 分 量 从 随 体 坐标 系 到 观察 者 所 用 坐标 系 的 变换 公式 , 除了 随 体 坐 
标 系 中 的 公式 (5.28), 在 观察 者 所 用 坐标 系 中 还 有 

(zx) _ 工 。 OEé? OE4 
Eij 2 3 (9% — Jpqg ir Or 乱 ) 
式 中 的 导数 9Em/8z" 由 (5.26) 给 出 . 
位 移 矢 量 考虑 初始 状态 能 够 实际 实现 的 情形 , 这 时 度 规 95 和 95 都 是 欧 几 里 得 度 
规 , 并 且 可 以 引入 位 移 矢 量 w (图 12): 


了 一 70 十 也 (5.29) 


式 中 ro 和 r 分 别 是 连续 介质 的 同一 点 在 初始 时 刻 如 和 当前 时 刻 t 的 径 矢 . 
由 (5.29) 易 得 基 矢 量 e; 与 & 之 间 的 关系 ， 利用 这 个 关系 就 可 以 写 出 应 变 张 量 
的 分 量 si 的 公式 . 把 (5.29) 对 &i 求 导 , 得 


Wm os 
Oe Of OE i eo 
从 而 
6 
ei 一 ei 十 Oe 或 ei ei Ber’ (5.30) 
所 以 
0 ,0w Ow Ow 
和 
0 Ow Ow Ow 
Tot er a 
因此 
人 s Ee Ow + ow Ow 
i eh “下 1 
_1foo ， Ow 、 Ow Ow 
-+ 路 避 - 吕 -第 )、 3D 
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图 12， 位 移 矢 量 图 13. 平面 上 的 极 坐 标 系 


公式 (5.31) 对 于 任意 选取 的 拉 格 朗 日 坐标 6，62, & 都 成 立 , 这 些 也 标 二 般 是 而 线 人 
标 .我们 指出 ,在 分 量 si; 的 表达 式 (5.31) 中 只 含有 位 移 矢量 w 对 坐标 61, 2, 6 的 
一 阶 导数 , 它们 表征 了 连续 介质 的 点 的 相对 位 移 
 。 我 们 已 经 得 到 了 通过 位 移 矢量 表示 应 变 张 量 的 分 量 &i) 的 
的 微分 运 鞭 量 于 后 “公式 ,现在 来 推导 通过 位 移 矢量 wu 的 分 最 表示 应 变 张 量 的 分 
量 < 的 公式 . 为 此 , 必须 确定 如 何 用 矢量 的 分 量 的 导数 来 表 
示 矢 量 的 导数 
显然, 矢量 分 量 的 普通 导数 并 不 决定 矢量 本 身 的 变化 , 因为 从 空间 中 的 一 点 移 
动 到 另 一 点 时 , 基 撩 量 一 般 也 发 生变 化 ， 实 际 上 , 例如 , 在 平面 上 取 极 坐标 系 并 考 
中 大 小 与 方向 在 平面 上 所 有 点 都 不 变 的 矢量 场 4 当 从 平面 上 的 一 点 移动 到 男 一 点 
时 , 矢量 A 不 发 生变 化 , 其 导数 显然 应 当 等 于 零 坐标 EL 和 6? 是 半径 和 极 角 
基 矢量 的 方向 为 ; el 沿 从 坐标 原点 也 发 的 射线 方向 2 沿 圆周 > = const 的 切线 方 
向 . el 和 es 的 方向 在 平面 上 不 同 的 点 是 不 同 的 ,所 以 常 矢量 A 的 分 量 在 平面 上 不 
同 的 点 也 是 不 同 的 (例如 图 .13 中 的 点 B 与 .0), 即 党 矢量 的 分 量 的 导数 不 等 于 夫 
在 笛 卡 儿 符 标 系 中 
Ow _ Du 
zi Ori (ii ex) = 
因为 从 一 点 移动 到 另 一 点 时 , 基 撩 量 el = es jes 太朗 
5 CM 3S » 
号 是 矢量 的 分 的 “在 任意 的 贡 线 坐标 系 中 丰产 市, 基 矢量 e 是 变量 所 以 


协 变 导 数 及 其 性 质 


i Eek; 


荡 二 2 ex 二 wt (5.32) 
显然 , 由 定义 可 以 认为 导数 Sek/a 也 是 矢量 , 它 表 征 曲线 坐标 系 的 性 质 . 按 基 

ej 分 解 此 矢量 , 并 用 记号 TX; 表示 其 分 量 , 有 
“Oex 


和 Diey. (5.33) 
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量 TY, 是 坐标 轴 , 坊 , 太 的 函数 , 称 为 联络 系数 0 2. 以 后 我 们 将 详细 研究 量 Ti,. 根 
据 (5.33), 等 式 (5.32) 成 为 


Ow _ Owr 
On Oni 


式 中 第 二 预 是 对 大 与 j 求 和 . 人 

Ow _ Ow* 

Om Om Om 

ex 的 系数 Bw*/6mi + or 带 有 2 个 角 标 , 这 些 系数 有 一 个 专门 的 记号 Vi tk， 
它们 称 为 矢量 w 的 逆 变 分 量 的 协 变 导 数 3): 


ek + wer = 名 + wrk) ew (5.34) 


(5.35) 


我 们 来 确定 Vw* 的 性 质 . 
在 笛 卡 儿 坐标 系 (mw = xi) 中 , 因为 9ek/6xi = 0, 即 Th = 0, 所 以 有 
Buk Book 
Om Oz’ 
即 矢 量 分 量 的 协 变 导数 与 该 分 量 对 坐标 的 普通 导数 相同 . 
协 变 导数 组 成 张 量 的 分 量 . 实际 上 , 设 ,C2, C3 是 新 坐标 系 ， 和 ;7 ,7 是 有 旧业 
标 系 ， 那么 


Viw* = 三 


_ Ow Om: 
DCF 有 


可 见 , 由 于 w 是 不 变 的 对 象 , 所 以 Buo/8m 像 矢 量 的 协 变 分 量 那样 变换 . 因此 ， 


1 我 们 用 数学 方法 引入 物理 空间 或 相 空间 的 模型 , 其 几何 性 质 的 确定 与 这 些 系数 有 密切 关系 . 对 
于 几何 空间 的 一 般 情况 , 这 些 系数 可 以 用 不 同 的 公式 给 出 . 下 面 只 讨论 欧 几 里 得 空间 、 伪 欧 几 里 得 
空间 与 一 般 的 黎 曼 空间 . 按照 定义 , 这 些 空间 的 系数 看; 由 相同 的 公式 给 出 , 其 中 只 含有 度 规 张 量 
的 分 量 gn 及 其 对 坐标 的 导数 ， 

给 出 Pi; 后 , 在 空间 的 每 一 点 就 可 以 从 矢量 代数 过 渡 到 张 量 分 析 . 在 张 量 分 析 中 , 有 必要 把 矢 
量 与 张 量 从 给 定点 移动 到 空间 的 任何 其 他 点 , 从 而 对 邻近 点 的 矢量 与 张 量 进行 比较 , 进而 把 矢量 
与 任意 阶 张 量 对 坐标 z* 的 导数 构造 为 张 量 . . 

在 任何 维 数 的 空间 中 , 例如 在 应 用 于 经 典 相对 论 的 一 些 四 维 物理 度 规 空间 模型 中 , 下 面 关于 
张 量 使 用 的 那些 结论 和 公式 是 都 成 立 的 . 

记号 ITX; 通常 也 称 为 第 二 类 克 里 斯 托 费 尔 符号 , 后 文中 简称 为 克 里 斯 托 费 尔 符号 . 一 一 译注 

3) Vi 称 为 协 变 微分 算 子 , 下 文中 的 Vi = 95 Vi 称 为 道 变 微分 算 子 . 一 一 译注 
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是 一 个 不 变 的 对 象 .但 按照 (5:34) 和 (5.35), 我 们 有 
T = Vitkeket， 


即 全 是 二 阶 张 量 , 其 混 变 分 量 是 协 变 导 数 V2w*. 

我 们 指出 ;导数 9w*/8mi 不 是 张 量 的 分 量 , 事实 上 , 如 果 把 微分 符号 8/8mi 之 后 
的 wt: 替换 为 它 在 新 坐标 系 中 的 表达 式 

Ww 一 也 订 范 ， 

那么 9n*/8Ci 也 应 该 对 i 求 导 , 所 以 对 于 985 我们 得 不 到 张 量 的 变换 规则 . 

由 协 变 导数 的 定义 显 见 , 标量 y 的 协 变 导数 与 普通 导数 相同 : 

Viop = = 

它 定 义 的 矢量 就 是 标量 场 ” 的 梯度 矢量 . 作为 场 y 的 特征 量 , 我 们 已 经 在 前 面 详细 
讨论 过 这 个 矢量 . 

现在 定义 张 量 的 逆 变 分 量 的 协 变 导 数 . 具体 讲 , 取 二 阶 张 量 互 = Hiteje, 并 
进行 以 下 运算 : 


p= 2 ejek + Hk Ee +Hite; 和 

有 2 ejex + HitT'leier + Hike rhe 

在 第 二 个 求 和 式 中 交换 表示 求 和 的 角 标 ! 与 j, 在 第 三 个 求 和 式 中 交换 ! 与 k, 得 
车 三 (入 a + HIY, + par) ejek = ViEKejek， 

式 中 定义 了 

ViHi* = 2 + HITY, + HiTE, 
它 称 为 二 阶 张 量 五 的 逆 变 分 量 的 协 变 导 数 . 容易 看 出 , 可 以 按照 公式 

= Bre = ViHitejene 
或 | 
Ts = ViHi*eiejer 

或 


Ts 一 ViETkeieiek 


由 二 阶 张 量 引入 三 阶 张 量 . 显然 , 张 量 ZT, T5, Ts 一 般 是 不 同 的 . 
类 似 地 可 以 组 成 任意 阶 张 量 的 逆 变 分 量 的 协 变 导 数 . 
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显然 , 由 协 变 导数 的 定义 ( 它 对 张 量 分 量 的 线性 性 质 ), 逆 变 分 量 之 和 的 协 变 导 
数 等 于 逆 变 分 量 的 协 变 导 数 之 和 : 
Vi 十 wr) = Vi vk 二 Vi we 


现在 证 明 , 乘积 的 协 变 微分 规则 与 乘积 在 普通 意义 上 的 微分 规则 相同 . 设 需 要 
计算 Vi(viw*), 为 此 必须 应 用 张 量 的 逆 变 分 量 的 协 变 微分 规则 , 由 前 面 的 内 容 (84) 
可 知 , 乘积 ww us 于 是 ， 


i Di RN 十 WotT 


Ovi Du 
-人 (器 + or) +v( 名 + wT 


= we Vivi + Vit. 
这 就 证 明了 需要 的 结论 . 任意 数目 分 量 的 乘积 的 协 变 微分 运算 是 完全 类 似 的 . 
现在 讨论 当 矢 量 不 是 由 逆 变 分 量 给 出 , 而 是 由 协 变 分 量 给 出 时 的 协 变 微分 问题 . 
设 w = wje’, 需要 计算 9w /Omi. 这 时 
Ow Du a Oei 
On On 7 On 
”显然 , 就 像 9e;/6mi 那样 , 9ei /8mi 也 是 矢量 , 可 以 按 es 分 解 . 在 欧 几 里 得 空间 及 更 
一 般 情况 下 的 黎 曼 空间 中 , 成 立 公 式 
gej _ 
Om 
式 中 的 Ti, 就 是 前 面 引 入 的 联络 系数 ， 在 欧 几 里 得 空间 和 黎 曼 空间 中 亦 称 克 里 斯 托 
费 尔 符号 . 为 了 证 明 (5.37) 成 立 , 取 标 积 


(5.36) 


一 TYiek， (5.37) 


j .er 二 
@ .ek 一 傣 . 


此 等 式 在 空间 中 所 有 点 都 成 立 . 对 坐标 mi 求 导 , 得 
和 ek +ei. (Thie) 一 


在 最 后 的 求 和 式 中 , 只 有 与 ! = ; 相对 应 的 项 才 不 等 于 零 , 所 以 


这 个 公式 显然 等 价 于 (5.37). 利用 (5.37), 公式 (5.36) 成 为 


Ow _ Ow; 了 7 大 
Bi i @ — wile . 


nm 
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在 最 后 的 求 和 式 中 , 把 表示 求 和 的 角 标 7 与 ,上 互 换 , 得 
党 (名 ~ ) wwe 


表达 式 Bw;/6mi 一 wrI$ 就 定义 了 矢量 的 协 变 分 量 的 协 变 导数 : 


类 似 地 可 以 引入 任何 张 量 的 协 变 分 量 的 协 变 导数 . 
我 们 指出 , Viwi 与 Viw’ 分 别 是 同一 个 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 与 混 变 分 量 : 
T= 六 ei= Viwele' = Viwieje' 
由 此 可 知 , 尽管 度 规 张 量 的 分 量 9;; 与 93 依赖 于 小 , 72, 9, 但 是 对 于 协 变 微分 运算 
言 , 它们 应 当 相当 于 常量 . 换言之 , 可 以 把 它们 放 入 符号 -Vi 或 者 从 其 中 提出 而 不 
改变 结果 . 其 实 , 作为 同一 个 张 量 的 不 同 分 量 , Vi wz 与 Viw 之 间 存 在 着 联系 : 


Viw = 9 Vw (5.38) 

而 

wi = gikawk, (5.39) 
所 以 

Vi(g rwk) = gi Vi we, 

即 

Vg =0. 
如 果 用 wk = gk;Virw’ 代替 (5.38), 用 w=-gkywi 代替 (5.39), 类 似 地 可 得 

Vi gik 一 .0: 


克 里 斯 托 费 尔 符 号 的 ”现在 详细 研究 欧 几 里 得 度 规 空间 中 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 计算 
问题 , 并 阐明 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 性 质 . 我 们 指出 , 还 存在 比 
欧 几 里 得 空间 或 黎 曼 空间 更 复杂 的 空间 , 其 克 里 斯 托 费 尔 符 
号 不 是 计算 出 来 的 , 而 是 给 定 的 , 且 给 定 方法 就 包含 在 该 空间 的 定义 中 . 
克 里 斯 托 费 尔 符号 不 是 某 个 张 量 的 分 量 . 例如 , 以 下 讨论 即 给 出 这 个 结论 . 在 同 
一 空间 中 , 克 里 斯 托 费 尔 符号 在 笛 卡 儿 坐标 系 中 等 于 零 , 而 在 曲线 坐标 系 中 不 等 于 
零 . 显然 , 张 量 的 分 量 不 可 能 具有 这 样 的 性 质 . 
在 欧 几 里 得 空间 中 , 克 里 斯 托 费 尔 符号 对 下 标 是 对 称 的 : 


i mi 
ri = i. 
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现 证 明之 . 在 欧 几 里 得 空间 中 , 径 矢 (71，72，73) 总 是 存在 的 , 并 且 ej; = 8r/8mi. 
六 Oe; Or O2r Oer 
Br Br By ~ Om, wi 
所 以 TT: jkEi 一 Tkjei. 
现在 给 出 用 度 规 张 量 9 的 分 量 来 计算 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 公式 ， 在 黎 曼 空间 
中 ， 克 里 斯 托 费 尔 符号 对 下 标的 对 称 性 是 由 定义 给 出 的 ， 所 以 下 面 得 到 的 Ti， j; 的 公式 


(5.41) 在 黎 曼 空间 中 也 成 立 . 
取 关 系 式 和 
sOe; Oes 

由 此 得 9 

3 二 于 9 ; 一 Tel es = Thg,s. 
类 似 地 9 

Fn _ 和 ‘Ek 一 Ter “Cs 二 Thjg1s: 
把 这 两 个 等 式 相 加 , 应 用 克 里 斯 托 费 尔 符号 对 下 标的 对 称 性 、 等 式 (5.40) 以 及 

短 .4+ 簿 a- 物 : 
得 
BO9js Oges _ Ogjk _ om! 


On Oni Ons jkQIs: 
取 最 后 一 个 关系 式 与 gi3/2 的 缩 并, 就 得 到 需要 的 公式 


| /Bg, Bg 0g; 
二 39 (发 十 2 = De) (5.41) 
用 位 移 矢量 的 分 量 表现 在 回 到 公式 (5.31) 并 推导 用 位 移 矢 量 的 分 量 表示 应 变 张 
示 应 变 张 量 量 的 分 量 的 公式 . 位 移 矢 量 w 既 可 以 按照 当前 的 基 6; 分 解 ， 


也 可 以 按照 初始 的 基 é; 分 解 , 所 以 相应 地 可 以 引入 同一 个 矢 
量 w 的 两 种 分 量 六 与 以 , 即 
大 


Ww = keEk = WER. 


也 可 以 引入 两 种 协 变 导数 : 
让 = Vi DeEk， (5.42) 
= VDEk， (5.43) 


oOéi 
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第 一 种 协 变 导数 是 在 初始 空间 中 计算 的 , 其 克 里 斯 托 费 尔 符号 用 名 计算 ; 第 二 种 
协 变 导数 是 在 当前 空间 中 计算 的 , 其 克 里 斯 托 费 尔 符号 用 95 计算 . 把 (5.42) 代入 
(5.31) 的 第 一 个 等 式 , 得 


6 一 3 DG; + (VS) (VEY 
利用 度 规 张 量 的 分 量 可 以 放 入 协 变 导数 符号 内 而 不 改变 结果 的 性 质 , 有 


&j = 5 久 十 多 二 十 训 二 证) (5.44) 
类 似 地 , 利用 (5.43) 和 (5.31) 的 第 三 个 等 式 ,可 得 
ij 二 2 Dj + YD = Vk VY DS): (5.45) 
在 无 穷 小 相对 位 移 的 情况 下 , 忽略 |w| 的 平方 项 , 得 
i 2 去 十 负 二 ) = 3 Di sy). (5.46) 


显然 , si 等 于 张 量 Vi wjyeie’ 在 对 称 化 运算 后 所 得 张 量 的 分 量 . 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 


“(本 + 本 让 
Oni Ori 


我 们 强调 , 只 有 在 对 运动 介质 的 所 有 点 都 能 引入 位 移 矢量 w 的 时 候 , 应 变 瀛 量 

分 量 的 公式 (5.31) 和 (5.44) 才 成 立 , 而 利用 ds? 和 ds8“ 的 度 规 按照 公式 (5.3) 或 
(5.28) 定义 的 应 变 张 量 及 其 分 量 与 存在 位 移 矢量 的 候 设 是 无 关 的 . 
. 再 的 对 称 性 ,应变 张 量 的 9 个 分 量 中 只 有 '6 个 分 量 不 同 | 
论 协调 方程 的 存在 性 ， 在 空间 中 的 给 定 吉 ; 它们 可 以 是 任意 的 数 : 当 在 在 位 移 好 时 ， 
这 6 个 分 量 按照 (5.44) 通过 9 个 导数 Wi 来 表示 . 然而 , 己 不 可 能 是 空间 &1, 62， 
ea 的 点 的 任意 函数 , 因为 由 上 述 公式 (5.44), 自 变量 为 61, &2, ks 的 6 个 函数 eu 仅 
通过 自 变量 为 El, &2, ts 的 3 个 函数 ws 来 表示 . 因此 , sy 应 当 满足 一 定 的 方程, 它 
们 称 为 应 变 的 协调 方程 

只 有 存在 位 移 矢量 w, 亦 即 只 有 连续 介质 的 当前 状态 与 初始 状态 都 属于 欧 几 里 

得 空间 , 才 应 当 存在 协调 方程 = 所 以 ,我们 先 讨 论 欧 凡 里 得 空间 的 条 件 
众所周知 克 里 斯 托 费 尔 符号 I 不 是 某 个 张 量 的 分 量 ; 在 三 
友和 打 失 费 宁 符号 的 。 维 空间 中 它们 由 27 外 量 组 成 7 对 于 欧 刀 里 得 空间 ;我 们 在 前 
面 得 到 的 公式 (5.41) 给 出 了 克 里 斯 托 费 尔 符号 与 度 规 张 量 的 
分 量 之 间 的 关系 . 按照 定义 , 这 个 公式 对 黎 曼 空间 亦 成 立 ， 

设 P 和 分 别 表示 举 标 系 六 和 6 的 克 里 斯 托 费 尔 符号 ; 我 们 来 建立 克 里 
斯 托 费 尔 符号 在 坐标 系 ti 变换 为 坐标 系 六 时 的 变换 公式 显然, e/ 一 6 069/ 
把 这 个 等 式 对 wp 求 导 , 考虑 到 


Oe’ 
PT L'%eo, 和 示 妈 pew 二 


CUM 
rote 
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(因为 es, = ey6n/66”), 得 


ma _ {re OmMOE OE 826 Om 
ee (2 琵 于 古 + 页 打车 )% 
取 此 等 式 两 边 与 e”Y 的 标 积 , 即 得 所 求 公 式 1 
fu Oe OE Ee \ Om 
Rr ) a 
满足 T% = 0 的 坐标 ”能够 求 出 这 样 的 坐标 系 mi, 使 所 有 [TY 都 等 于 零 吗 ? 
系 的 方程 在 欧 几 里 得 空间 中 可 以 引入 适用 于 全 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 
系 , 其 中 gik = const, 所 以 在 空间 中 的 所 有 点 TY = 0. 在 黎 
曼 空间 中 的 情况 则 有 所 不 同 . 我 们 来 写 出 确定 所 有 系数 Te ， 均 为 零 的 坐标 系 的 方程 
因为 det(8mWB8t“) 关 0, 所 以 , 只 有 成 立 等 式 
ate BE Oze® 
op Br Or + Bio 
所 有 [3 才 可 能 等 于 零 . 在 黎 曼 空间 中 , 在 给 定 的 某 一 点 总 可 以 使 这 些 等 式 得 到 满 
足 , 即 总 可 以 引入 新 坐标 7, 使 点 总 所 对 应 的 点 大 处 所 有 I = 0. 显然 , 为 此 只 
要 取 2 


=0,，w, i j=1, 2,3, (5.47) 


Le 可 1 ww 
各 一 给 = 钨 他 一 骸 ) 一 5Fose( 一 内 )08 一 驹 十 … 


可 以 引入 这 样 的 坐标 系 , 使 TY = 0 在 给 定 曲线 上 的 所 有 点 都 成 立 ( 费 米 坐 标 ). 
为 了 证 明 这 个 有 趣 而 且 有 用 的 命题 ,只 要 指出 一 种 方法 来 构成 这 样 的 坐标 系 Ci 即 
可 , 此 时 在 给 定 的 任意 曲线 C 上 的 所 有 点 都 成 立 等 式 


ry =0. (5.48) 


如 果 考 虑 欧 几 里 得 空间 , 那么 在 引入 笛 卡 儿 坐 标 系 后 , 等 式 (5.48) 不 仅 在 曲线 
C 上 成 立 , 而 且 在 空间 的 所 有 点 都 成 立 . 因此 , 应 当 只 在 黎 曼 空间 中 检验 等 式 (5.48) 
沿 曲线 C 成 立 , 这 时 (5.51) 中 的 分 量 R;。% 并 非 都 等 于 零 . 

在 ” 维 黎 曼 空间 的 情况 下 , 对 于 无 穷 小 体积 内 的 所 有 点 , 以 及 曲面 上 维 数 高 于 
1 的 任意 微 元 , 等 式 (5.48) 都 不 可 能 精确 成 立 . 

设 曲 线 C 的 方程 在 最 初 的 坐标 系 zi 中 具有 以 下 形式 : 


z° 一 pe(z)， Q 一 2，3，… ，71 


D) 所 得 变换 公式 与 条 件 (5.47) 独立 于 定义 (5.41), 它们 仅仅 是 把 公式 (4.6) 和 (5.33) 应 用 于 原 坐 
标 系 与 变换 后 的 坐标 系 之 后 的 结果 . 为 简单 起 见 , 以 后 认为 Tese=TS, 所 以 公式 (5.41) 对 于 度 规 
空间 成 立 . 

2) 式 中 省 略 了 六 一 小 的 高 阶 项 , 而 ro%g 表示 坐标 系 &: 中 Tg 在 点 局 的 值 . 一 一 译注 
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且 函 数 pr(z!) 定义 于 用 恰当 方式 选取 的 二 些 区 间 内 的 所 有 点 iw. 完成 坐标 变换 


CE 


后 我 们 得 到 , 曲线 C 在 坐标 系 &: 中 对 应 于 


t2 = =.= =0 
和 变量 . 显然 , 在 坐标 系 &: 中 曲线 C 与 坐标 线 &+ 重合 
克 里 斯 托 费 尔 符 号 的 变换 可 以 写 为 


0 7 _TA Oé? 069 和 O2Ek 

Bm 各 Pa Or Om OmOm 
因为 det(8E*/8m”) 关 0, 所 以 若 等 式 (5.47) 对 于 所 有 w = 1, 2, …, n 和 固定 的 角 标 
i 都 成 立 , 则 亦 成 立 


首先 考虑 从 坐标 系 志 到 坐标 系 形 的 如 二 变换, 使 得 坐标 系 关中 对 于 所 有 大 与 
除 =j= 1 之 外 的 所 有 i 和 j 都 成 立 T' = 0: 
引 二 只 十 本 一 区 所 T++( 斤 二 DPhct bP] 机 
(5.49) 
6° = be — 3 ObRTS, + (BT be), EBL pp + Fe， 


式 中 , x, jp, Xx,v 与 a 取 值 2,3,…, n; 妨 (中 ), 态 ( 吧 ) (det(58) 闪 0) 为 过 的 函数 ;FF 
与 Fe 为 四 与 mw 的 任意 函数 ,并 且 当 we 趋 于 零 时 它们 像 1 的 高 于 三 阶 的 无 穷 小 
量 那 样 趋 于 零 . 显然 , 沿 曲线 C 有 


i 


在 式 (5.49) 中 , 可 以 认为 量 (8i) 等 于 ,%(m) 在 曲线 .C .上 的 值 : 把 (5.49) 中 的 
6(I) 代入 条 件 (5.47)， 即 得 函数 站 (71) 与 怒 ) 的 方程 . 


先 把 条 件 i(5:47) 改写 为 
BO2e° 多 -Ko Rr Or Wl 
BO DD BD i i Br 
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由 式 (5.49) 可 知 , 在 曲线 C 上 成 立 以 下 等 式 : 


A =0 

On ON? nOn d71 

at" _0 oe Fe 0 

On ”br 和” (80)2 0 On*On dh 
Eee 

二 —[bu buTo, + (blbk + blbt) To + blbLT]. 


把 导数 在 C 上 的 这 些 值 代入 (5.47), 得 以 下 结论 : 
对 于 w =a, i= x, j= Xx, 式 (5.47) 恒 成 立 ; 
对 于 w=i=1,7= wx 或 者 w=j=1,i= x, 有 


db! j 
a > —T1yb%; 


对 于 w= a,i=1,7= x 或 者 w=a,i= wx,j=1, 得 
db® 
dn 

从 所 得 微分 方程 确定 出 丰 . 与 be 后 , 再 利用 式 (5.49) 就 得 到 从 变量 如 至 ;i 的 

一 系列 变换 , 使 曲线 C 上 除了 符号 Pt (k = 1, 2, …,; n) 可 能 不 为 零 外 , 其 余 所 有 
符号 T'S 均 为 零 . 为 了 从 坐标 系 地 ; 变换 至 这 样 的 举 标 系 4*, 使 所 有 符号 了 4 在 曲线 
C 上 均 为 零 , 方程 (5.47) 在 曲线 C 上 的 形式 应 为 


2， 


= 一 TY. 约 


wom On Om _ 


为 了 得 到 满足 这 些 方程 的 变换 , 令 
”m= 

当 i 关 1 或 j 关 1 时 方程 (5.50) 恒 成 立 , 而 当 i = j = 1 时 得 
THY +f =0, TR(F)?+ (9°)" =0. 


把 ri(m) 的 自 变量 四 替换 为 /(C1) 并 求解 这 些 方程, 我 们 就 得 到 一 个 确定 的 
变换 , 使 问题 得 到 解决 . 按 顺 序 应 用 上 述 每 一 步 变换 , 即 得 从 zi 到 ci 的 总 体 变换 
我 们 指出 , 所 得 结果 与 公式 (5.41) 以 及 空间 的 原始 度 规 都 是 无 关 的 , 重要 的 只 


§5. :变形 理论 .59 . 


是 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 对 称 性 T = TA 和 i:T 的 变换 公式 ， 

在 曲线 C 上 , 每 个 张 量 在 坐标 系 4: 中 的 所 有 一 阶 协 变 导 数 显然 与 普通 导数 相 
同 . 张 量 沿 曲线 C 不 变 的 条 件 归 结 为 它 在 坐标 系 对 中 的 分 量 沿 该 曲线 不 变 . 

如 果 曲 线 0C 是 封闭 的 或 者 具有 自 交 点 ; 那么 沿 :CG: 环 绕 并 回 到 出 发 点 或 者 自 交 
点 后 , 坐标 从 与 基 矢 量 ek(G) 的 值 一 般 而 言 将 不 同 于 初始 值 ; 显然 ;此 时 尽管 在 坐 
标 系 C: 中 常 矢量 与 常 张 量 在 曲线 CG 士 具 有 相同 的 分 量 ; 但 是 它们 在 沿 该 曲线 环绕 
后 将 不 同 于 初始 的 矢量 与 张 量 ; 由 此 还 推出 ; 在 点 ;AM 相等 的 两 个 张 量 沿 不 同 的 上 述 
曲线 移动 至 另 一 点 NN 后 , 其 值 将 不 再 相等 ; 可 以 证 明 ;这些 结果 与 非 欧 几 里 得 空间 的 
性 质 有 重要 的 关系 . 

在 黎 曼 空间 中 , 对 于 度 规 张 量 的 分 量 恒 成 立 等 式 Vi gj = 0. 在 坐标 系 C* 中 , 沿 
曲线 C 有 Vk 9i; = Ogi;/Ock = 0， 因此 在 坐标 \C* 下 沿 'C 有 gij (CR) = -er €7 = const. 
由 此 推出 , C 上 诸 点 的 基 矢 量 e;(C*) 与 ei(C*) 组 成 一 个 不 变 的 系统 , 它 在 沿 C 移动 
时 只 能 如 刚体 一 般 旋转 . 

由 符号 了 4 的 一 般 变换 容易 看 出 , 每 个 线性 变换 


人 


也 使 坐标 6* 下 的 符号 5 在 曲线 C 上 等 于 零 , 式 中 的 由 为 常 系数 . 适当 选取 实 系 
数 ai, 可 以 在 坐标 系 4* 中 沿 曲线 C 满足 以 下 等 式 : 当 ;过 7 时 于 让 而 二 
(符号 取决 于 度 规 的 符号 差 ) 在 一 般 情 况 下 , 只 有 曲线 ,C 下 的 在 意 络 定 直 才 能 够 在 
意 地 给 出 相应 基 矢量 系 的 方位 . 

如 果 要 求 等 式 全.47) 在 整个 空间 都 成 立 , 即 要 求 空间 是 欧 几 
欧 几 里 得 空间 的 条 件 里 得 空间 (或 者 伪 欧 几 蜂 得 这 间 , 或 者 - 般 地 雪 录 能够 引入 
坐标 z*, 使 0, 在 整个 空间 成 为 常量 ); 这 些 等 式 就 是 用 于 确定 在 整个 空间 从 当前 从 
标 系 6 到 笛 卡 儿 坐 标 系 站 的 变换 的 微分 方程 组 .该 方程 组 在 一 般 情况 下 是 不 可 积 
的 . 欧 几 里 得 空间 或 伪 欧 几 里 得 空间 的 条 件 与 微分 方程 组 (5.47) 的 可 积 性 条 件 相同 
我 们 来 写 出 这 个 条 件 . 为 此 , 把 (5.47) 对 淡 求 导 ; 再 利用 (5.47) 从 所 得 等 式 中 消去 
二 阶 导数 , 有 


0 eC De 
On Om Om Om Om 
交换 表示 求 和 的 角 标 s 与 8 以 及 角 标 万 与 ;并 利用 符号 Tw 对 下 标的 对 称 性 , 得 
其 他 类 似 的 等 式 : 


三 :0， 


DFTw 
B A] 
( Be SS ITXarT2。 了 rer) 


KO Ci ja 
Om Om Om Om Om Om 


把 相应 等 式 相 减 消去 三 阶 导 数 后 , 再 利用 从 #5 到 : 塌 的 变换 的 行列 式 不 应 为 零 的 性 


0. 


(2) Wd 
(ry =r) 
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质 , 即 得 方程 组 (5.47) 可 积 的 充分 必要 条 件 ,其 形式 如 下 人: 
a olap _ DI2。 
Rgsa: Os 可 人 
对 于 欧 儿 里 得 空间 , 这 些 等 式 在 任何 华 标 系 中 都 应 当成 立 . 如果 空 间 既 不 是 欧 儿 里 
得 空间 , 也 不 是 伪 欧 几 里 得 空间 , 则 等 式 (5.51) 不 成 立 
ee 在 黎 曼 空间 的 一 般 情况 下 , 用 这 种 方法 引入 的 重 ;< 可 以 
条 呈 一 充 星 玫 托 各 尔 视 为 一 个 四 阶 张 量 的 分 量 ， 为 了 证 明 这 个 结论 , 取 某 可 微 和 
量 a, 并 考虑 下 面 两 个 张 量 


T=VY;YV: a*eoe'iei, T*=Y, Viaseaueie1， 
显然 , 一 般 工 关 T*, 直接 计算 差 全 一 并 *, 得 
T-T*=R,; 


s + TY TI 25 一 ToT2A， 一 一 0. (5.51) 


几 
ieae iei, 


因为 工 -T* 是 张 量 , 而 a 是 任意 矢量 , 所 以 Ri;;? 应 当 像 四 阶 张 量 的 分 量 那样 变 
换 . 这 个 张 量 称 为 黎 曼 一 克 里 斯 托 费 尔 张 量 或 者 空间 的 曲率 张 量 . 
欧 几 里 得 空间 的 黎 曼 一 克 里 斯 托 费 尔 张 量 恒 等 于 零 ， 在 欧 几 里 得 空间 中 , 重复 


进行 协 变 微分 运算 的 结果 与 运算 次 序 无 关 ” 
黎 曼 一 克 里 斯 托 费 尔 张 量 的 协 变 分 量 为 
用 度 规 张 量 的 分 量 表 
示 黎 曼 一 克 里 斯 托 费 ijur = gavR ij 
尔 张 量 的 分 量 Ont -Or ,nw 
7 Ber + gg (TwopjT ovi = PopiTav;), (5.52) 
Ee 1 Ogoy Ogjy Ogo; 
3 ( a + Gee Re ) 


1 等 式 (5.51) 的 必要 性 是 显然 的 , 充分 性 可 证 明 如 下 . 把 方程 (5.47) 写 为 82€%/8mi8ni= 六 三 并 
的 形式 (因为 res = TS。). 由 等 式 (5.51) 可 知 


fj dm = dQ?, fdn: = dQy, (*) 


式 中 的 dQ? 是 函数 Q? 的 全 微分 , 对 (*) 进行 积分 即 得 该 函数 . 由 式 (*) 可 知 , 微分 形式 @? dm 
是 全 微分 , 因为 98?/6m = 9899?/8m = 贞 . 根据 (5.47), 可 以 认为 Q? = 66%8m. 因此 , 只 要 对 等 
式 dt” = (68%/6mi) dm = QY drm 进行 积分 , 就 能 得 到 满足 方程 (5.47) 的 函数 如 (mk). 
2) 角 标 的 位 置 与 H. 外 尔 在 其 著作 (Weyl H，Space-Time-Matter. London: Methuen, 1922) 中 使 
用 的 分 量 记号 R;;。% 相应 , 此 后 大 多 数 其 他 作者 也 在 教材 和 科学 文献 中 这 样 使 用 . 
3) 为 了 更 全 面 地 揭示 问题 的 本 质 , 最 好 注意 以 下 等 式 : 
0 /Oa i\V jj_ 0 /Oa Ni_uu au ii 
T= B27 (站 ce = 7 Cok = VY; Via*eae'e). 
然而 对 于 黎 曼 空间 ， 有 TT* = Vj Viareoeiei= VY, Vjareaeiel. 
外 记号 Tvaj 通常 称 为 第 一 类 克 里 斯 托 费 尔 符号 , 显然 Tyoj = 9suT3;. 一 一 译注 
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在 任何 给 定点 都 能 选取 使 Tvaj = 0 的 坐标 系 , 但 是 Ta) 的 导数 在 非 欧 几 里 得 
空间 中 不 等 于 零 , 所 以 在 这 样 的 坐标 系 zi 中 ,对 于 黎 曼 一 克 里 斯 托 费 尔 张 量 的 分 量 
总 可 以 写 出 以 下 公式 : 

a 1 O2g,; O2g,,; Og O2g,; 
Ri = 2\Oridr Oridr Brio0r Oriore | 
魏 曼 一 克 里 斯 托 费 尔 ”从 这 些 公式 直接 推出 以 下 对 称 性 : 
张 量 的 分 量 的 对 称 性 iit 一 Rase 0, 
Rijnv Ea —Rijvp) Rijvw = 0i 
Hy = jvijy Ryiip + Rjv 十 Rsy 一 人 10: 
根据 张 量变 换 的 性 质 , 这 些 对 称 性 在 任何 坐标 系 和 空间 的 任何 点 都 成 立 . 我 们 指出 ， 
这 里 列 出 的 对 称 性 并 非 都 是 相互 独立 的 . 
在 三 维 空间 中 (n = 3) 黎 曼 一 克 里 斯 托 费 尔 张 量 只 有 6 个 独 
n 一 3 时 黎 曼 ” 克 里 立 分 量 , 它们 在 黎 曼 空间 的 一 般 情况 下 可 能 不 等 于 零 / 彻 如 


全 全 次 外汇 量 的 独立 下 分 量 就 是 这 样 的 独立 分 量 


Ri212, Ris13, R2323, Ri213, R2123, “Ral32: (5.53) 


可 以 用 以 下 方法 列 出 这 些 分 量 . 根据 上 述 对 称 性 , Riii; = 0. 如 果 角 标 中 只 有 2 
个 不 同 , 则 对 于 固定 的 2 个 角 标 , 所 有 分 量 都 通过 1 个 分 量 即 可 表示 出 来 . 因此 , 在 
n 二 3 且 角 标 中 只 有 2 个 不 同 的 情况 下 , 仅 有 3 个 独立 分 量 , 例如 在 (5.53) 中 列 出 的 
分 量 . 如 果 有 3 个 角 标 不 同 , 则 在 n = 3 时 , 在 分 量 的 4 个 角 标 中 总 有 2 个 是 相同 
的 . 对 于 非 零 分 量 , 这 些 相等 的 角 标 不 应 同时 位 于 前 面 或 后 面 的 2 个 位 置 , 可 以 认为 
它们 位 于 第 一 和 第 三 个 位 置 . 当 相同 的 角 标 固定 时 , 只 有 1 个 分 量 Ri 是 独立 的 . 
所 有 这 样 的 独立 分 量 共 有 .3 个 , 它们 都 已 经 在 (5.53) 中 列 出 . 

网 几 里 得 空间 的 条 件 是 黎 曼 一 克 里 斯 托 费 尔 张 量 等 于 零 . 黎 曼 一 克 里 斯 托 费 尔 
张 量 等 于 零 的 条 件 , 即 欧 几 里 得 空间 和 伪 欧 几 里 得 空间 的 条 件 , 等 价 于 表示 6 个 分 
量 (例如 (5.53)) 等 于 零 的 6 个 方程 . 

不 难看 出 , 同 四 阶 张 量 Rao 一 起 还 可 以 引入 一 个 二 阶 张 量 
里 奇 张 量 与 外 尔 张 量 其 分 量 R 等 于 
Riv = 玫 作 on， 
即 把 Rijw 的 角 标 7 升 标 , 令 了 等 于 几 再 对 进行 缩 并 . 由 对 称 性 显然 可 见 ; 如 果 
对 两 侧 的 角 标 进行 上 述 运算 , 也 将 得 到 同一 个 张 量 . 这 样 组 成 的 二 阶 张 量 称 为 里 奇 
张 量 . 


把 里 奇 张 量 对 v 进行 缩 并 后 得 到 的 标量 RY = R 称 为 黎 曼 空间 的 曲率 . 对 于 
欧 几 里 得 空间 与 伪 欧 几 里 得 空间 , 显然 Rijkt = 0, Ri; = 0, R = 0, 所 以 欧 几 里 得 空 
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间 与 伪 欧 几 里 得 空间 称 为 平坦 空间 . 
容易 看 出 , 在 n 维 黎 曼 空间 中 可 以 按照 等 式 


1 
Wijkt = Rijki — 7 (Rikgi + Rjigir — Rigk; — Rkj9ia)+ 
引入 分 量 为 Wijis 的 四 阶 张 量 . 张 量 
Ws= Wijre'eiere! 


称 为 外 尔 张 量 . 分 量 Wijk: 具有 与 分 量 Rijrt 相同 的 对 称 性 , 此 外 , 对 角 标 大 的 以 下 
缩 并 也 等 于 零 : W; 全 = 0, Wiii* = 0. 一 般 而 言 , 外 尔 张 量 仅 当 n > 4 时 才 不 为 
零 . 考虑 到 其 对 称 条 件 , 外 尔 张 量 在 二 维 与 三 维 情况 下 恒 等 于 零 . 在 广义 相对 论 的 四 
维 黎 曼 空间 中 , 一 般 Wii 关 0, 外 尔 张 量 不 为 零 . 

令 4 = 洒 , B = kL 六 阶 矩 阵 Was 的 代数 性 质 , 包括 其 标准 形式 , 表征 着 黎 曼 
空间 (特别 当 Ri = 0 时 ) 的 重要 特征 . 


应 变 的 协调 方程 应 变 张 量 的 分 量 由 等 式 
2eap a 9ap 0ap 


定义 . 在 存在 位 移 矢 量 w 的 条 件 下 , 两 个 二 次 型 
ds? = 9ap dé® dt2， ds 三 Gap dé™ dé® 
确定 了 欧 几 里 得 空间 中 线 微 元 长 度 的 平方 . 因此 , 由 基本 张 量 5 与 $s 组 成 的 黎 
曼 一 克 里 斯 托 费 尔 张 量 应 当 等 于 零 , 这 给 出 方程 
Bijpw = 0， Rijyw =0. 
在 实践 中 通常 可 以 认为 , 物体 在 当前 状态 下 位 于 欧 几 里 得 空间 , 于 是 忘 , =0 对 9 i 
成 立 . 那么 , 因为 各 = 后; 一 2eij, 所 以 方程 忘 jw = 0 是 应 变 张 量 分 量 的 方程 , 称 为 
应 变 的 协调 方程 . 利用 公式 (5.52), 它们 可 以 容易 地 写 为 展开 的 形式 . 例如 , 如 果 在 


当前 应 变 状态 选取 笛 卡 儿 直线 (一 般 非 正 交 ) 坐标 系 , 则 86。s7886; = 0, 所 以 协调 方 
程 ;jjy = 0 可 以 写 为 


已 
mm 9 — gagjk) 


O2e,s O2e,j O2ei O2e,; 
0 
式 中 
asaov De 6cui 
Goya = OE 十 Dec atr 》 


而 分 量 g"” 定义 为 以 gw 一 2eaw 为 元 素 的 矩阵 的 逆 矩 阵 的 元 素 ， 


(5 ) 一 (bo 2ccw) 一 . 
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当初 始 状态 的 拉 格 朗 日 坐标 系 是 直线 坐标 系 且 :总 5 = const 时 ,协调 方程 关 yj 二 i0 
可 以 类 似 地 写 出 . 

方程 (5.54) 是 6 个 函数 eag(€1，&?, &3) 的 二 阶 偏 微分 方程 , 对 二 阶 导 数 是 线性 
的 ; 对 一 阶 导数 是 非 线性 的 . 

当 角 标 i, j, u,v 遍 取 1, 2, 3 中 所 有 可 能 的 值 时 , 方程 组 -5.54) 只 由 6 个 独立 
的 方程 构成 . 显然 , 把 si 通过 wa 表示 的 公式 (5.45) 是 协调 方程 组 (5.54) 的 通 解 . 
无 穷 小 变形 的 协调 广 在 无 穷 小 变形 的 情况 下 , 协调 方程 (5.54) 的 形式 为 
程 Oevi Oep; 1 Oep Olev 
BeiOtr OiQtr ”550 和 856 
这 些 方程 称 为 圣 维 南 协调 方程 . 直接 把 公式 (5.46) 代入 方程 (5.55) 即 可 验证 , 对 于 
任意 :3: 个 函数 vi 公式 :(5.46) 都 是 (5:55) 的 通 解 : 

在 无 穷 小 变形 的 情况 下 , 协调 方程 (5.55) 是 si 的 6 个 独立 的 二 阶 线性 偏 微分 
方程 . 

这 样 , 如 果 对 连续 介质 的 初始 状态 与 当前 状态 可 以 引入 和 位 移 矢 量 w; 就 应 当成 
立 协调 方程 , 并 且 si 通过 w 的 分 量 的 表达 式 可 以 视 为 这 些 方程 的 通 解 . 

现在 详细 研究 连续 介质 在 运动 时 发 生变 形 的 几何 描述 . 

二 首先 考虑 刚体 的 运动 . 取 刚 体 的 任意 两 个 位 置 I 与 I (图 :14); 
刚体 运动 时 的 变换 设 jy 与 MX 是 刚体 任意 同一 个 点 的 两 个 位 置 . 利用 刚体 的 平 动 
可 以 使 点 M' 与 点 M 重合 . 我 们 知道 , 当 刚 体 的 某 一 点 M 不 动 时 , 刚体 的 任何 运动 
都 是 围绕 经 过 点 M 的 某 个 轴 的 
简单 旋转 . 

在 位 置 I 取 原 点 位 于 点 M 
且 冻 结 于 刚体 中 的 坐标 轴 zl, zx?， 
z3. 在 位 置 II 它们 移动 至 轴 yy 人 1， 
如， wa 而 原点 移动 至 点 M' ( 见 
14). 用 访 , ,六 表示 轴 z 
y2, zy3 从 点 M' 平移 至 点 M 后 
的 位 置 . 从 zi 到 yi 的 旋转 变换 14， 刚 体 运动 时 的 变换 
可 以 写 为 六 = ci;zi, 其 中 (ci;) 

是 对 刚体 所 有 的 点 都 相同 的 正 交 矩阵， 因此 ,刚体 的 任意 运动 (不计 平 动 ) 对 应 于 某 
个 正 交 变换 . 

现在 设 物体 能 够 变形 , 这 时 出 现 的 变换 具有 最 一 般 的 形式 ， 我 们 只 假设 此 变换 

满足 对 坐标 的 单 值 性 、 连 续 性 和 可 微 性 . 
es 如 果 考 虑 连续 介质 物质 点 M 的 无 穷 小 邻 域 , 则 精确 到 一 阶 
连 和 分 奈 微 元 运动 时 人 量 可 以 认为 该 变换 是 仿 射 变换 .我 们 来 证 明 这 个 结论 . 在 时 
刻 如 ; 拉 格 朗 日 坐标 系 在 点 MM 的 基 矢 量 表示 为 盏 ;点 M 的 


=70. (5:55) 
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邻 域内 所 有 点 的 位 置 完全 由 dro 给 出 , 并 且 
dro = 一 de ei. 


在 我 们 所 研究 的 时 刻 t, 点 M 移动 至 点 M', 其 邻 域内 所 有 点 的 位 置 由 矢量 dr 给 出 ， 
它 的 分 量 在 基 ei 中 也 等 于 d6, 即 


dr 一 dEiéi. 


如 果 使 点 M 与 点 M' 重合 , 并 把 dr 按 基 矢 量 6; 分 解 , 则 此 分 解 式 中 的 分 量 将 不 等 
于 déi. 把 这 些 分 量 表 示 为 dri, 于 是 


dr = dié;. 
di 与 déi 之 间 的 关系 就 决定 了 连续 介质 微 元 的 变换 10 , 此 变换 由 以 下 等 式 求 出 : 
dr = déié; = dyiéi. 
根据 ei, ei 与 ee (5.30), 


i 二 ei 十 党 加 6Ei 十 W KER = (6k 十 Vi DR)eEk = ck ieEk， 
. 式 中 
cK’ = Ok Vt, (5.56) 
我 们 可 以 写 出 
dr = dti6i = déick é = dték, 
由 此 得 


dn* = ck déi. (5.57) 


从 de 到 dr 的 变换 是 齐 次 线性 变换 , 其 变换 矩阵 (c* ;) 不 依赖 于 微分 dti, 即 
不 依赖 于 邻近 点 的 近似 坐标 , 所 以 c*; 只 可 能 依赖 于 点 M 的 坐标 . 因此 , 系数 et; 
对 于 介质 微 元 而 言 是 常数 , 变换 (5.57) 是 仿 射 变换 . 

我 们 现在 列举 仿 射 变换 的 一 些 性 质 , 它们 可 以 从 公式 (5.57) I 

仿 射 变换 的 性 质 性 性 质 直接 推出 

经 过 仿 射 变 换 后 , 直线 变换 为 直线 , 平面 变换 为 平面 ， 并 且 平 行 的 直线 与 平面 变 
换 为 平行 的 直线 与 平面 . 例如 , 平行 四 边 形变 换 为 平行 四 边 形 . 由 此 可 知 , 所 有 大 小 
与 方向 均 相同 的 线段 都 按照 同样 的 方式 伸 长 (或 缩短 ). 

任何 线段 在 变形 前 后 的 长 度 比 与 线段 的 初始 长 度 无 关 , 只 依赖 于 其 方向 (因为 
它 是 一 阶 齐 次 函数 之 比 ). 由 此 可 知 , 任何 线段 的 相对 伸 长 因数 也 与 线段 的 长 度 无 关 ， 

只 依赖 于 其 方向 . 


0 对 于 介质 微 元 , di 与 déi 可 视 为 在 基 为 人 的 同一 个 斜 角 坐 标 系 中 的 笛 卡 儿 符 标 , 
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线段 必定 变换 为 线段 并且 它 补 点 分 制 的 比例 保持 不 变 | 

代数 曲线 或 曲面 变换 为 同 次 曲线 或 曲面 . 例如, 二 次 曲面 变换 为 二 次 曲面 : 球面 
变换 为 本 球面 或 球面 ,并 且 球面 的 共 伍 直径 变换 为 共 辆 直径 | 球面 的 所 有 共 辆 直径 
都 是 正 交 的 , 而 精 球 面 在 一 般 情况 下 具有 唯一 的 一 组 ( 共 3 条 ) 正 交 共 倒 直径 ， 所 以 
必定 至 少 存在 一 个 正 交 三 面体 它 仍然 变换 为 正 交 三 面体 即 应 变 张 量 的 主轴 是 存 
在 的 

在 仿 射 变换 下 , 体积 -一般 而 诗 会 发 生变 化 , 但 其 相对 变化 量 9 = (V Ww)/W 与 
相应 几何 体 的 初始 形状 与 大 小 无关 

正 是 因此 , 当 采用 平行 六 面体 通过 应 变 张 量 的 分 量 来 计算 体积 相对 变化 量 的 时 
候 , 我 们 得 到 的 结果 对 于 任何 体 微 元 都 是 正确 的 | 

一 mo 连续 介质 的 任何 无 穷 小 球面 在 变形 时 都 变换 为 楷 球 而 在 这 
史 何 管 过 改变 间 的 个 变换 中 , 如 果 主 方向 在 空间 中 的 方位 不 变 则 称 发 生 了 纯 
变形 , 它 归结 为 沿 3 个 互相 委 直 的 主轴 方向 的 肛 且 或 压缩 

球面 变换 为 权 球 面 后 , 如 果 主 方向 在 空间 中 的 方位 发 生变 化 , 则 称 发 生 了 一 般 情 
况 的 仿 射 变换 , 它 归结 为 纯 变形 ( 沿 3 个 主轴 的 脱 胀 ) 和 在 空间 中 的 旋转 我 们 指出 ， 
在 纯 变形 的 情况 下 , 介质 微 元 中 与 主轴 方向 不 同 的 任何 线段 一 般 而 都 要 改变 它 在 
空间 中 的 方向 

当 微 元 像 刚体 那样 运动 时 , 球面 变换 为 同 半径 的 球面 , 并 且 所 有 互相 季 直 的 三 面 
体 都 可 以 视 为 主 三 面体 , 所 有 这 些 三 面体 都 相对 于 同一 个 轴 旋 转 相同 的 角度 . 这 时 
我 们 称 发 生 了 纯 旋转 . 

由 (5.56), 仿 射 变换 的 矩阵 (ct ;) 决定 于 位 移 矢 量 i 的 分 量 对 举 标 61, 62， 6 的 
9 个 导数 所 以 在 给 定 志 ; 该 短 阵 在 一 航 情 况 下 由 任意 .9 外 数组 成 : 表征 纯 变 形 的 是 
应 变 张 量 的 3 个 主 分 量 和 确定 主轴 的 空间 方向 的 3 个 参数 (或 省 应 变 张 量 的 6 个 分 
量 ), 而 剩 下 的 3 个 参数 则 表征 主轴 在 空间 中 的 旋转 : 在线 旋转 的 情况 下; 秆 阵 是 正 
交 的 , 它 只 依赖 于 3 个 独立 参数 ( 旗 转 轴 的 方向 和 旋转 区 

这 样 , 连续 介质 微 元 的 任意 运动 都 归结 为 在 空间 中 的 平 动 、 转 动 与 纯 变 形 ( 沿 3 
个 互相 垂直 的 主 辅 的 压 缮 或 膨胀) 

变形 的 几何 特征 量 对 固体 一 般 很 重要 , 而 在 流体 中 , 这 些 特征 量 本 身 的 作用 就 小 
得 多 .例如 当 液体 从 一 个 容器 全 入 另 一 个 容器 后 , 液体 (如 果 它 是 均匀 的 ) 还 是 原来 
的 液体 , 尽管 在 倾 便 时 , 在 液体 中 会 发 生 程度 要 多 高 就 有 多 高 的 复杂 而 强烈 的 变形 
在 流体 中 , 变形 的 一 些 性 质 只 有 通过 体积 的 改变 才 会 明显 地 表现 出 来 ， 流 体会 阻碍 
压缩, 被 压缩 的 流体 有 别 于 不 被 压缩 的 情况 

应 变 张 量 在 可 变形 固体 理论 中 具有 主要 的 和 决定 性 的 意义 ,但 在 液体 和 气体 运 
动 的 理论 一 一 流体 力学 (以 及 某 些 固体 的 变形 理论 ) 中 , 具有 更 大 意义 的 是 另 一 个 特 
征 量 一 应变 率 张 量 .变形 本 身 可 能 无 关 紧要 , 重要 的 是 发 生变 形 的 速度 有 多 快 
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8 6. 应 变 率 张 量 
应 变 率 张 量 的 定义 ”引入 应 变 张 量 
6i7 二 3 (0 —.9i;) (6.1) 


关系 到 连续 介质 的 两 个 状态 : 当前 所 考虑 的 状态 9j 和 一 般 而 言 的 “初始 状态 ”5;， 
如 果 初 始 状态 95 可 以 在 实际 中 实现 , 那么 对 于 连续 介质 所 有 的 点 , 与 如 时 刻 的 初 
始 状态 和 上 时刻 的 当前 状态 相对 应 的 位 移 矢 量 w 就 是 存在 的 , 并 且 应 变 张 量 满足 公 
式 (5.44) 和 (5.45). 除了 连续 介质 的 这 两 种 状态 , 我 们 还 考虑 接近 当前 时 刻 的 上 +At 
时 刻 的 状态 , 并 把 其 度 规 张 量 的 分 量 表示 为 %;. 显然, 可 以 相对 于 连续 介质 在 t 与 
ti 十 At 时 刻 的 状态 引入 应 变 张 量 的 分 量 , 并 用 Assz 来 表示 这 些 分 量 . 我 们 有 


A 
Aeij = 3 (0 -93) = 3 (Viwi + Vi wit Viw? Vi wp), (6.2) 


式 中 w = wiéi, 并 且 协 变 导 数 是 在 初始 空间 $.; 中 计算 的 . 因为 与 和 十 At 时 刻 
的 状态 相对 应 的 位 移 w 是 存在 的 , 所 以 式 (6.2) 成 立 . 显然 


Ww = vAt = VieiAt， 


即 ww = viAt 的 量 级 是 At 若 At 是 无 穷 小 量 , 则 wi 是 无 穷 小 位 移 . 因此 ， 

lim Acy 

At 一 0 At 

量 ez 是 一 个 对 称 张 量 的 分 量 , 这 个 张 量 称 为 应 变 率 张 量 . 如果 已 知 速度 场 w， 

就 可 以 按照 (6.3) 来 计算 分 量 e;;. 显然 , 公式 ei; = (Viv; 十 Vvi)/2 的 形式 在 任何 

运动 的 曲线 坐标 系 中 都 保持 不 变 , 因为 矢量 v 是 借助 于 观察 者 所 用 参考 系 和 随 体 坐 
标 系 确定 的 , 它们 是 研究 连续 介质 运动 的 基础 . 

直接 由 (6.2) 可 知 , 对 于 应 变 率 张 量 的 分 量 , 在 随 体 坐标 系 中 


1 
= 3(Vi vj 十 Vj Vi) = eij， (6.3) 


应 变 张 量 和 应 变 率 张 
量 的 分 量 之 间 的 联系 ”成立 公式 
dp 
6ij = 了 (6.4) 
如 果 “ 初 始 状 态 ”$5.; 不 依赖 于 时 间 t, 则 利用 (6.1), 由 (6.3) 易 得 
éij = < (6.5) 


此 公式 给 出 了 应 变 张 量 和 应 变 率 张 量 在 随 体 坐标 系 中 的 分 量 之 间 的 联系 . 

我 们 再 次 强调 , 式 (6.5) 仅仅 在 5 与 时 间 无 关 时 才 成 立 , 而 根据 6; 的 定义 , 式 
(6.4) 永远 成 立 . 

应 变 张 量 与 应 变 率 张 量 是 不 同 的 张 量 , 但 eijAt 是 在 At 时 间 内 发 生 的 位 移 所 
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对 应 的 无 穷 小 变形 的 应 变 张 量 的 分 量 , 即 
et 人 At = Ei (6.6) 


我 们 指出 , 应 变 张 量 & 是 在 比较 连续 介质 的 两 个 状态 后 引入 的 , 而 应 变 率 张 量 
则 是 当前 给 定时 刻 的 状态 的 特征 量 . 
显然 , 应 变 张 量 的 分 量 (6:6) 应 满足 协调 条 件 . 把 (6.6) 代入 


0 (5.54) 并 在 At -，0 时 取 极限 , 得 应 变 率 张 量 分 量 的 如 下 协调 
条 件 ( 笛 卡 儿 坐 标 ): 
D2e,i O2ej Oe O2e,; 


BIO + DEOEr OEDEr DerOEn: (6.7) 
同方 程 组 (5.55) 一 样 ; 方程 组 ,(6.7) 也 包括 6 个 独立 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 ， 从 
(5.53) 所 指出 的 角 标 组 合 可 得 相应 的 独立 方程 . 公式 (6.3) 对 于 任意 3 个 函数 w 都 
给 出 方程 组 x(6:7) 的 通 解 . 

可 以 类 似 于 应 变 率 张 量 那 样 引入 其 他 张 量 ; 其 分 量 是 6;; 对 必 的 更 高 阶 的 导数 : 
还 可 以 考虑 这 样 的 张 量 , 其 分 量 是 si 对 空间 坐标 的 导数 , 例如 张 量 Vi eijeieier. 
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连续 介质 微 元 经 过 At 取 一 个 连续 介质 微 元 , 我 们 来 研究 其 中 的 速度 分 布 问题 . 我 
时 间 的 无 穷 小 仿 射 变 “” 们 在 这 里 把 介质 微 元 理解 为 介质 中 坐标 为 6 十 dei = i 十 pi 
换 的 点 的 集合 , 这 些 点 与 坐标 为 &, &2, 3 的 给 定点 O 相差 无 
穷 小 距离 p. 点 O 称 为 介质 微 元 的 中 心 . 假设 速度 场 v 连续 并 且 至 少 有 一 阶 导数 . 
设 点 O 的 速度 为 vo, 介质 微 元 任意 一 点 0, 的 速度 为 v1. 由 介质 中 相同 的 点 组 
成 的 矢量 OO7 = p 经 过 无 穷 小 的 At 时 间 后 移动 至 矢量 TTO7 = p'. 显然 (图 15) 


P =p+(v1— vo)At. (7.1) 
在 点 O 的 邻 域 展 开 v, 精确 到 p 的 一 阶 小 


Oi(E +dé" 
量 有 
Ov 
V1 一 Vo 十 (器 ) Pp + pO(p), OO( ,6.,6 ) En 
后 (7,2) of 
lim O(p) =0. ( 5 Pp ; 
把 (7.2) 代入 (7i1); 得 A 


Rs (总 ) piAt + pO(P)AE. 15、 连 续 介质 微 元 经 过 At 时 间 后 的 位 移 
0 
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由 此 可 见 , 精确 到 pAt 阶 小 量 , 连续 介质 微 元 经 过 无 穷 小 的 At 时 间 后 发 生 了 无 穷 
小 仿 射 变换 (v 对 # 的 导数 值 取 自 微 元 中 心 O). 
村 等 式 (7.2) 把 连续 介质 微 元 中 任意 点 O1 的 速度 w 通过 微 元 
员 欧 六 加 分 介 磺 和 寺中 心 的 速度 w、 训 度 w 对 坐标 的 导数 在 微 元 中 心 的 值 和 该 
点 的 坐标 表示 出 来 . 我 们 把 它 写 为 另外 一 种 形式 : 
V1 二 vo 十 的 vkp'e® + pO(p) 
二 V0 十 二 5 伏 十 Vkguwi)piek 十 二 六 大 一 Vkui)piek + pO(p) 
一 20 十 ekipiek 十 wkipiek + pO(p). (7.3) 
在 (7.3) 最 后 一 个 式 子 中 分 别 写 出 了 含有 对 称 张 量 ep; 与 反对 称 张 量 wri 的 项 , 其 中 


_ 让 西 . Ovk Ov; 
Wki 三 a(Vi Vk 一 Vk vi) 一 a 让 (号 - 颖 ). 


现在 考虑 连续 介质 微 元 内 诸 点 的 速度 公式 (7.3) 中 每 一 项 的 运动 学 意义 . 为 此 ， 
我 们 把 (7.3) 写 为 笛 卡 儿 坐 标 轴 上 的 投影 , 使 推导 过 程 较为 明显 . 取 


PP 一 2 十 2Z27 十 T3 开 二 21 十 2 十 2 天 ， 


(7.4) 


得 
21 = Uo 十 eliZ 十 W1i7Z 
V1 一 200 十 e2i27 十 WoiT’, (7.5) 
W1 = Wo + e3iT + wair", 


式 中 的 分 量 exi 与 wki 不 依赖 于 zi, 并 且 忽 略 了 zi 的 高 阶 项 . 车 引入 二 次 型 


1 
= FepaT 7 ， 


则 显然 有 
ee 
ki We Ork 
公式 (7.5) 可 以 改写 为 
Wl 三 Wo 十 tn 5 
OF 
1 三 右 十 3 页 2 十 cai7Z5 (7.6) 
oF 
Wi 三 Wo 十 二 一 B73 + waiz’. 


因此 , 在 连续 介质 微 元 中 , 诸 点 的 速度 由 三 部 分 组 成 : 第 一 部 分 vo (wo, vo, wo) 
不 依赖 于 坐标 z1, z?, x3, 所 以 是 整个 微 元 的 平 动 速度 (等 于 微 元 中 心 的 运动 速度 ); 
第 二 部 分 (89/8x1, 8B/8z?, 85/6z3) 具有 势 函 数 和 .为 了 更 详细 地 研究 第 三 部 分 
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(wiiz', woiz', wsizi; 我 们 在 笛 卡 兆 坐 标 系 中 引 六 反对 称 和 矩阵 


0 wiz wis 0 wi2 WI13 0 -ws w 
(Wj) wa 0 0w23 | = | -ws ,0 ws | = wa 0 -wi|, 
Ww3l. :Wa32” -0 —wW18; W231 .0 pp ls iQ 


即 引 入 记号 


W1l 三 w32， W2 = WwW13, W3 一 W921. (7.7) 
根据 (7.4) 和 (7.7); 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 有 
1/0w Ov 
凡人 下 
Ow 
Wy 二 3 (总 i 蓄 ) 3 (7.8) 
Jl/ du 
(人 
直接 验算 即 可 证 明 , 公式 (7.8) 在 形式 上 易 从 以 下 表达 式 得 出 : 
C1lI/ 
w= wi wd + wsk =3 可 让 呈 (7.9) 
WV 
按照 (7.7) 引入 记号 wi, wz, ws 后 , 我 们 把 公式 (7.6) 改写 为 
U1 一 Vo 十 十 一 
1 三 Uo Bz W2% 一 W3Y, 
(04 
V1 = V0 十 二 Ww3r — w1iZ, 
Oy 
此 oF 
Wi 三 Wo 二 可 FW1Y 一 27， 
或 者 根据 (7.9) 把 它 写 为 
DGE 
Ul =ut+ a +(% Xp), 
V1 三 V0 半 党 + (w x p)y, (7.10) 


0 
WT wo ts (Wx p)s: 
在 矢量 形式 下 , 最 终 我 们 有 用 来 代替 (7.3) 和 (7.10) 的 公式 
21 = Vo+grad®+w xp+poO(p). (7.11) 
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公式 (7.11) 与 刚体 速 众所周知 , 刚体 的 速度 分 布 满足 欧 拉 公式 
度 分 布 的 欧 拉 公 式 的 
比较 Y V1i=Vo+Qxp, 
式 中 , wo 为 刚体 某 一 确定 点 O 的 速度 , v1 为 刚体 任意 点 O1 
的 速度 , 2 为 刚体 的 瞬时 角速度 矢量 , p 为 径 矢 OO1. 连续 介质 微 元 诸 点 的 速度 公式 
(7.11) 在 形式 上 与 欧 拉 公式 的 区 别 在 于 存在 项 grad 更 和 pO(p), 其 中 最 后 一 项 与 p 
相 比 是 无 穷 小 量 , 在 一 阶 近似 下 可 以 不 予 考虑 . 
相对 伸 长 率 我 们 来 解释 gradB 这 一 项 的 意义 . 矢量 p 因 连 续 介 质 运 动 而 变 为 pr'. 
矢量 p 的 变化 , 即 p'-p=Ap, 只 能 是 由 于 介质 微 元 中 不 同 的 点 以 不 同 
的 速度 运动 造成 的 . 事实 上 , 由 (7.1), 在 At 一 0 时 取 极限 ， 有 
~ 三 V1 — Vo. (7.12) ; 
我 们 来 计算 介质 中 沿 p 方向 的 线段 的 相对 伸 长 率 : 
- 方 早 =- 霸 -= 访 鉴 - 硝 吧 有 =- 志 ( 学) 
? lpldt pdt 2po2dt 2p2 dt p2 . 
利用 等 式 (7.12) 和 (7.11), 再 注意 到 p. (w x p) = 0, 得 


1 dj 1 1 /605 OFB (oi 
-起 (Pp: 逆 )= 坟 (p+ grad) = (如 =+ 吕 y+ 各 了 


PP\ 02 Oy 
i 1 i 
= 入 = ev = eija', (7.13) 


式 中 


p . 
因此 , 如 果 已 知 应 变 率 张 量 的 分 量 e; 和 方向 p, 就 可 以 计算 沿 这 个 方向 的 相对 伸 长 
率 ep. 
式 (7.13) 直接 给 出 应 变 率 张 量 带 相同 角 标 的 分 量 的 运动 学 意 


应 变 率 张 量 的 分 量 的 ” 义 设 p 沿 zi 轴 方 向 , 则 (7.13) 右 侧 各 项 除 一 项 外 其 余 均 为 
运动 学 意义 
零 , 故 得 
ri 一 'Eii. 
因此 


ez 一 Ell1，， 6@y 三 CE22， ez 一 6C33， 


即 应 变 率 张 量 带 相同 角 标 的 分 量 就 是 介质 中 原先 与 相应 笛 卡 儿 正 交 坐 标 轴 平 行 的 线 
段 的 相对 伸 长 率 . 我 们 通过 另外 一 种 讨论 也 能 得 到 这 样 的 解释 . 根据 (7.1), 经 过 At 
时 间 后 , 连续 介质 微 元 相对 于 介质 在 t 时 刻 的 状态 发 生 了 无 穷 小 变形 , 所 以 相对 于 介 
质 在 t+ 和 t+ At 时 刻 的 状态 可 以 引入 应 变 张 量 8, 于 是 有 


£1ij = €ij At. 
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由 此 显 见 分 量 的 运动 学 解释 , 它 与 无 穷 小 变形 的 应 变 张 量 的 分 量 e 访 只 相差 系数 
At. 分 量 去 ) 在 i 关 7 时 表征 介质 中 原先 沿 汉 , 必 ; 坐标 轴 方 向 分 布 的 线段 之 间 所 成 
直角 的 倾斜, 而 分 量 eij 在 i 承 j 时 等 于 介质 中 原先 成 直角 而 在 当前 时 刻 平行 于 相应 
坐标 轴 的 线段 之 间 的 夹 角 的 倾斜 速度 之 半 . 
从 (7.13) 可 见 , 在 连续 介质 微 元 诸 点 的 速度 公式 (7.11) 中 ,grad® 这 一 项 对 应 
微 元 的 变形 . 引入 记号 
vv" = grad®. 


此 速度 称 为 纯 变 形 速度 , 如 果 v= 0, 则 所 有 6 = 0; 从 而 不 存在 变形 ; 即 治 任何 广 
向 p 的 线段 其 长度 不 发 生变 化 相反 ; 如果 没有 变形 ; 则 所 有 ej 0; 进 而 由 :(713) 
有 grad® ==v*= 0. 
正如 所 有 二 阶 对 称 张 量 那样, 对 于 应 变 率 张 量 可 以 引入 主轴 
应 宫 张 虹 的 主轴 与 在 澡 主 轴 方 向 的 笛 卡 儿 举 标 系 中 ,应 变 率 张 量 的 分 量 eu 的 
矩阵 具有 以 下 形式 : 


el 0 0 
0 €2 0 |. 
0 0 €3 


在 任何 给 定时 刻 t 和 介质 中 任何 点 O 都 可 以 指出 应 变 率 张 量 的 主轴 . 量 cu ez, es 
称 为 应 变 率 张 量 的 主 分 量 .显然 ; e; > 0 对 应 着 沿 第 i 个 轴 的 拉 伸 , 而 闪 < 0 对 应 着 
沿 第 4 个 轴 的 压缩 . 
还 可 以 像 所 有 对 称 张 量 那样 把 应 变 率 张 量 与 张 量 面 联系 起 来 ; 车 所 有 6i 同 号 
则 张 量 面 是 椭 球 面 ; 若 ei 异 号 ; 则 张 量 面 是 双 曲 面 = 应 变 张 量 与 应 变 率 张 量 的 主轴 
一 般 是 不 同 的 . 
_ 考虑 公式 (7.11) 中 的 第 三 项 , 即 w x p. 我 们 首先 证 明 , 前 面 
rp 在 笛 末 儿 举 标 系 中 引入 的 量 .w 是 矢量 . 其 实 , 公式 (7.11) 是 
关系 矢量 等 式 , 所 以 w x p 是 矢量 , 标 积 (w x p)-c 则 是 不 变量 ， 
其 中 c 是 任意 矢量 显然 ; 书写 不 变量 (@:x:Pj:e 时 可 以 改 
变相 乘 的 次 序 , 它 可 以 写 为 w.(p x c) = w:b, 其 中 pe 和 pxc=b 是 任意 矢量 . 
因为 w 与 任意 矢量 b 的 标 积 是 不 变量 , 所 以 w 是 矢量 .按照 失 量 分 量 的 一 般 变换 规 
则 , 可 以 利用 (7.8) 求 出 任意 曲线 坐标 系 中 的 ww， 
由 以 上 讨论 可 知 , 速度 场 总 可 以 与 张 量 aieieF 和 矢量 w 相 联系 . 
我 们 从 w 的 引入 方法 中 得 出 一 个 一 般 结论 : 三 维 空间 中 任何 一 个 二 阶 反 对 称 张 
量 Q = wkeiek 总 可 以 与 矢量 w!) 相 联系 , 使 得 9 和 w 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 分 量 
之 间 的 关系 由 公式 (7.7) 给 出 : 


1 我 们 指出 , w (以 及 极 矢量 的 矢 积 b 并 非 在 所 有 坐标 变换 中 都 像 普通 的 极 矢量 那样 变换 , 参见 
131 一 132 页 . 
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无 穷 小 仿 射 变换 的 可 ”我 们 在 前 面 已 经 证 明 , 连续 介质 微 元 在 连续 运动 时 在 无 穷 小 
交换 性 的 dt 时 间 内 发 生 了 无 穷 小 的 仿 射 变换 , 该 变换 现在 可 以 写 为 
p=pi+grad®dt+(w x p)dt+ poO(p) dt, (7.14) 
其 中 第 二 、 三 项 是 pdt 阶 小 量 . 等 式 (7.14) 可 以 改写 为 
v= (0 +o))r’ = +c; 
其 中 z* 和 zi 分 别 是 p' 和 p 的 分 量 , 系数 ci; 是 dt 阶 的 量 . 
我 们 记得 , 无 穷 小 的 介质 微 元 在 变形 有 限时 也 发 生 仿 射 变换 , 但 变换 是 有 限 的 ， 
其 矩阵 为 (5.56). 假设 我 们 有 按 次 序 进行 的 两 个 仿 射 变换 : 
2 = (03 + a.;)7", (7.15) 
257 = (二 了,)z?. (7.16) 
如 果 先 进行 变换 (7.16), 再 进行 变换 (7.15), 则 变换 结果 为 
z= (6 +o, +h;, + oa),)r?. 
相反 , 如 果 先 完成 变换 (7.15), 再 完成 变换 (7.16), 则 得 
2 二 ( 史 十 Qi 十 本 5 十 本 ;127， 
但 是 由 于 一 般 ei; 且 ; 才 匡 ;a’;, 所 以 仿 射 变换 在 一 般 情况 下 是 不 可 交换 的 . 不 过 , 如 
果 仿 射 变换 是 无 穷 小 的 , 则 和 矩阵 (ai ;W,) 和 (bi ;a’,) 的 元 素 是 二 阶 小 量 , 因此 , 无 
穷 小 仿 射 变换 精确 到 一 阶 小 量 是 可 交换 的 . 
现在 回 到 描述 介质 微 元 变换 的 公式 (7.14). 该 变换 可 以 分 解 


把 连续 介质 微 元 在 dt 、 : 
时 间 内 的 变换 分 解 轩 为 ?个 变换 , 即 应 变 率 张 量 所 定义 的 变换 


最 简单 的 变换 之 和 p*=p+gradBdt (7.17) 
和 矢量 w 所 定义 的 变换 

Pp’'=pPp"+(w Xx p’*)dt, (7.18) 
且 变 换 的 次 序 可 不 予 考虑 . 


二 次 型 = eijvizi/2 可 以 化 为 正则 形式 
B= (ez? + e2y? + e322). 
变换 (7.17) 在 主轴 下 可 以 写 为 
7*=(l+edt)z, y=(l+esdt)jy, z*= (1+esdt)z, 


式 中 | 
i —7 


Vy —Yy 
Bl RS 入 
radt 


2 一 
2~ ydt ) 


€3 名 
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是 主 伸 长 率 (ei > 0) 或 者 主 压缩 率 (e;'<0). 变换 (7.17) 显然 可 以 替换 为 3 个 形 如 
:T=(l+edt)z, y=Yy, 2*=% (7.19) 


的 变换 , 其 中 每 个 变换 都 是 沿 一 个 主轴 的 纯 膨胀 或 者 纯 压 缩 、 

这 样 , 连续 介质 微 元 的 任何 无 穷 小 变形 都 可 以 分 解 为 4 个 变换 : 一 个 是 矢量 w 
所 决定 的 变换 (7.18), 另外 3 个 变换 (7.19) 表示 沿 互相 垂直 的 .3 个 主轴 的 纯 伸 长 , 并 
且 与 介质 微 元 发 生 有 限 变 形 的 情况 不 同 的 是 , 完成 上 述 变换 的 次 序 并 不 重要 . 

我 们 指出 , 尽管 所 有 讨论 都 是 对 从 微 元 中 心 O 出 发 的 矢量 p 进行 的 , 但 是 根据 
仿 射 变换 的 性 质 , 对 于 所 有 平行 的 线段 , 其 长 度 的 相对 变化 是 相同 的 , 所 以 (不 从 点 
oO 出 发 的 ) 任意 的 小 矢量 都 会 进行 同上 所 述 的 变换 , 平行 于 z 轴 的 所 有 小 矢量 的 相 
对 伸 长 都 等 于 el dt, 平行 于 y 轴 和 * 轴 的 所 有 小 矢量 的 相对 伸 长 则 分 别 都 等 于 e2 dt 
和 esdt. 对 于 任意 矢量 p, 其 单位 长 度 上 的 伸 长 为 ejdt. 
2 人 现在 给 出 矢量 w 的 运动 学 意义 . 取 矢量 w 所 决定 的 变换 
涡 量 及 其 运动 学 意义 。 |。 该 变换 使 闫 量 办 发 生变 宦 : 入 

P 一 六 =dp* 

根据 (7.18), 标 积 p* .dp* 等 于 零 , 即 矢量 p* 的 变化 垂直 于 矢量 p* 本 身 , 从 而 所 有 
es. = 0. 因此, 介质 微 元 在 变换 (7.18) 下 就 如 刚体 一 般 , 于 是 我 们 可 以 这 样 来 解释 
(w x p*) dt, 它 相当 于 介质 微 元 在 发 生变 形 之 前 或 之 后 突然 固化 , 并 以 瞬时 角速度 w 
进行 旋转 所 形成 的 位 移 . 这 样 , 矢量 w 应 当 解释 为 介质 微 元 在 dt_ 时 间 内 像 刚 体 那 
样 旋转 的 瞬时 角速度 , 即 应 变 率 张 量 的 主轴 三 面体 的 瞬时 旋转 角速度 . 因此 , 矢量 w 
是 应 变 率 张 量 主轴 的 瞬时 旋转 角速度 , 我 们 把 它 称 为 速度 的 涡 量 D 

当 介质 微 元 发 生 有 限 变形 的 时 候 , 运动 也 归结 为 旋转 与 纯 变 形 ， 若 已 知 仿 射 变 
换 矩阵 (ci ; ) 的 元 素 , 就 能 求 出 旋转 矢量 , 但 这 个 问题 很 复杂 . 连续 介质 微 元 在 dt 时 
间 内 的 运动 由 无 穷 小 仿 射 变换 来 描述 ,此 时 旋转 矢量 等 于 wdt. 

_ 最 后 , 我 们 来 总 结 以 上 所 有 讨论 的 结果 ; 并 表述 连续 介质 微 

连续 介质 微 元 诸 点 速 ”元 诸 点 速度 分 解 的 柯 西 一 效 姆 霍 效 定理 . 由 (7.11), 在 以 点 O 


度 分 各 的 柯 西 一 变 旭 > 中心 的 连续 介质 微 元 中 , 任何 点 01 的 速度 w 等 于 


V1 = vot x ptgrad ® = v0 + viot 十 也 


它 由 微 元 像 刚 体 那样 运动 的 平 动 速 度 wo 和 转动 速度 vrot = w xp; 以 及 纯 变形 速度 
v* 二 grad$ 登 加 而 成 . 
现在 引入 速度 矢量 v 的 散 度 的 概念 . 在 t 时 刻 取 由 连续 介质 的 点 组 成 
速度 的 散 度 “各 二 穷 小 球面 
2Z2 ++z2 = RR?, 


0) 在 很 多 文献 中 , 涡 量 定义 为 2w, 即 (7.9) 中 的 行列 式 称 为 涡 量 . 一 一 译注 
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它 经 过 At 时 间 后 变 为 椭 球 面 , 其 方程 在 主轴 下 显然 为 
ZT*2 [Ti Zz*2 
(I +erAt) + (+ eat + OTe ™ 
(此 时 , 球面 必定 变 为 椭 球 面 , 或 者 在 个 别 情况 下 变 为 球面 , 因为 eiAt 与 1 相 比 是 
小 量 ). 
我 们 来 研究 该 无 穷 小 球体 的 体积 经 过 At 时 间 后 如 何 变 化 . 显然 , 其 体积 在 t 时 
刻 为 Ww = 4rRs/3, 而 在 t+ At 时 刻 , 由 介质 中 同样 这 些 点 组 成 的 椭 球 的 体积 为 
访 三 3rRe( + e1At)(1 + e2At)(1 + esAt). 
写 出 并 计算 介质 无 穷 小 体积 的 相对 变化 在 At 一 0 且 Ww 一 0 时 的 极限 , 有 
V-W 


. 0 _ 
dy At 一 el 十 ez 十 e3. {7.20) 


和 el + ez + es 显然 是 不 变量 一 一 应 变 率 张 量 的 第 一 不 变量 . 我 们 知道 , 这 个 不 变量 
可 以 通过 应 变 率 张 量 在 任意 坐标 系 中 的 分 量 表示 如 下 : 
el 十 ea 十 es 一 ec = geog. 


从 CE 订 的 定义 (6.3) 可 以 看 出 


‘RR? 


i a 
ea = Vav”. 


按照 定义 , 不 变量 Vv 称 为 速度 矢量 的 散 度 , 用 div w 表示 : 
divv = Vav®. (7.21) 


在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 显然 有 


等 式 (7.20) 是 为 了 计算 无 穷 小 球体 体积 Ww 的 相对 变化 率 而 写 出 的 . 由 仿 射 变 ， 
换 的 上 述 一 般 性 质 可 知 , 该 变化 率 与 微 元 所 占 空间 区 域 Ww 的 形状 无 关 . 


88. 斯 托 克 斯 定理 和 奥 一 高 定理 以 及 矢量 场 的 某 些 相关 性 质 
矢量 的 旋 度 与 散 度 ” 设 我 们 有 某 个 连续 的 矢量 场 4, 且 矢 量 4 具有 对 坐标 的 一 阶 
， 导 数 . 对 场 v 进行 的 所 有 讨论 都 可 以 重复 于 场 4, 从 而 得 到 
41=4+grad 亚 十 ;0 x p+pOl(p), 
其 中 


1 Es 1 
= FT 7 ， Qij 一 3(Vi 4 十 Vj Ai), 


§ 8. 斯 托 克 斯 定理 和 奥 王 高 定理 . 中. 


并 且 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 有 
< 
0 .0 .0 
B57 革 避 (8.1) 
Ai Az™ As 
这 个 行列 式 也 可 以 这 样 组 成 , 此 时 只 要 用 .zx, yw z 的 某 3 个 可 微 函 数 P, 8, R 来 代替 
矢量 的 分 量 4;, 4>, hs (在 固定 的 坐标 系 中 ,任意 3 个 数 可 以 视 为 矢量 的 分 量 ). 若 
A 是 矢量 , 则 式 (8.1) 所 定义 的 矢量 9 称 为 矢量 4 的 旋 度 , 表示 如 下 : 


9 = rot 4. 


矢量 4 的 散 度 可 以 类 似 于 (7.21) 那样 定 
义 为 
divA = Va 4?， 
或 者 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 定义 为 
OA! 04 “0As 
div4 = Bz 十 本 十 2 、 
这 样 可 以 认为 当量 等 于 速度 矢量 的 族 度 之 半 ， 0 


WW 一 i 
去 关 


矢量 的 环 量 ” 在 矢量 场 A 的 定义 域 中 取 某 不 封闭 曲线 .或 封闭 曲线 C (图 16), 并 
组 成 标 积 4:ds; 其 中 ds 是 曲线 多 或 C 的 具有 方向 的 线 微 元 . 这 个 


标 积 显 然 是 不 变量 . 作 积分 


/ 4a.as=7, 
AB 


并 且 应 当 指 明 沿 曲线 进行 积分 的 方向 :这样 引入 的 标量 工 称 为 矢量 4 沿 曲线 . 的 
环 量 . 在 一 般 情况 下 , 环 量 工 与 用 来 计算 它 的 曲线 . 儿 有 关 . 显然 ， 


PT4B 三 二 DB4: 
如 果 矢 量 A 是 连续 介质 诸 点 的 速度 v, 则 


r= ods= /vaz+udy+uwdz 
AB AB 


称 为 速度 的 环 量 . 
设 速 度 矢 量 v 有 势 , v = gradwp, 则 


0 
r= [vas= | Reds= ws- 
AB AB 
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18， 用 于 推导 斯 托 克 斯 定理 


由 此 可 见 , 在 有 势 运动 的 情形 下 , 速度 的 环 量 取决 于 点 4 和 B 的 坐标 . 若 势 函数 p 
是 坐标 的 单 值 函数 , 则 工 的 值 与 曲线 .2 的 形状 无 关 . 例如 , 当 yp = Q/4rr, Q = const 
时 ,与 乡 无 关 , 且 由 此 可 知 , 这 时 沿 封闭 曲线 C 的 环 量 为 零 , To = 0. 而 如 果 

p=k0=kArctan 3, k = const, (8.2) 
则 

PB — Pa = k(bp — 04)- 

由 此 可 知 , 这 时 存在 包围 坐标 原点 的 封闭 曲线 C, 沿 该 曲线 的 环 量 不 等 于 零 (图 17). 
斯 托 克 斯 定理 现在 设 速度 v 无 势 . 取 封 闭 曲 线 C, 假设 在 这 条 曲线 上 可 以 张 起 一 


个 光滑 的 曲面 2, 使 场 v 在 曲面 上 连续 可 微 , 亦 即 假设 封闭 曲线 C 
可 以 在 v 的 连续 可 微 区 域内 收缩 至 一 点 . 按 图 18 所 示 方 法 用 许多 封闭 曲线 Cx 分 


隔 曲 面 ,有 
T= /wv:ds= > vds. (8.3) 


这 个 等 式 是 显然 的 , 因为 沿 曲 线 Cx 的 公共 边 取 的 积分 在 求 和 时 由 于 方向 相反 而 互 
相抵 消 (图 18). 
可 以 把 Ci 取 为 任意 小 的 封闭 曲线 , 于 是 在 计算 To = fv.ds 时 可 以 认为 曲 
Ck 
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线 Ck 上 的 速度 v 由 柯 西 一 刻 姆 霍 效 定理 确定 ; 
Vo = Vo tw x p+grad® + pO(D), 


这 是 以 曲面 2 上 的 封闭 曲线 Cx 内 部 某 点 Ok 为 中 心 的 连续 介质 微 元 诸 点 的 速度 分 

解 公式 . 在 计算 Tc 时 , wo, 和 grad @ 这 两 项 等 于 零 ,: 因 为 它们 是 有 势 矢 量 守 并 且 势 

函数 是 单 值 的 , 而 项 pO(p) 的 贡献 与 「(w x p) .ds 相 比 是 高 阶 小 量 . 容易 证 明 {( 参 
Ck 


见 图 18): 
fxp-as= [xpap= fo (pxap) 
Ck Ck Ck 
=w /fox dp = 2w :ndo = 2wn do. (8.4) 


Ck 


因为 在 无 穷 小 封闭 曲线 Cx 的 极限 情况 下 , 矢量 w 可 以 当 作 常量 ( 它 只 与 Ok 有 关 ); 
积分 d Pp Xx dp 的 大 小 等 于 2do, 其 方向 为 do 的 法 线 方向 n(n 是 单位 法 向 矢量 )， 


并 且 从 n 所 指 的 方向 看 , 从 p 到 dp 的 旋转 方向 为 道 时 针 方向 ; 最 后 , 曲面 2 张 于 
无 穷 小 封闭 曲线 Ci 的 部 分 可 以 认为 是 平 的 . 
现在 , 由 (8.3) 和 (8.4), 在 大 一 oo 且 Cx 收缩 至 一 点 时 取 极 限 , 得 公式 


有 ds 二 3/ do, , (8.5) 
C 了 


即 沿 封闭 曲线 C 的 速度 环 量 等 于 涡 量 在 该 曲线 张 起 的 曲面 习 上 的 通 量 的 2 倍 . 这 
个 公式 称 为 斯 托 克 斯 定理 . 我 们 强调 , (8.5) 中 的 法 线 方向 n 应 当 这 样 选取 , 使 曲线 
C 的 环绕 方向 从 法 线 的 端点 看 为 道 时 针 方 向 . 

显然 , 斯 托 克 斯 定理 不 仅 对 连续 介质 的 速度 矢量 v 成 立 , 而 且 对 满足 连续 可 微 
这 个 必要 条 件 的 任何 其 他 矢量 4 = hiei 也 成 立 . 现在 对 矢量 4 写 出 斯 托 克 斯 定理 
的 不 同形 式 : 


J ee )eosln, z) 


十 ( 尝 一 jn Y) 二 ( 守 一 次)mo asz 
有 势 运动 与 无 旋 运 动 ， 连 续 介 质 在 某 区 域内 的 运动 称 为 无 旋 的 ; 如 果 在 该 区 域内 的 

所 有 点 w = 0. 如 果 在 全 部 或 部 分 区 域内 w 关 0; 运动 就 称 为 
有 旋 的 . 在 无 旋 运 动 的 情况 下 , 在 给 定时 刻 沿 应 变 率 张 量 的 主轴 分 布 的 细 线 在 无 穷 
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小 时 间 间 隔 内 会 保持 自己 的 空间 方位 . 


8 从 形式 上 验算 就 容易 得 出 , 如 果 v 二 grade， 
4 >。 则 w = 0. 因此 , 沿 任何 满足 斯 托 克 斯 定理 条 件 的 


4 封闭 曲线 , 速度 环 量 都 等 于 堆 . 这 样 , 如 果 运 动 有 
图 19， 用 于 证 明 无 旋 运动 与 有 势 运 “ 势 , 它 就 是 无 旋 的 . 
动 的 等 价 性 我 们 来 证 明 逆 命 题 : 如 果 运 动 无 旋 , w = 0, 它 


就 是 有 势 的 , 亦 即 存在 函数 y, 使 v = grad op. 
为 了 证 明 这 个 结论 , 取 给 定点 4 和 B 之 间 的 两 条 这 样 的 曲线 .如 和 . 农 (图 19)， 
其 中 每 条 曲线 都 可 以 在 连续 无 旋 运 动 区 域内 变形 为 另 一 条 曲线 . 根据 斯 托 克 斯 定理 ， 


udz+vdy+wdz=0, 
二 2. 


所 以 


ra = /vaz+vdy+wdz= f wartvayt waz. 
A -2 


因为 曲线 .名 和 . 铝 是 任意 的 , 所 以 由 此 可 知 


站 dz 二 vdy 十 岂 dz = p(T,y,2), 

4 
即 沿 从 点 4 至 点 B 的 曲线 的 环 量 与 积分 路 径 无 关 . 如 果 起 点 4 是 固定 的 , 则 环 量 
只 与 终点 B 的 坐标 有 关 , 且 工 在 任意 无 穷 小 线 微 元 BB' 上 的 增 量 显然 等 于 


&dz 十 dy 十 也 dz = dy. 


于 是 , 由 dz, dy dz 的 任意 性 , 有 
_ Op _ Op _ Op 
修一 Bz’ v= By’ 也 三 D2 
因此 , 有 势 运动 与 无 邦 运动 的 概念 是 等 价 的 
,、。 众所周知 ,一 个 区 域 称 为 单 连通 的 , 如 果 该 区 域内 的 任何 一 
区 融雪 负 多 全 导电 流 条 封闭 曲线 都 能 够 在 不 离开 区 域 的 情况 下 收缩 至 一 点 ; 否则 
该 区 域 称 为 多 连通 的 ， 显 然 , 若 连续 有 势 运动 区 域 是 单 连 通 
区 域 , 则 位 势 p 是 坐标 的 音信 函数 ; 若 该 区 域 是 多 连通 区 域 , 则 可 能 是 坐标 的 多 
值 函数 .在 多 连通 区 域内 , 沿 不 能 收缩 至 一 点 的 封闭 曲线 , 环 量 T 可 以 不 等 于 零 , 而 
沿 能 在 该 区 域内 部 互相 转换 的 封闭 曲线 , 环 量 均 相等 .在 (8.2) 给 出 的 例子 中 , 有 势 
运动 p = 6 的 连续 区 域 不 是 单 连通 的 , > 轴 是 奇异 直线 
无 源 声 及 其 性 质 矢量 声 B 称 为 无 源 的 , 如 果 成 立 不 变 的 方程 


divB= VaB*=0. 
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利用 div B 与 rot 4 的 定义 直接 验算 就 容易 证 明 , 任何 矢量 4 的 旋 度 场 总 是 无 
源 的 , 即 , 车 B = rot 4, 则 div B = 0. 例如 w = rotv/2, 所 以 在 任何 连续 介质 的 运 
动 中 涡 量 场 都 满足 等 式 


divw = 0, 
或 者 在 笛 卡 儿 坐 标 系 平 Bi hil a 
Dr Oy Oz 


所 以 , 速度 的 涡 量 场 ( 涡 旋 场 ) 总 是 无 源 场 . 
如 果 介 质 不 可 压缩 , 即 任何 其 物质 体 的 大 小 在 运动 中 保持 不 变 , 则 根据 (7.20) 有 


divv = 0, 


即 不 可 压缩 介质 的 速度 场 是 无 源 场 . 由 物理 学 可 知 , 真空 中 的 磁场 强度 矢量 场 五 也 
总 是 无 源 场 ， 
divH =0. 
任何 无 源 矢量 B 都 可 以 表示 为 ? 
B=rot A: (8.6) 
其 实 , 可 以 用 以 下 方法 通过 矢量 A1 来 构造 矢量 B 的 表达 式 (8.6) 的 一 个 特殊 
形式 . 取 笛 卡 儿 坐标 系 , 令 41: = 0; 则 等 式 B= rot A1 给 出 用 于 确定 4iz 与 4iy 
的 如 下 方程 组 : 


=%B (8.7) 


只 要 取 2) 
用 I 各 
Ai= -2 /Bdz+2 | Betao)dr his =2 | Bias 
zo To Z0 


方程 组 (8.7) 在 条 件 divB = 0 下 就 会 得 到 满足 . 事实 上 , 直接 即 可 看 出 (8:7) 的 前 
两 个 方程 此 时 成 立 . (8.7) 的 第 三 个 方程 也 成 立 , 因为 由 等 式 
9B。 , 9B, _ _8B; 
7 Wy 
矢量 A 称 为 无 源 矢量 B 的 矢量 势 . 一 译注 
?3) 值得 指出 的 是 , 要 想 使 式 中 的 定 积分 成 立 , 无 源 场 B 所 在 区 域 必须 是 凸 区 域 . 一 般 的 讨论 见 


文献 : Stevenson A.F. Note on the existence and determination of avector potential. Q. Appl. Math., 


1954, 12(2): 194 一 198. 在 本 书 第 二 卷 第 八 章 826 中 也 有 一 些 相关 的 讨论 . 一 一 译注 
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1 
2\ or 


二 20) = Be(z,b,2) 


党)az+ B,(7, y, 20) 


显然 , 满足 条 件 (8.6) 的 所 有 矢量 4 都 可 以 表示 为 
A= Ai+gradVy, 
其 中 亚 是 任意 标量 函数 . 其 实 , 对 于 差 4 - A1, 应 当成 立 等 式 
rot(A — A1) =rot A — rot A1 =0, 


即 这 个 差 应 表示 为 某 函 数 更 的 梯度 . 

我 们 以 涡 量 场 w 为 例 来 讨论 无 源 场 的 一 般 性 质 . 

对 涡 量 场 可 以 像 所 有 矢量 场 那样 引入 (参见 第 二 章 8 3) 矢量 线 、 矢 量 面 与 矢量 
管 的 概念 , 即 涡 线 、 涡 面 与 涡 管 . 涡 线 是 指 在 每 一 点 切线 方向 都 与 涡 量 w 方向 相同 


的 曲线 . 涡 线 的 微分 方程 是 
到 
LT 加 WwW? 3 


涡 面 f(z,y,z) = 0 由 涡 线 连续 地 组 成 , 其 方程 是 
of of of 


Wig Fw +w 交 = =0. 

如 果 经 过 (不 是 涡 线 的 ) 封闭 曲线 C 的 所 有 点 引 涡 线 ， 就 组 成 涡 管 . 涡 管 的 侧面 是 涡 
面 , 所 以 在 其 侧面 上 w = 0. 

我 们 来 研究 涡 管 的 性 质 . 如 图 20 所 示 , 在 涡 管 的 侧面 取 2 条 封闭 曲线 Cy 和 C， 
并 用 制 线 .名 , . 弘 把 它们 连 
接 起 来 , 就 组 成 了 完全 位 于 
涡 管 侧面 的 曲面 2. 对 之 应 
用 斯 托 克 斯 定理 , 得 


fu»as=0 


I 


20， 用 于 研究 涡 管 的 性 质 曲面 2 的 边界 92 的 环绕 

方向 参见 图 20， 割 线 的 两 

侧 角 和 级 上 的 积分 是 沿 不 同方 向 取 的 , 所 以 沿 它们 的 积分 之 和 为 零 . 曲线 Cl 和 
C2z 的 环绕 方向 也 是 相反 的 , 因此 , 如 果 把 其 中 一 条 曲线 的 环绕 方向 改 为 相反 方向 , 就 
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得 到 
vds= /ds 或 To, =To,. 
Oi Ca 
此 时 曲线 C 与 C2 显然 可 以 是 环绕 给 定 涡 管 1 周 的 任意 封闭 曲线 ; 所 以 
Po = const， 


其 中 C 是 环绕 给 定 涡 管 1 周 的 任意 封闭 曲线 . 
环 量 
Ee= fo-as 


C 
或 者 根据 斯 托 克 斯 定理 与 之 相等 的 量 
2 | wndo 
/ 


称 为 涡 管 强度 , 这 里 是 张 于 的 曲面, 而 C 的 环绕 方向 与 的 法 线 方向 mn 之 间 
的 关系 在 推导 斯 托 克 斯 定理 时 已 经 指出 
， ““， 涡 管 强度 沿 涡 管 不 变 , 是 给 定 涡 管 的 特征 量 ， 这 个 结论 称 为 
注定 国 变 4 村 苛 运 3 满族 的 效 旭 光 效 运动 学 第 一 定理 
交 姆 霍 交 运动 学 第 二 定理 表述 为 : 涡 管 不 可 能 在 介质 的 
内 部 产生 或 消失 . 这 个 结论 可 以 直接 从 场 a 的 连续 性 条 件 与 涡 管 强度 不 变 的 性 质 推 
导出 来 : 因此 , 涡 管 或 者 是 封闭 的 , 或 者 在 运动 介质 的 边界 上 消失 或 产生 , 或 者 延伸 
至 无 穷 远 处 , 如 果 介 质 是 无 界 的 
运动 的 例子 直觉 上 似 科 可 以 认为 , 只 要 在 流动 中 有 封闭 的 流 线 , 流体 的 运动 就 
总 是 有 族 的 《2 区 0 其实, 如 果 在 流动 中 观察 到 类 似 于 图 21 (a) 
所 示 的 速度 分 布 , 沿 图 中 所 夯 流 线 的 环 量 就 不 等 于 鹤 ， 


To= | vsds@t0, 
: 
因为 被 积 表 达 式 的 符号 在 全 部 积分 路 径 上 都 不 发 生变 化 . 根据 斯 托 克 斯 定理 , 在 曲 
线 C 张 成 的 曲面 上 应 当 存 在 wn 尖 0 的 点 , 所 以 流动 是 有 旋 的 . 然而 , 这 个 结论 只 有 
在 可 以 应 用 斯 托 克 斯 定理 的 条 件 下 才 是 正确 的 , 这 时 要 求 能 够 在 C 上 张 起 这 样 的 曲 
面 2, 使 场 v 及 其 偏 导数 在 该 曲面 上 都 是 连续 的 . 例如 , 如 果 封 闭 曲 线 C 包含 有 一 
个 母线 平行 于 ,z 轴 的 圆柱 形 刚体 (图 21 (b)), 就 不 能 下 结论 说 , 具有 图 21(a) 所 示 速 
度 分 布 的 平面 流动 是 有 旋 的 . 当场 v 或 w 在 C 内 部 具有 奇 点 时 , 也 不 能 下 这 样 的 
结论 . 
因此 , 我 们 以 流动 (8.2) 为 例 更 加 详细 地 进行 讨论 . 该 流动 有 势 : 
v= grady 9 =k0= kArctan 
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了 
\4 


O BO 


(a) (b) (c) 


图 21， 可 能 出 现 的 有 旋 流 动 与 无 旋 流 动 的 例子 


流 线 垂直 于 曲面 p = nst, 即 流 线 是 平面 zOy 上 的 圆 . 速度 的 方向 是 p 增加 的 方 
向 , 所 以 当 大 > 0 时 流动 方向 如 图 21 (c) 所 示 . 沿 任何 与 流 线 重 合 的 圆周 , 环 量 了 均 
不 为 零 , 尽管 流动 在 z 轴 以 外 区 域 此 有 势 . 势 函数 在 z 轴 上 没有 定义 . 若 计算 这 种 流 
动 的 涡 量 , 我 们 将 看 到 , 它 在 z 轴 之 外 处 处 为 零 , 而 在 z 轴 上 则 应 使 w 的 值 为 无 穷 
大 . 因此 , 场 。 与 w 沿 > 轴 有 奇异 性 . 这 是 沿 z 轴 的 具有 有 限 强度 卫 三 2xk 的 孤立 
涡 丝 , 该 流动 称 为 孤立 点 涡流 动 . 

不 应 当 认为 有 旋 流 动 就 一 定 意味 着 在 流动 中 
存在 封闭 的 流 线 . 考虑 流动 


其 中 a 是 正 的 常数 (图 21 (d)). 在 该 流动 中 , 轨迹 
与 流 线 重 合 , 都 是 平行 于 z 轴 的 直线 , 并 且 沿 任 
何 直线 z = const 的 速度 分 布 都 是 线性 的 ， 直接 
计算 w 在 第 卡 儿 坐标 轴 上 的 分 量 , 得 


图 22， 用 于 证 明 奥 一 高 定理 


Wi = w2=0 ws 二 = 
即 流动 是 有 旋 的 , w 处 处 相同 , 其 方向 与 * 轴 方 向 相反 . 在 t 时 刻 取 正方 形 流体 微 元 
4BCD, 它 在 t+ At 时 刻 变 为 菱形 4'B'C'D', 并 且 可 以 证 明 , 应 变 率 张 量 的 主轴 在 
t 时 刻 与 正方 形 的 对 角 线 重 合 , 它们 在 t+ At 时 刻 变 为 凌 形 的 对 角 线 . 主轴 之 间 的 夹 
角 在 运动 过 程 中 显然 保持 直角 不 变 , 但 是 主轴 的 空间 方位 发 生变 化 , 它们 以 角速度 
w 二 一 ak/2 旋转 . 
奥 _ 高 定理 现在 加 忆 身 一 高 定理 . 在 时 刻 t, 在 运动 的 连续 介质 中 取 表面 为 的 
全” 物质 体 V, 并 在 表面 到 的 每 一 点 选取 V 的 外 法 线 n. 在 时 刻 + At 
该 物质 体 移动 至 V', 而 2 变 为 V' 的 表面 (图 22). 
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体积 的 变化 显然 为 
V'—-V= fa do. 


5 


此 时 已 经 自动 考虑 到 体积 V' 小 于 V 的 情况 , 因为 我 们 总 是 取 V 的 外 法 线 . 体积 的 
变化 率 等 于 


, V'-—V 
le, = /mr 
i 
对 于 表面 为 2* 的 无 穷 小 物质 体 V*, 类 似 地 有 
, Te 一 VV" 
A A / We. 
TD* 


利用 速度 矢量 散 度 的 定义 (7.20) 及 其 运动 学 含义 , 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 得 
fu do = ft cos(n, 7) + vcos(n,y) + wcos(n,z)]do 
D* Y 


=V*divv+V*e= ( 闫 秆 十 如 ) V* 十 YE， (8.8) 
其 中 三 是 无 穷 小 量 . 
有 限 的 物质 体 V 总 可 以 分 割 为 诸多 无 穷 小 物质 体 V*. 只 要 v 在 V 内 部 连续 
可 微 , 就 可 以 对 每 个 无 穷 小 物质 体 V* 写 出 等 式 (8.8). 把 (8.8) 对 所 有 V* 求 和 , 并 
在 分 市 数 趋 于 无 穷 大 且 V* 一 0 时 取 极 限 , 得 


Ou 2 到) dr7, (8.9) 


人 aa 7)+vcos(n,y) + weos(n, 2)]do /人 十 页 十 


因为 在 等 式 的 左 侧 , 沿 相 邻 曲 面 2* 的 积分 因 法 线 方向 相反 而 相互 抵消 , 于 是 在 极限 
中 仅 剩 下 了 对 外 表面 2 的 积分 . 

等 式 (8.9) 把 对 封闭 曲面 2 的 积分 变换 为 对 该 曲面 所 围 几 何 体 Y 的 积分 , 这 就 
是 奥 一 高 定理 . 等 式 (8.9) 可 以 写 为 不 依赖 于 坐标 系 的 形式 ; 


fae = /avoar 
V 


i 


显然 , 任何 在 几何 体 Y 内 与 曲面 允 上 皆 连 续 可 微 的 矢量 4 都 可 以 像 速 度 v 那 
样 理解 , 从 而 对 之 写 出 奥 一 高 公式 : 


fa-nar= faivaar. 
Dy 


此 外 , 因为 在 给 定 坐 标 系 中 任何 3 个 函数 P, @; RR 都 可 以 理解 为 矢量 的 分 量 ， 
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所 以 对 z, y, z 的 任何 3 个 连续 可 微 的 函数 已 Q, R 都 可 以 写 出 奥 一 高 定理 , 即 
oP 0Q OR 
[Pcos(m,z) + Qcos(n,) + Reos(n,z)Jdo= |/[ 一 + + |)dr. 
/ /a Oy Oz ) 

在 奥 二 高 公式 左右 两 侧 的 积分 中 , 被 积 函数 都 是 与 坐标 系 的 选择 无 关 的 不 变量 . 
如 果 它 们 在 笛 卡 儿 坐标 系 中 是 已 知 的 , 则 在 任何 其 他 坐标 系 中 都 易 求 这 些 函 数 ; 亦 
即 , 设 在 任何 坐标 系 由 , 72, mm 中 4 = 4kek n= nie', 则 

4.7=4knk，div4= VA*= 全 + ATE,, 

其 中 克 里 斯 托 费 尔 符号 i; 是 通过 前 面 得 到 的 公式 用 空间 四, 7, 的 g;; 来 计算 
的 (可 以 根据 从 笛 卡 儿 坐 标 系 到 当前 坐标 系 m1; 7, 访 的 变换 公式 来 计算 g;;). 

奥 一 高 定理 现在 可 以 写 为 如 下 在 任意 曲线 坐标 系 中 都 成 立 的 形式 : 


f asdc= [va drT. 
i V 


我 们 指出, 在 推导 奥 一 高 定理 时 , 空间 的 维 数 可 以 是 任意 的 .在 力学 与 物理 学 中 ， 这 
个 定理 经 常 被 应 用 于 二 维 、 三 维 与 四 维 区 域 
我 们 再 推导 一 个 以 后 有 用 的 矢量 分 析 公式 . 设 我 们 有 任意 一 
物质 体积 分 对 时 间 的 人 信赖 于 空间 点 举 标 和 时 间 + 的 函数 7 ( 它 可 以 是 张 量 ). 对 
于 运动 的 物质 体 V, 考虑 积分 


J fe wt Dar, 
V 


并 计算 导数 
§ /re » bdr 
V 


其 中 不 仅 被 积 函数 与 + 有 关 , 积分 域 V 也 与 + 有 关 . “由 导数 的 定义 可 以 写 出 ( 见 
图 22) 


d 1 
dt / f(z, Y, Z, tdr= lm xs {fe YZ, t+Abarr /fe, V Z) oo 
V’ V 


V(t) 
; 1 
-Bn fe ert fT | 
TY V’'—V 


0 》 ?》 》 
/ f(z 和 2 dar+ | foiar, > (8.10) 
> 


V 
因为 几何 体 VW“ 一 V 由 柱 体 微 元 :dr ='wiidoAt 组 成 ( 见 图 22), 并 且 当 At 二 "0 时 曲 
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面 2 成 为 一 而 f(z, yz, tt 十 At) 一 f(z, y，z, 刀 ). 对 (8.10) 的 最 后 一 个 积分 应 用 
奥 一 高 公式 , 得 i 


x/ 纺 加 Uh [人 +wdo dr. (8.11) 


积分 域 V 是 运动 的 , 求 导 结果 自然 就 依赖 于 运动 的 物质 体 V 诸 点 的 速度 场 v. 
显然 ， ER 
df 


+) = HL J Vi 十 Vi = 


式 中 


df EO 
es Rtv vl 


是 函数 f 对 时 间 t 的 全 导数 在 任意 坐标 系 中 的 表达 式 . 所 以 , 公式 (8.11) 还 可 以 写 


为 
£/re, Yo ar= 人 +m) ar 
V 六 


现在 把 公式 (8.11) 应 用 到 一 个 特殊 情况 . 令 
f= 
式 中 V 是 连续 介质 的 体积 , 此 时 , 函数 依赖 于 变化 的 体积 V, 即 依赖 于 (8.10) 的 


积分 域 , 所 以 函数 f 显然 只 依赖 于 t 而 不 依赖 于 坐标 . 显然 , 以 下 运动 学 恒等式 永远 
成 立 : 


/7 
从 而 由 (8.11) 有 
/2 
{ 说 (六 + za CR (8.12) 


无 论 对 运动 介质 的 全 部 体积 V, 还 是 其 任何 一 部 分 体积 , 都 可 以 写 出 这 个 恒等式 . 
对 无 穷 小 体积 AV 应 用 (8.12), 得 
( 志 )+ 双 AV —=z divv = 0, (8.13) 


式 中 divv 取 自 AV 收缩 到 的 那 一 点 . 我 们 强调 , 此 式 对 于 任何 介质 均 成 立 : 它 与 运 
动 介质 的 性 质 毫 无 关系 . 例如 , 它 对 于 诸如 相 空间 这 样 的 非 物 质 介质 也 是 成 立 的 . 
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动力 学 方程 


§ 1. 连续 性 方程 


我 们 来 研究 物理 对 象 的 运动 , 即 物体 和 场 的 运动 . 本 章 和 以 后 许多 章 基本 上 只 研 
究 物 体 运动 的 规律 . 所 谓 物体 , 是 指 那些 具有 惯性 的 对 象 . 

惯性 由 质量 表征 . 我 们 既 可 以 引入 整个 物体 的 质量 m, 也 可 以 引入 其 任何 一 部 
分 的 质量 mi;. 在 牛顿 力学 中 , 整个 物体 的 质量 m 按照 定义 等 于 组 成 物体 的 所 有 部 


分 的 质量 m; 之 和 | 

任何 由 同样 一 些 连续 介质 微 元 组 成 的 物质 体 , 其 质量 m 守恒 
质量 守恒 定律 密度 ”这 个 定律 是 牛顿 力学 的 基本 定律 , 可 以 视 为 通过 实验 确立 的 
自然 定律 , 它 在 一 定 的 近似 下 是 正确 的 . 对 于 任何 物质 体 , 有 


mm = const. 


这 是 连续 介质 力学 的 基本 方程 之 一 , 该 方程 还 可 以 写 为 另外 一 种 形式 , 即 


dm 
a 0. (1.1) 


引入 平均 密度 
: _ Am 
Pmean = AP， 


其 中 Ay 是 质量 Am 所 占 的 体积 . 实际 密度 定义 为 如 下 极限 : 


“二 如 AT 
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在 连续 介质 力学 的 研究 中 基本 上 总 是 用 密度 p 代替 质量 mm. 对 于 微小 体积 成 立 等 式 


Am = pAV, 


m= foar, 


V 


而 对 于 有 限 体积 则 成 立 等 式 


其 中 的 积分 是 对 运动 的 物质 体 计算 的 : 因此 , 知道 p 就 可 以 求 出 m. 
物质 微 元 的 密度 p 可 以 不 守恒 , 因为 在 微 元 运动 时 其 体积 可 以 发 生变 化 . 
连续 介质 物质 体 的 质量 守恒 定律 现在 显然 可 以 写 为 


£ /or 三 0. (1.2) 
V 
欧 拉 变量 下 的 连续 性 ”应 用 第 二 章 的 物质 体积 分 求 导 法 则 (8.11), 在 质量 守恒 定律 
方程 成 立 的 条 件 下 有 : 


dn Op a dp 
0= 3 = / (ravm)ar= / (¥ tpdivo)arn, 
Vv V 


或 者 , 由 于 该 等 式 对 任何 物质 体 都 成 立 , 我 们 得 到 连续 介质 力学 的 第 一 个 基本 微分 
方程 


dp Kb 
tredvo=0. (1.3) 


该 方程 称 为 欧 拉 变量 下 的 连续 性 方程 ， 这 个 方程 显然 可 以 直接 得 自 第 二 章 的 公式 
(8.13), 因为 任何 物质 体 的 质量 都 是 守恒 的 

除 质量 m 外 , 在 连续 介质 的 任何 物质 体 中 还 有 其 他 一 些 物理 
于 是 所 筑 足 的 条 失物 ， 量 在 运动 过 程 中 守恒 .例如 设 N 是 任意 物质 体 中 的 分 子 或 

原子 的 数目 , 则 N 在 物质 体 中 通常 是 守恒 的 . 若 引 入 单位 休 
积 中 的 分 子 或 原子 的 数目 n = lim AN/AV, 式 中 Ar 是 AN 个 粒子 所 占 的 体积 ， 
则 根据 在 任何 物质 体 中 守恒 的 候 设 , 利用 第 二 章 公式 (8.13) 可 得 n 的 微分 方程 
它 类 似 于 (1.3): 

dn 


+ ndivv = 0. (1.4) 


车 在 连续 介质 中 有 化 学 反应 发 生 , 则 方程 (1:3) 成 立 , 而 方程 (1.4) 不 成 立 . 


还 存在 其 他 一 些 在 任何 物质 体 中 都 守恒 的 标量 、 矢 量 或 张 量 . 我 们 用 更 来 表示 
这 样 的 守恒 量 , 并 引入 这 个 量 的 密度 : 


| 愉 ， 帮 而 
f= soAv 
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显然 , 8 和 f 满足 以 下 条 件 : 


5= /ar 


学 二 div = 0. 
在 物理 学 的 很 多 情形 中 , 最 后 一 个 条 件 对 电荷 密度 e 成 立 .确定 物质 体 中 的 守 
恒 量 是 物理 学 的 基本 问题 之 一 
_ 、 、，。,。。,。 设 我 们 有 由 N 种 组 元 组 成 的 混合 物 , 例如 : 氢 、 氧 和 水 燕 所 
多 组 到 混合 物 的 固然 ”的 混合 物 (N = 3), 锡 铜 合金 , 盐 的 水 溶液 ,等 离子 体 一 自 
由 电子 和 离子 的 混合 物 , 等 等 ， 所 有 这 样 的 多 组 元 混合 物 都 
可 以 认为 是 由 充满 混合 物 所 占 的 同一 区 域 的 N 种 连续 体 组 成 的 .对 于 这 些 连续 体 
中 的 每 一 种 , 都 可 以 引入 自己 的 密度 和 自己 的 速度 , 我 们 把 这 些 量 表示 为 pi, p2, …， 
pv 和 v1, vs. .…, ww. 在 混合 物 所 占 区 域 每 一 点 有 N 个 密度 p, 和 N 个 速度 w, 其 
中 每 个 量 分 别 属 于 自己 的 连续 体 . 
于 是 , 混合 物力 学 在 这 个 提 法 中 就 是 充满 同一 区 域 的 一 组 连续 体 的 力学 . 
我 们 首先 考虑 混合 物 中 不 发 生化 学 反应 或 电离 作用 的 情况 . 这 时 ,混合物 N 种 
组 元 中 的 每 一 种 都 应 当 满足 质量 守恒 定律 , 我 们 就 有 N 个 方程 : 
Gm 
dt 
或 
Op: 
a 
如 果 在 混合 物 中 有 化 学 反应 或 电离 作用 发 生 (这 种 情况 从 应 用 的 角度 讲 更 有 意 
义 ), 则 组 元 的 质量 m; 可 能 发 生变 化 . 我 们 引入 x 来 表示 单位 体积 中 混合 物 第 i 种 
组 元 的 质量 m; 因 化 学 反应 或 电离 作用 而 在 单位 时 间 内 发 生 的 变化 . 量 x 是 在 化 学 
中 确定 的 . 于 是 , 混合 物 组 元 的 连续 性 方程 可 以 写 为 


dmi 
ar = / “dr 
V 


十 div pivi = 0. (1.5) 


Op 
ot 


化 学 反应 的 一 个 基本 定律 是 混合 物 的 总 质量 守恒 , 所 以 


十 div Pidi = Hi. {1.6) 


N 3 
> 和 =0. (1.7) 
4 一 1 
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除了 混合 物 组 元 的 N 个 密度 和 N 个 速度 , 还 可 以 引入 混合 物 整 体 的 密度 p 和 
速度 v. 给 定 区 域内 混合 物 的 质量 按照 定义 等 于 该 区 域内 各 组 元 的 质量 之 和 ， 


N 
17 一 》 mi 
i=1 
而 混合 物 的 密度 p 定义 为 
het 
lim 一 一 . 
AV 一 0 人 
混合 物 组 元 的 密度 
Am 
Pi™ Km A 
所 以 


N 
P=》 并 
i=1 
对 (1.6) 求 和 , 所 得 关系 式 利用 (1.7) 可 以 写 为 


Op 
2 de piv 三 0. 


这 个 方程 将 具有 连续 性 方程 的 通常 形式 , 如 果 混 合 物 整体 的 运动 速度 v 定义 如 下 : 


N N 
v= >》 Pio mv 三 DY mivi, 
i=l1 i=1 


0 0 
二 一 Dj maw 三 一 Dpivi. (1.8) 
Wf en 


我 们 指出 , 这 样 定义 的 速度 是 混合 物 的 N 种 组 元 所 对 应 的 N 个 物质 体 的 总 
质心 的 速度 . 
eg 和 . i 站 后 
扩散 过 程 的 连续 性 方 有 能 发 生 的 一 种 情况 是 混合 物 的 所 有 组 元 者 以 同样 的 速度 
程 


运动 , 该 速度 等 于 此 时 混合 物 整体 的 运动 速度 ， 
V1 一 02 一 … 一 VN 一 外 


这 类 过 程 称 为 无 扩散 过 程 . 车 组 元 的 速度 w 不 同 , 则 发 生 扩 散 , 这 时 混合 物 的 一 些 
组 元 相对 于 另外 一 些 组 元 运动 . 电流 就 是 这 种 过 程 的 一 个 例子 . 在 有 电场 的 时 候 , 在 
静止 导体 中 v = 0, 而 vi 关 0, 电子 和 离子 在 导体 中 的 运动 形成 电流 . 
对 于 扩散 过 程 , 可 以 在 每 一 组 元 的 连续 性 方程 中 引入 混合 物 整体 的 运动 速度 w， 
这 就 改变 了 连续 性 方程 (1.5) 或 (1.6) 的 形式 . 
在 存在 化 学 作用 和 扩散 的 一 般 情 况 下 , 方程 (1.6) 可 以 写 为 
Ops 


Bt + divpiv = x ~ div L;, (1.9) 
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式 中 
Ti = pi(vi — »). 


差 v; 一 v 显然 是 第 i 种 组 元 相对 于 介质 整体 的 运动 速度 . 车 v vi, 则 方程 (1.9) 中 
div 五 这 一 项 表征 在 以 速度 v 运动 的 几何 体 中 第 i 种 组 元 的 质量 因 该 几何 体 不 是 第 
i 种 组 元 的 物质 体 而 发 生变 化 , 组 成 第 i 种 组 元 的 粒子 不 断 进出 该 几何 体 . 矢量 五 称 
为 扩散 流 矢量 . 

计算 扩散 流 矢量 五 必须 以 物理 定律 为 基础 . 在 不 同情 况 下 , 扩散 定律 亦 各 不 相 
同 , 但 由 (1.8) 可 知 , 在 任何 情况 下 都 成 立 条 件 


N 
》 五 =0. 
$1 


混合 物 组 元 的 N 个 连续 性 方程 (1.9) 可 以 替换 为 混合 物 组 元 的 N - 1 个 独立 的 连 
续 性 方程 (1.9) 和 混合 物 整体 运动 的 一 个 连续 性 方程 


Ee 十 div pv = 0. 


因此 , 在 研究 多 组 元 混合 物 运动 的 时 候 , 可 以 不 再 显 式 地 引入 N 个 充满 同一 区 域 并 

以 不 同 速度 w 运动 的 连续 体 , 只 要 引入 扩散 流 矢量 到 来 代 蔡 w, 并 把 方程 (1.9) 看 

作 混合 物 组 元 密度 p 的 方程 即 可 

显然, 在 研究 发 生化 学 反应 的 多 组 元 混合 物 的 运动 时 , 必须 把 力学 定律 与 量 忆 

和 满足 的 物理 和 化 学 定律 联合 起 来 
连续 性 方程 (1.3) 是 对 任意 的 连续 介质 得 出 的 

信和 可 和 外 必 抽 连 各 。。。 一 种 介质 称 为 不 可 压缩 的 , 如 果 它 的 任何 物质 体 的 大 小 
在 整个 运动 过 程 中 保持 不 变 . 所 以 , 不 可 压缩 介质 微 元 的 密 

度 也 是 守恒 的 .连续 性 方程 的 形式 为 


divv = 0. (1.10) 


一 种 介质 称 为 均匀 的 , 如 果 它 的 所 有 微 元 的 密度 p 都 相同 , 即 p 与 空间 坐标 xz， 
y, z 无 关 . 一 种 介质 称 为 非 均 匀 的 , 如 果 它 的 不 同 微 元 的 密度 p 不 同 , p = p(z, y, z). 
不 可 压缩 流体 的 速度 场 永远 是 无 源 场 , 其 矢量 管 ( 即 流 管 ) 的 性 质 已 经 在 第 二 章 
88 中 有 所 阐述 . 例如 , 流 管 强度 
fu dc 一 久 


5 


(2 是 流 管 的 横 截面 , n 表示 其 法 线 ) 沿 流 管 保持 不 变 , 这 个 量 称 为 流 管 的 流量 . 在 运 
动 连续 时 , 流 管 不 可 能 在 不 可 压缩 介质 的 内 部 产生 和 消失 . 


8$1.， 连续 性 方程 Ss 


拉 格 朗 日 变量 下 的 连 ” 我 们 来 推导 另 一 种 形式 的 连续 性 方程 ; 即 拉 格 谓 日 变量 下 的 
续 性 方程 连续 性 方程 . 为 此 ,- 在 给 定时 刻 t, 在 连续 介质 的 任意 一 点 
M 沿 随 体 坐 标 系 £1，&?, &3 的 坐标 轴 方 向 取 小 矢量 el dé1， 

ez dé?, es dt3, 并 组 成 一 个 平行 六 面体 微 元 , 其 体积 等 于 

V =|é1"(é2 x é3)dé! dé? dé3l. 
在 任意 男 一 个 时 刻 to, 与 该 平行 六 面体 对 应 的 是 从 同一 物质 点 M 引出 的 矢量 61 del， 
ez dé?, ea dé3 所 组 成 的 平行 六 面体 微 元 , 其 体积 等 于 

WW = |é1:(é2 x é3) dé! dé? dé3l. 

我 们 把 介质 在 时 刻 t 和 to 的 密度 分 别 表示 为 jy 和 po. 根据 质量 守恒 定律 , 有 


poVo = pV, 


él a (é2 Xx es) 
el 。 (é2 x es) 

为 了 计算 基 矢 量 的 混合 积 , 再 引入 基 矢 量 为 el = i, ez = j, es = 上 的 笛 卡 儿 直 
角 坐 标 参考 系 zl = z, z? = y, z3 = z 来 研究 介质 的 运动 . 我 们 把 介质 的 点 在 时 刻 t 
和 如 相对 于 该 坐标 系 的 坐标 分 别 表示 为 zl, z2, z3 和 zj,，z2, z3. 显然 ， 


zi = 2(e, [tt 3 to), 三 地 (6 5 3 b), 


即 zi 和 z* 是 在 独立 变量 t 取 不 同 值 时 表示 运动 规律 的 函数 的 值 . 因为 点 M 相对 
于 参考 系 的 径 矢 为 


W 
p=poy = po - (1.11) 


7 = Zkek， 


,而 


所 以 
DZ 
一 Ber 
混合 积 el .(é2 x es) 可 以 表示 为 行列 式 的 形式 : 
gc Oz? gm 


全 


el' (ez Xx é3) = Or- 一 一 一 =A, 
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其 中 A 是 从 对, 62, &3 到 zl, z2, z3 的 变换 的 雅 可 比 行列 式 . 类 似 地 ， 
el . (é2 x e3) = rr =A, 


其 中 人 A 是 从 上 &2, 8&3 到 zl, za z 3 的 变换 的 雅 可 比 行列 式 利用 雅 可 比 行列 式 的 
性 质 , 方程 (1.11) 现在 可 以 表示 为 


A Or 
p= PoR = podet 四 人 1). (1.12) 


我 们 对 所 得 方程 (1.12) 继续 进行 变换 . 为 明显 起 见 , 我 们 把 矢量 6; 在 坐标 系 z， 
y,z 中 的 分 量 9zi/667 表示 为 6js, 6;jy, 6jz, 则 显然 


2 
elz Ely Elz elz Ely 6lz| jelz ez Ez 
2_ A2_ A | 
[é1: (é2 x es)] =A CE2r 6oy C2z €2r €2y C2z| ' |E1y E2y €3y| = det( 95ik) = 少 
y 
E3z E3y eaz esz eay 6E3z 6lz> E22 63z 


因为 和 = ei 6k. 类 似 地 ， 
[el (é2 x é3)]? = det (9x) = 9. 
因此 , (1.11) 可 以 表示 为 


P= Po 区 (1.13) 
方程 (1.11), (1.12) 和 (1.13) 是 连续 性 方程 在 拉 格 朗 日 变量 下 的 不 同形 式 . 
我 们 指出 , 对 于 在 连续 介质 物质 体 中 守恒 的 任何 量 & 的 密度 f, 在 一 般 情况 下 


成 立方 程 
f= 全 = foA, 


其 中 A 是 从 zi 到 区 的 变换 矩阵 的 行列 式 . 

. 连续 性 方程 的 特点 在 于 其 广泛 的 通用 性， 它 对 任何 物质 介质 的 运动 都 成 立 其 形 
式 与 介质 的 性 质 无 关 . 对 于 包括 水 、 空 气 、 金 属 等 在 内 的 所 有 介质 , 连续 性 方程 都 是 

相同 的 . 连续 性 方程 (1.3) 在 可 压缩 介质 的 情况 下 含有 4 个 未 知 函数 : 密度 p 和 速度 

的 3 个 分 量 , 而 在 不 可 压缩 介质 的 情况 下 , 连续 性 方程 (1.10) 只 含有 3 个 未 知 函 数 

一 一 速度 的 分 量 . 显然 , 为 了 解决 连续 介质 力学 问题 , 一 个 连续 性 方程 是 不 够 的 . 我 

们 将 推导 对 任何 连续 物质 介质 的 运动 都 成 立 的 其 他 一 些 方程 
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82. 连续 介质 的 运动 方程 


我 们 来 研究 物质 的 连续 介质 由 某 些 原因 引发 的 运动 . 力 就 是 为 此 而 引入 的 , 它 
是 矢量 . 我 们 将 对 连续 介质 力学 中 遇 到 的 力 进行 一 个 基本 的 分 类 . 与 质点 和 不 变形 
的 刚体 系统 的 力学 相 比 , 在 连续 介质 力学 中 , 力 的 概念 更 为 复杂 . 

点 力 和 分 布 力 我 们 在 理论 力学 中 主要 遇 到 点 力 , 即 作用 于 一 点 的 有 限 的 力 , 而 在 
连续 介质 力学 中 则 主要 遇 到 分 布 力 , 即 作用 于 连续 介质 物质 体 V 或 
物质 面 2 的 每 一 部 分 的 力 , 并 且 当 物质 体 的 体积 或 物质 面 的 面积 趋 于 零 时 , 相应 的 
力 的 主 矢量 也 趋 于 零 . 
在 连续 介质 力学 中 , 仅 在 一 些 特殊 情况 下 才 会 遇 到 点 力 . 根据 牛顿 第 二 定律 ， 


A 


式 中 Am 为 连续 介质 微 元 的 质量 , a 为 其 加 速度 . 由 此 可 见 , 只 有 在 a (或 p) 无 穷 大 

的 点 才 可 能 有 点 力 . 

体积 力 或 质量 力 按 体积 分 布 的 力 称 为 体积 力 或 质量 力 . 车 用 大 表示 作用 于 质量 
为 Am、 体 积 为 AV 的 微 元 的 质量 力主 矢量 , 则 质量 力 在 给 定点 

的 密度 五 为 


RAT 


对 于 微 元 ， 
FFAm. 
有 时 要 考虑 作用 于 单位 体积 而 非 单 位 质量 的 介质 的 力 再 -显然 ， 


Fr 
ei Wm apF. 

更 dY 和 Fdm 具有 力 的 量 纲 , F 具有 加 速度 的 量 纲 , 更 的 量 纲 是 加 速度 的 量 纲 乘 以 
密度 的 量 纲 . 

质量 力 的 类 型 不 多 , 它们 是 : 重力 (重量 ) F = g, 更 = pg, 以 及 一 般 而 言 满 足 牛 
顿 万 有 引力 定律 的 引力 ; 电磁 力 ; 惯性 力 . 在 研究 非 惯 性 坐标 系 下 的 运动 时 必须 引入 
惯性 力 , 并 且 从 运动 物体 本 身 来 看 , 惯性 力 就 是 通常 的 实际 存在 的 外 质量 力 . 在 研究 
连续 介质 的 具体 运动 时 , 有 时 要 用 人 工 方法 引入 质量 力 . 例如 , 在 讨论 辟 型 在 流体 中 
的 运动 时 可 以 认为 翼 型 所 占 区 域 也 充满 了 流体 , 但 是 为 了 使 人 工 引 入 的 流体 同 翼 型 
一 样 继 续 运 动 , 必须 对 这 一 部 分 流体 施加 质量 力 . 

在 刚体 力学 中 ， 任何 力 系 的 作用 等 价 于 其 主 矢量 和 主力 矩 的 作用 ， 而 在 可 变形 
介质 力学 中 , 重要 的 则 是 力 沿 物体 分 布 的 特性 . 
耐力 在 连续 介质 力学 中 起 主要 作用 的 不 是 质量 力 而 是 面 力 , 即 在 连续 介质 的 物质 

面 上 分 布 的 力 ， 例 如 , 对 于 倒 六 容器 中 的 水 ,在 水 与 容器 壁 的 接触 面 8 上 
显然 有 力 的 相互 作用 ， 取 曲面 5 的 微 元 do， 可 以 引入 面 力 微 元 dP = pdo, 其 中 
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p = im AP/Ac 是 作用 于 面 微 元 dc 的 面 力 的 密度 . 在 曲面 5 的 每 一 点 都 可 以 引 

入 面 力 密度 p, 它 在 不 同 的 点 一 般 是 不 同 的 . 

内 力 和 外 力 力 可 以 分 为 内 力 和 外 力 . 在 研究 一 个 系统 的 运动 时 , 如 果 力 是 由 属于 
该 系统 的 对 象 引起 的 , 这样 的 力 就 称 为 内 力 ; 如 果 力 是 由 系统 以 外 的 

对 象 引起 的 , 这 样 的 力 就 称 为 外 力 . 

外 力 和 内 力 的 概念 是 相对 的 .例如 , 如 果 我 们 同时 考虑 地 球 大 气 层 内 空气 的 运 

动 和 地 球 的 运动 , 则 空气 的 重力 是 内 力 ; 如 果 只 研究 空气 的 运动 , 重力 就 是 外 力 . 如 
果 考 虑 物体 和 电磁 场 的 运动 , 则 电磁 力 是 内 力 ; 如 果 只 考虑 物体 的 运动 , 则 电磁 场 对 
于 物体 来 说 是 外 在 因素 , 电磁 力 是 外 力 . 
内 应 力 设想 在 连续 介质 中 取 任 意 某 一 物质 体 V, 以 截面 5 将 其 分 为 页 和 仙 两 
部 分 (图 23). 如 果 我 们 研究 V 的 一 部 分 的 运动 , 比如 态 的 运动 , 则 这 时 
第 二 部 分 即 V2 对 它 的 作用 必须 改 为 分 布 于 Vi 的 质量 力 和 分 布 于 5 的 面 力 . 这 样 
号 | 入 的 相互 作用 力 对 Vi 而 言 是 外 力 . 如 果 我 们 研究 物质 体 V 整体 的 运动 , 这 些 力 
就 是 内 力 . 可 以 用 不 同方 法 取 截 面 5, 显然 , 分 布 于 不 同 截 面 5 的 面 力 是 不 同 的 . 

取 物体 内 部 某 点 M 并 考虑 该 点 的 不 同 面 
微 元 do, 其 方向 由 法 线 n 决定 . 我 们 用 dP 
来 表示 物质 体 Vs 内 的 介质 对 物质 体 VW 内 的 
介质 在 法 线 为 n 的 面 微 元 do 上 的 合作 用 力 ， 
并 进一步 认为 dP = pn do, 其 中 p。 是 有 限 矢 
量 . 矢量 p。 可 以 视 为 被 面 微 元 do 分 开 的 两 
部 分 介质 之 闻 相 互 作 用 力 的 面 密度 . 在 一 般 情 
况 下 , p。 可 能 与 面 微 元 do 的 方向 和 它 的 其 他 
一 些 几 何 性 质 有 关 . 我 们 将 总 是 这 样 选取 法 线 
方向 mw, 使 得 它 对 引入 的 力 p dc 所 作用 的 这 
部 分 介质 来 讲 是 外 法 线 . 例如 , 我 们 将 把 物质 
体 合 对 页 的 影响 用 分 布 力 pu do 代替 , 而 把 
物质 体 Vi 对 友 的 影响 用 分 布 力 p_,, do 代替 
(图 23). 在 连续 介质 的 任何 一 点 都 可 以 引入 这 
种 面 力 , 它们 称 为 内 应 力 . 

在 连续 介质 的 每 一 点 , 内 应 力 p,, do 都 可 
以 分 解 为 沿 面 微 元 dc 的 法 向 m 和 切 向 r 的 
2 个 分 量 (图 24): 


Pn do = pnnn do + pnrT do, 


式 中 pn do 为 内 应 力 的 法 向 分 量 , p,,, do 为 切 
向 分 量 , 亦 称 切 向 力 , 而 在 流体 的 情况 下 还 称 为 内 摩擦 力 . 


P_-nda=r-pnda 


”图 24， 内 应 力 的 法 向 分 量 和 切 向 分 量 
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面 力 pn do 显然 也 可 以 是 外 力 , 即 作用 于 包围 连续 介质 的 外 表面 的 力 . 

在 连续 介质 的 每 一 点 M 都 存在 无 穷 多 个 矢量 pw, 它们 对 应 于 经 过 该 点 的 无 穷 
多 个 面 微 元 do. 然而 , 我 们 将 在 后 面 得 出 , 在 它们 之 间 有 一 个 与 运动 介质 的 个 别 性 
质 无 关 的 普 适 关系 . 

质点 运动 的 基本 动力 学 方程 是 牛顿 第 二 定律 : 


FF=ma. 


我 们 现在 要 给 出 一 个 更 加 复杂 的 关系 式 来 描述 连续 物质 介质 的 运动 , 但 它 是 牛顿 第 
二 定律 的 直接 推广 

考虑 质量 为 m 的 质点 相对 于 惯性 坐标 系 =, y, 2 的 运动 
质点 和 质点 系 的 动量 ， 为 质 皮 的 质量 m 不 变 所 以 有 


dv dmv 


质量 与 速度 的 乘积 mw 称 为 质点 的 动量 . 对 于 一 个 质点 , 我 们 有 动量 方程 一 一 质点 
的 动量 对 时 间 的 导数 等 于 所 有 作用 于 该 质点 的 力 之 和 . 

利用 基本 动量 方程 (2.1) 可 以 解决 两 种 典型 题目 : 根据 已 知 的 力求 质点 的 运动 
规律 , 或 者 根据 已 知 的 质点 运动 规律 求 作 用 于 质点 的 力 . 

如 果 我 们 有 n 个 质点 所 组 成 的 质点 系 , 其 中 每 个 质点 的 质量 为 mi, 它 在 合力 大 
的 作用 下 以 速度 w 运动 , 那么 对 每 个 质点 都 可 以 写 出 动量 方程 (2.1) 


dmiv; _ 
-ry Fi 


并 且 六; 包括 了 所 有 作用 于 序号 为 i 的 质点 的 力 . 相对 于 n 个 质点 所 组 成 的 整个 系 
统 来 说 , 这 些 力 中 即 有 外 力 , 也 有 内 力 . 把 所 有 n 个 质点 的 动量 方程 (2.1) 相 加 , 得 


n n 


pe (Er) -0 


$=1 t=1 
等 式 右 侧 是 相对 于 质点 系 的 所 有 外 力 之 和 ; 因为 根据 牛顿 第 三 定律 , 相互 作用 的 内 力 
是 成 对 存在 的 , 它们 在 求 和 时 互相 抵消 了 . 
和 


Q = 和 =mvV” 


i=1 
称 为 系统 的 动量 , 式 中 
a v= LD mw 
i=1 t==l1 


分 别 是 整个 n 质点 系统 的 质量 和 质心 速度 . 这 样 , 我 们 得 到 n 质点 系统 的 动量 方程 
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质点 系 的 动量 对 时 间 的 导数 等 于 所 有 作用 于 系统 的 外 力 之 和 , 换言之 , 系统 的 质 
量 乘 以 系统 质心 的 加 速度 等 于 所 有 作用 于 系统 的 外 力 之 和 1. 

因此 , 任何 质点 系 的 运动 可 以 对 应 于 一 个 质点 ( 即 系统 的 质心 ) 的 运动 . 当 系 统 
的 尺寸 较 小 而 观察 者 的 位 置 又 很 远 时 , 在 很 多 问题 中 可 以 把 质点 系 的 运动 归结 为 一 
个 质点 的 运动 , 即 系统 质心 的 运动 . 

质点 的 运动 方程 具有 普 适 意义 , 它 可 以 应 用 于 各 种 可 能 的 力学 系统 : 星系 、 恒 
星 、 行星 , 任何 飞行 器 、 人 、 鸟 、 昆 虫 , 等 等 . 

现在 把 动量 方程 推广 到 连续 介质 有 限 物 质 体 的 情况 . 设想 在 


连续 介质 有 限 物 质 体 ws 
的 动量 方程 介质 中 取 表 面 为 2 的 有 限 物 质 体 V, 因为 ? 
全 (opdr) = Bam= [vam=§ /roar 
V M M 区 
所 以 把 动量 方程 写 为 


= /roar+t /man Q= var 
Vy ‘SS V 


按照 定义 , 这 里 的 Q 是 连续 介质 物质 体 V 的 动量 ， / Fpdr 和 - pdo 分 别 是 作用 
五 


于 物质 体 Y 的 外 质量 力 之 和 与 外 面 力 之 和 . 
因此 , 对 于 连续 介质 的 任何 物质 体 V 都 可 以 写 出 相对 于 惯性 参考 系 的 动量 方程 
d 
= | vpdr= | Fpdr+ 1 p,do, (2.2) 
le te 


即 连续 介质 物质 体 V 的 动量 对 时 间 的 导数 等 于 所 有 作用 于 该 物质 体 的 外 质量 力 和 
外 面 力 之 和 . 所 取 几 何 体 V 是 运动 的 、 可 变形 的 任意 物质 体 , 按照 定义 , 它 是 由 同样 
一 些 介质 微 元 组 成 的 . 

对 于 物质 体 Y 内 的 介质 , 如 果 除 了 上 述 外 分 布 力 ; 还 有 和 集中 作用 于 物质 体 V 内 
部 某 些 点 、 线 或 面 的 外 力 , 则 应 当 把 这 些 外 力 之 和 补充 到 方程 (2.2) 的 右 侧 . 

关系 式 (2.2) 是 在 连续 介质 力学 中 假设 成 立 的 基本 动力 学 方程 ,牛顿 第 二 定律 
是 质点 力学 的 原始 方程 , 与 此 类 似 , 动量 方程 (2.2) 则 是 连续 介质 力学 的 基础 所 有 
上 述 讨论 应 当 视 为 引导 和 启发 我 们 把 连续 介质 的 方程 (2.2) 与 质点 的 牛顿 方程 联系 
起 来 的 一 些 观 点 . 

还 可 以 提出 以 下 观点 来 论证 方程 (2.2). 可 以 按照 公式 

mv* = | vpdr 
/ 


0) 这 里 应 用 了 质量 守恒 定律 , 式 中 dm = pdr 和 M 分 别 表示 连续 介质 的 体 微 元 dr 的 质量 和 有 
限 物 质 体 -Y 的 质量 . 一 一 译注 


§2. 连续 介质 的 运动 方程 “7 


引入 连续 介质 物质 体 V 的 质心 速度 v*, 并 把 动量 方程 (2.2) 表示 为 连续 介质 物质 体 
V 的 质心 的 运动 方程 
dv”* 
m= | Fpdr+ | p,do. 
| 3 


我 们 指出 , 关系 式 (2.2) 经 常 称 作 冲 量 方程 , 因为 它 还 可 以 写 为 如 下 形式 ; 


4 /war = f Fodrart /aodt 
Vv Vv i 


关系 式 (2.2) 可 以 视 为 用 来 确定 力 的 方程 . 实际 上 , 所 有 已 知 的 关于 力 的 定律 都 
是 从 这 个 方程 ( 即 推广 的 牛顿 第 二 定律 ) 得 出 的 0 . 在 实验 观察 的 基础 上 , 利用 各 种 
假设 , 或 者 利用 那些 推广 实际 结果 的 “思想 实验 ”, 即 可 得 到 这 些 规律 . 在 最 初 的 研究 
中 利用 (2.2) 确定 出 力 的 定律 后 , 或 者 在 其 他 一 些 情况 下 已 经 知道 力 , 就 可 以 从 (2.2) 
求 出 与 这 些 力 相 对 应 的 运动 . 


并 非 处 处 是 坐标 的 连续 函数 ; 对 于 冲击 过 程 , 这 些 量 是 时 间 的 间断 函数 
特别 地 , 积分 形式 的 动量 定理 (2.2) 在 连续 运动 区 域 中 等 价 于 将 在 下 面 建立 的 
微分 形式 的 连续 介质 运动 方程 . 从 方程 (2.2) 还 可 以 推出 对 于 任何 连续 介质 的 任何 
运动 , 应 力 p,, 应 当 满足 某 些 普 适 关系 . 我 们 现在 就 来 推导 这 些 普 适 关系 
这 样 , 应 力 p。 与 给 定点 的 相应 面 微 元 的 方向 有 某 种 关系 而 动 
站 应 为 的 基本 性 质 “ 量 方程 (2 2) 则 限制 了 这 种 关系 的 可 能 的 形式 、 我 们 将 在 连续 
介质 运动 连续 的 情况 下 推导 这 些 限制 
设想 取 物 质 体 V, 并 用 任意 截面 8 把 它 分 为 VW 和 码 两 部 分 (图 23) 分 别 对 
Vi 和 攻 以 及 整个 物质 体 V 应 用 动量 方程 (2.2), 注意 到 被 分 开 的 两 部 分 之 间 的 相互 
作用 可 以 通过 质量 分 布 力 和 分 布 于 与 介质 物质 点 一 起 运动 的 截面 5 的 面 力 来 实现 


我 们 可 以 写 出 
/Boer= /oar+ /pido+ man 
车 访 点 5 


pdr = f par+ pndot fp do, 
V2 V2 2» 5 


[Besr= /oar+t pn do, 
V V 


1) 关于 这 个 问题 ， 详 见 以 下 专著 : Cenos JI. HH. Meronst monoG6nun 区 pa3sMepHOCcTI 了 MexaHEKe， 
7-e un3n. MockBa: Hayka, 1972 (第 八 版 中 译本 : 本 .五 . 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理论 . 沈 
青 , 倪 钢 非 , 李 维 新 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1982). 第 一 章 85: 
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式 中 F' 和 F” 分 别 表 示 作 用 于 物质 体 页 和 你 的 质量 分 布 力 密度 . 把 前 两 个 等 式 
相 加 , 再 减 去 第 三 个 等 式 , 在 内 质量 力 总 是 满足 作用 与 反作用 定律 的 条 件 下 7) , 即 当 


J roar+ /modar= /Podr 
Vi Va V 


时 , 我 们 有 
/ w 十 D_n) dc = 0. 
s 
因为 物质 体 V, Vi, V2 和 截面 8 是 任意 的 , 由 此 即 得 
pn 三 —P_n: (2.3) 


我 们 指出 , 关于 运动 连续 的 假设 非常 重要 . 例如 , 以 后 将 证 明 (参见 第 七 章 ), 如 
果 S 是 速度 w 的 间断 面 且 物 质 介质 微 元 可 以 通过 5, 式 (2.3) 就 不 成 立 . 这 时 WW 和 
太 不 是 物质 体 , 所 以 (2.3) 应 当 替 换 为 其 他 关系 式 . 

动量 方程 (2.2) 适用 于 任何 物质 体 V, 包括 任意 小 的 物质 体 . 正 是 因为 形 如 (2.2) 
的 动量 方程 对 连续 介质 任何 任意 小 的 物质 体 都 适用 , 所 以 这 个 方程 中 的 被 积 函 数 会 
受到 一 些 限制 , 我 们 来 阐明 这 些 限制 . 为 此 , 假设 
运动 特征 量 是 连续 的 和 有 限 的 , 组 成 表达 式 


9= /roart /| ma- /| Boar, 
V 了 V 


它 对 于 任何 物质 体 V 都 应 当 精 确 地 等 于 零 . 
显然 , 当 物 质 体 VV 收缩 为 一 点 时 , 无 论 表达 
式 Q 中 被 积 函 数 的 形式 如 何 , 只 要 它们 是 有 限 
的 , 极限 式 lm N=0 都 成 立 . 
现在 ， 在 给 定时 刻 取 连续 介质 的 任意 一 点 M, 
图 25， 用 于 证 明 内 应 力 的 性 质 沿 平行 于 笛 卡 儿 坐标 系 坐标 轴 的 方向 从 该 点 引 任 
意 的 无 穷 小 线段 dz = M4, dy = MC, dz = MB 
(图 25), 并 把 这 样 作出 的 无 穷 小 四 面体 MABC 看 作物 质 体 V. 它 的 面 MBC, M AB， 
MAC 垂直 于 相应 坐标 轴 , 而 面 4BC 的 方向 是 任意 的 , 决定 于 单位 法 向 矢量 


n= cos(n, 7)i+ cos(n,y)j+ cos(n,z2)k = nie'. 


我 们 分 别 用 pl, p?, p3 和 p,, 表示 法 线 为 i, j,k, n 的 面 微 元 上 的 应 力 , 用 5 表 
示 面 4BC 的 面积 . 这 时 , 面 MBC, MAB, MAC 的 面积 显然 分 别 等 于 5 cos(n, z)， 
Scos(n,y), Scos(n,z), 而 四 面体 的 体积 V = /5/3, 式 中 hh 是 从 顶点 M 到 面 4BC 
的 高 , 如 果 四 面体 在 保持 相似 的 条 件 下 收缩 于 一 点 , 则 h 是 一 阶 无 穷 小 量 , 而 5 是 
二 阶 无 穷 小 量 ， 对 于 在 给 定时 刻 位 于 此 四 面体 内 的 连续 介质 , 我 们 来 计算 Q 的 值 . 


0 不 作 这 个 假设 也 可 以 得 到 式 (2.3), 只 要 对 无 穷 小 体积 Vi, Vs 和 Y 应 用 动量 方程 即 可 . 此 后 ， 
质量 力 的 作用 与 反作用 定律 是 作为 动量 方程 的 推论 而 得 到 的 . 


8$2. 连续 介质 的 运动 方程 :99 - 


利用 内 应 力 的 性 质 (2.3), 显然 得 
和 ( 呈 m) 3Sh + (Fp)u 35h +pnS 
—p!S cos(n,7) — p*S cos(n,y) — p35 cos(n,z)+ O(h+’), 
其 中 > 0. 现在 令 四 面体 在 保持 相似 的 条 件 下 收缩 至 一 点 , 那么 , 因为 由 (2.2) 有 
9 = 0, 应 当成 立 的 极限 关系 式 包括 : 


| n 0 
vo0h V 一 0 h2 跑 hs = 


第 一 个 极限 在 运动 特征 量 连 续 且 有 限 的 情况 下 显然 永远 等 于 零 由 此 并 未 得 出 任何 
对 9 中 被 积 函数 的 限制 . 从 条 件 


可 知 , 以 下 等 式 应 当 永远 成 立 : 
pi 二 Deos(mz) Fp? cos(n,y) + pcos(n, 2). (2.4) 


该 等 式 表 明 , 取 自 连续 介质 的 点 MM 的 任何 面 微 元 do* 上 的 应 力 pi, 总 是 按照 公式 
(2.4) 通过 取 自 同 二 点 MM 的 平行 于 箔 卡 儿 直角 坐标 系 坐 标 平面 的 固定 面 微 元 上 的 应 
力 pS 闫 ;线性 地 表示 出 来 ; 

关系 式 (2.4) 还 表明 , 作用 于 表面 为 的 连续 介质 物质 体 'V 的 外 面 力 之 和 
| pn do 可 以 按照 奥 一 高 公式 变换 为 体积 分 ， 


和 2 3 
/=( 守 + 各 + 符 ) dr. (2.5) 
Zi V 
币 卡 儿 坐 标 系 下 的 连 ”最 后 ; 考虑 条 件 
续 介 质 运动 方程 二 = 


利用 (25) 把 :9 表示 为 
a 
0 foar+ /\ + 4 )ur | : pdr 


VY 


从 条 件 lim QJV = 0 得 
V—0 
(2.6) 


这 个 矢量 方程 是 连续 介质 运动 的 基本 微分 方程 , 它 对 于 任何 介质 的 任何 连续 运动 都 
成 立 . 在 连续 运动 的 情况 下 ; 它 完全 等 价 于 动量 方程 (2.2), 因为 从 它 可 知 , 对 于 任何 
物质 体 V 都 成 立 9 = 0. 我 们 强调 , 式 (2.5) 和 (2:6) 是 在 假设 矢量 严 连续 可 
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微 9 的 情况 下 得 到 的 , 而 方程 (2.2) 则 成 立 于 更 一 般 的 情况 . 
我 们 把 矢量 pi, p?, p3 按照 笛 卡 儿 坐 标 系 的 基 矢 量 el = i, ez = j, es = 大 分解 : 
Pp! = pklek，D2 = pk2ek，Dp3 一 phaek;i 或 pi = pkieh， 


并 引入 由 9 个 数组 成 的 矩阵 


根据 应 力 的 性 质 (2.4), 取 自 连续 介质 给 定点 的 任意 方向 的 面 微 元 上 的 应 力 
Pn 一 Phel 十 De2 + pes = piei, 
”其 分 量 可 以 用 以 下 公式 来 表示 : 
pl = Dll cos(n, 2) + D12 cos(n,y) + p13 cos(n, 2) = plini, 
2 = p21 cos(n, £2) + pcos(n,y) 十 D23 cos(m, 2) = pins, (2.7) 
D3 一 DEL cos(n, z) + pcos(n,y) + p33 cos(n, z) = piin. 
因此 , 矩阵 P 确定 了 从 矢量 n = niei 的 分 量 n; 到 矢量 p,, 的 分 量 pi, 的 变换 . 
矢量 形式 的 连续 介质 运动 方程 (2.6) 中 包含 有 9 个 函数 pik, 该 方程 在 笛 卡 儿 坐 
标 系 坐标 轴 上 的 投影 可 以 写 为 如 下 形式 : 
Op!! OpY? Op!3 


es 
Pat Pr 07 Oy Oz ， 


dv 8p21 Op?2 Op?3 
Pt Pyt Bs 1 67 Oz ， 

dw Op31 Op32 Op33 
pet Th td 


其 中 , ,表示 质量 力 密 度 下 在 坐标 轴 上 的 投影 . 

如 果 把 这 些 运 动 方程 与 连续 性 方程 (1.3) 合 在 一 起 , 我 们 就 得 到 由 4 个 方程 组 
成 的 方程 组 , 它 在 外 质量 力 给 定时 一 般 而 言 含 有 13 个 未 知 函数 : 密度 p, 速度 的 分 
量 w w w 和 内 应 力 的 9 个 分 量 pik， 

应 力 张 量 任意 方向 的 面 微 元 上 的 应 力 矢量 p, 与 坐标 面 微 元 上 的 应 力 矢量 pl, p2?， 
p3 之 间 的 关系 (2.4) 可 以 利用 (2.7) 写 为 


Pn =P'ni= perni= pi(ei:n) = prier(ei:n). (2.8) 


此 式 给 出 了 从 矢量 n 的 分 量 到 矢量 p,, 的 分 量 的 线性 变换 (系数 为 ptz). 它 是 利用 
笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 得 到 的 , 因此 在 任意 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 都 可 定义 pki. 式 (2.8) 


“还 要 求 速度 连续 、 可 微 . 一 译注 
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是 矢量 p,, 和 n 之 间 的 关系 式 , 因而 可 以 在 任意 曲线 坐标 系 中 写 出 :4 由 此 可 见 3 在 直 
角 坐 标 系 和 任意 曲线 坐标 系 中 , 都 可 以 利用 式 (2.8) 引入 量 px, 它们 应 当 视 为 张 量 
P= Diiekiei 
的 逆 变 分 量 . 这 个 张 量 称 为 应 力 张 量 , 并 且 在 任何 坐标 系 中 都 成 立 等 式 Dj 
pi = Pn = pin, 
式 中 p 是 法 线 为 n 的 在意 面 微 元 上 的 应 为, 是 克 的 协 变 究 基 
我 们 指出 , 一 般 而 言 只 有 在 笛 卡 儿 直角 坐标 系 的 情况 下 才 在 
“一 香 分 时 ”相应 的 坐标 面 上 成 立 等 式 Pr = pw 容易 证 明 , 在 任意 的 此 线 
坐标 系 中 , 在 相应 的 坐标 面 上 pi # p, 
实际 上 , 对 于 给 定 的 曲线 坐标 系 , 考虑 由 基 泉 量 e;,i 和 es4? (指标 按照 3 的 模 
来 定义 ) 所 确定 的 面 微 元 , 其 法 线 的 正方 向 定义 为 着 变 基 基 量 3 
二 Citl X €i+2 
VD 
的 方向 . 此 方向 的 单位 矢量 显然 由 以 下 公式 确定 : 
生 束 e 
nn Vg | 
其 中 gi* > 0, 平方 根 在 这 里 和 下 文中 均 取 正 号 . 我 们 用 pt 来 表示 该 面 微 元 上 的 应 力 
矢量 久富 则 根据 (2.8), 此 应 力 可 以 写 为 


e 


p: 施 pFea(en :ei) A Date 
EY = 
Vg" Vg 


因此 , 它 一 般 不 等 于 矢量 pi = pie。. 
应 力 矢量 p? 可 以 按照 所 考虑 的 点 的 单位 基 矢 量 ea 人 /区 分 解 : 
四 二 上 oi ea 上 
ER 
量 Xi 称 为 应 力 矢 量 p+ 的 物理 分 量 3). 由 最 后 两 式 可 以 写 出 
ai woai 0 
Wb a 
( 式 中 不 对 a 求 和 ). 由 此 可 见 , 物理 分 量 Xoi 不 是 某 张 量 的 分 量 . 
在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 pai = Xoi. 


0) 式 中 张 量 己 与 矢量 mm 的 内 积 PP.n 是 一 个 矢量 , 该 运算 的 定义 为 : 已: 浆 = pkiniek, 一 一 译注 
3 式 中 9 = det(05) = [el ' (ez x es)]2， 见 第 三 章 公式 (4.26) 一 一 译注 
3 关于 矢量 和 张 量 的 物理 分 量 的 一 般 讨论 , 参见 第 四 章 83. 一 一 译注 
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任意 坐标 系 中 的 连续 ”从 矢量 形式 的 动量 方程 (2.2) 

介质 运动 方程 
pdr = Fpdr+ | pndo 
ee ee 


J paao= /rmar= /mdr 
了 也 V 


可 知 , 在 连续 运动 的 情况 下 , 在 任何 曲线 标 系 中 都 成 立 如 下 运动 方程 : 
pa=pF+VYipi:， 或 pa*= PFA 十 Vi pi (2.9) 


在 运动 方程 (2.9) 中 ， 
ok = +viViv® = - +v (和 
Vip’ = B+ pT = Vi priek. 

矢量 方程 (2.9) 既成 立 于 运动 的 坐标 系 , 也 成 立 于 静止 的 坐标 系 , 例如 , 它 在 参 
考 系 和 随 体 坐 标 系 中 都 成 立 . 但 是 应 当 注意 , 矢量 a 是 介质 的 物质 点 相对 于 某 个 惯 
性 坐标 系 的 加 速度 , 而 F 是 给 定 的 质量 力 密度 . 如 果 相 对 于 非 惯 性 坐标 系 来 研究 运 
动 和 加 速度 , 那么 在 F 的 表达 式 中 应 当 包 括 惯 性 力 . 

在 连续 介质 中 取 质 量 为 pdr 的 微 元 , 它 受到 下 面 这 些 力 的 作用 : 质量 力 pF dr7; 
力 -padr, 它 在 随 体 坐 标 系 中 是 惯性 力 ; 力 Vipidr = Vipkiek dr, 它 可 以 看 作 是 因 
为 微 元 边界 上 的 面 力作 用 而 出 现 的 质量 力 . 方程 (2.9) 可 以 视 为 相对 于 随 体 坐 标 系 
平衡 的 条 件 , 因为 根据 (2.9), 所 有 作用 于 微 元 的 力 之 和 等 于 零 . 

我 们 指出 , 如 果 张 量 P = prieke; 在 介质 的 所 有 点 均 保 持 不 变 , 则 Vi pi = 0. 在 
笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 只 有 当 应 力 张 量 的 分 量 pe 与 坐标 x, y, z 有 关 时 , 这 些 分 量 才 
会 出 现在 运动 方程 中 ， 尽 管 如 此 ,等 式 Vpi =0 (或 Vip*i = 0) 并 不 等 价 于 等 式 
尸 = pkiekei = const, 而 后 者 等 价 于 Vipi = 0, i, j, 上 = 1, 2, 3. 例如 , 如 果 不 受 质量 
力作 用 的 介质 是 静止 的 , 则 


和 奥 一 高 定理 


十 vrs), 


Vip*=0, k=1,2,3. 
这 些 方程 是 研究 各 种 物体 在 只 受 外 面 力 作用 时 的 平衡 问题 的 基本 方程 . 


8 3. 动量 和 矩 方程 


正如 前 面 所 指出 的 , 已 经 得 到 的 描述 连续 介质 运动 的 普 适 方程 组 尚 不 封闭 , 还 
可 以 得 到 其 他 一 些 与 运动 介质 的 个 别 性 质 无 关 的 普 适 方程 . 为 了 这 个 目的 , 我 们 考 
虑 另外 一 个 一 般 力学 方程 一 一 动量 矩 方程 . 
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质点 和 质点 系 的 动量 ”考虑 质量 为 mi 的 质点 相对 于 某 惯性 坐标 系 的 运动 , 取 质 点 相 
矩 方程 对 于 坐标 系 原点 O 的 径 矢 ,7 与 方程 


的 矢 积 , 得 质点 的 动量 矩 方程 
m= 人 1， (3.1) 


式 中 
K=rxmov M=rx, 


分 别 为 质点 对 点 O 的 动量 矩 和 作用 于 该 质点 的 合力 天 的 力矩 . 因此 , 一 个 质点 的 动 
量 矩 方程 是 牛顿 第 二 定律 的 一 个 平凡 的 推论 . 

如 果 我 们 有 由 n 个 质点 组 成 的 系统 , 每 个 质点 的 质量 为 ms; 运动 速度 为 v,, 则 
对 其 中 每 个 质点 都 可 写 出 动量 矩 方程 (3.1): 


号 Cr， X mivi) = Ti X Fi, 


式 中 开 ; 是 所 有 作用 于 质量 为 m; 的 质点 的 力 的 主 矢量 , 其 中 也 包括 了 对 整个 系统 
而 言 的 内 力 . 把 系统 中 所 有 ”个 质点 的 
这 些 方程 相 加 ,: 并 定义 系统 的 动量 矩 为 六 


台 王 枯 客 x Midi), 
gl 
显然 可 得 质点 系 的 动量 矩 方程 


i=1 图 26. 所 有 内 力 对 点 O 的 力矩 之 和 等 于 零 
根据 牛顿 第 三 定律 ( 见 图 26), 这 个 方程 
的 右 侧 只 含有 整个 系统 所 受 外 力 的 力矩 之 和 . 质点 系 对 某 点 O Wi 
数 等 于 所 有 作用 于 该 系统 的 外 力 对 该 点 O 的 力矩 之 和 | 

我 们 指出 , 质点 的 动量 矩 可 以 写 为 


nn 
K=r* x mv*+ Dr rel X MD: rel), 


i=1 


式 中 , mm = Em 7* 为 系统 质心 的 径 矢 ，u* 为 质心 的 速度 ，ri re 为 第 i 个 质点 对 


质心 的 径 矢 ， 四 rel 为 第 i 个 质点 相对 于 与 质心 一 起 平 动 的 坐标 系 的 速度 


连续 介质 物质 体 的 动 Es 


量 矩 与 因 有 动量 矩 老生 1 
VV 
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通常 称 为 连续 介质 有 限 物质 体 V 的 动量 矩 , 式 中 7 是 连续 介质 诸 点 对 某 不 动 点 O 
的 径 矢 , v 是 这 些 点 的 速度 . 尽管 如 此 , 我 们 再 更 仔细 地 研究 一 下 这 个 问题 . 

设 我 们 有 某 一 连续 介质 物质 体 +, 其 质量 为 
m. 显然 , 该 物质 体 中 任意 一 点 M 的 速度 v 可 以 
表示 为 和 的 形式 (图 27): 


V = V* 十 Wrel， 


式 中 v* 为 物质 体 r 的 质心 0* 的 速度 , wrel 为 所 

考虑 的 点 相对 于 质心 的 速度 . 那么 , 物质 体 7 对 

某 一 点 O 的 动量 矩 显然 等 于 质量 为 m 且 位 于 该 

物质 体质 心 的 质点 对 点 O 的 动量 矩 与 物质 体 7 
的 所 有 点 对 质心 O* 的 动量 矩 之 和 , 即 

图 27， 用 于 推导 连续 介质 物质 体 的 动 


有 量 矩 方程 K=r”xQ+ fr X Vrel Pp d7, 


T 


式 中 Q = mv* 是 质量 为 m 且 位 于 质心 的 质点 的 动量 矩 , 亦 即 
K=r"xQ+K’, K’* = fr X vrei Pp d7. 


现在 考虑 无 穷 小 物质 体 dr. 在 许多 情况 下 , 无 穷 小 物质 体 的 动量 矩 K* 与 r*xQ 
相 比 是 可 以 忽略 的 . 例如 , 若 把 dr 取 为 半径 为 R 的 无 穷 小 均匀 球体 , 并 使 它 以 角 速 
度 w 围绕 经 过 球 心 0* 的 轴 旋 转 , 则 


K* = Iw = ml?2w, 


式 中 了 为 该 球体 对 其 旋转 轴 的 转动 惯量 , ! 为 惯量 半径 . 显然 , ml? 的 量 级 是 R5, 而 
7* x Q 的 量 级 是 BR, 所 以 , 只 要 w 是 有 限 的 , K* 与 7* x Q 相 比 就 是 小 量 , 于 是 连 
续 介质 物质 体 的 动量 矩 K 在 取 极 限 后 等 于 


广 x mp d7. 


V 


然而 , 如 果 角 速度 w 足够 大 , 使 得 wl? 是 有 限 的 , 则 K* 与 7* x Q@ 具有 同一 量 级 R3， 
连续 介质 物质 体 V 的 动量 矩 就 应 当 等 于 


K= [rx vart /koar 有, (3.2) 
V 六 


式 中 居所 表示 的 量 称 为 内 京 动 量 矩 密度 . 

我 们 从 物理 微观 观点 来 讨论 一 下 这 个 问题 . 

考虑 由 一 个 原子 核 和 围绕 它 旋转 的 一 个 电子 组 成 的 系统 , 即 一 个 原子 . 电子 以 
光速 量 级 的 速度 沿 轨道 旋转 , 所 以 , 尽管 原子 的 尺寸 很 小 , 原子 核 一 电子 系统 却 具 有 
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颇 大 的 内 京 动量 矩 . 因 电子 沿 轨道 转动 而 产生 的 动量 矩 称 为 轨道 动量 矩 ， 

此 外 电子 以 及 原子 核 还 具有 一 种 内 豪 动 量 矩 一 一 自 旋 自 旋 的 存在 不 能 通过 
引入 相应 的 机 械 运 动 来 解释 ; 

因此 , 所 有 原子 一 般 而 言 都 具有 内 带动 量 矩 ,但 由 于 原子 的 运动 在 很 多 情况 下 
是 不 规则 的 , 所 以 所 有 原子 的 这 些 动量 矩 有 之 和 等 于 零 . 不 过 , 基本 粒子 的 运动 有 时 
一 一 例如 加 上 磁场 时 一 一 可 以 变 得 有 序 于 是 所 有 原子 的 内 豪 动 量 矩 之 和 不 再 等 于 
零 . 这 时 ; 宏观 的 连续 介质 微 元 的 动量 矩 表达 式 就 应 当 包 括 内 豪 动 量 秆 之 和 


K’ = / kpdr. 
V 


因此 , 假如 我 们 想 在 连续 介质 力学 中 描述 实际 介质 在 电磁 场 中 的 运动 , 我 们 就 
应 当 引 入 内 让 动 量 矩 k; 并 在 考虑 这 些 动量 矩 的 情况 下 按照 (3:2) 来 定义 连续 介质 物 
质 体 V 的 动量 矩 . 

最 近 , 连续 介质 力学 问题 的 范围 因 现代 技术 的 需求 而 大 为 扩展 , 在 连续 介质 力学 
中 才刚 刚 开始 研究 内 豪 动量 矩 . 在 连续 介质 力学 的 经 典 问题 中 并 不 考虑 内 烹 动量 矩 
k, 所 以 连续 介质 物质 体 V 的 动量 矩 定义 为 


请 x vpdr. 


V 


质量 力 偶 和 面 力 偶 “引入 内 束 动 芋 算 后 ,我们 就 应 当 假设 存在 质量 力 偶 和 面 力 介 
质量 力 和 面 力作 用 于 连续 介质 的 每 个 微 元 , 但 是 外 部 物体 对 连 
续 介质 微 元 的 作用 有 可 能 无 法 仅 用 这 些 力 来 代替 , 还 需要 引入 质量 力 偶 和 面 力 介 
我 们 分 别 用 h 和 Q。 来 表示 单位 质量 介质 所 受 的 质量 力 偶 矩 和 单位 面积 上 的 
面 力 偶 矩 . 例如 , 位 于 地 球 碰 场 中 的 指南 针 , 其 指针 的 每 一 磁 元 所 受 力 偶 就 可 以 当 作 
质量 力 偶 
作为 单个 质点 和 质点 和 的 动量 矩 方程 的 推广 , 我们 现在 把 表 
和 面 为 的 介质 有 限 光 导 体 的 入 和 为 
形式 : 


3( /roart ioe) = frxFpart [rxpngot [hoar+ | euac (3.3) 
V V 已 


连续 介质 任意 物质 体 V 的 动量 矩 ( 含 内 带动 量 矩 ) 对 时 间 的 导数 , 等 于 作用 于 该 物 
质 体 的 外 质量 力 和 外 面 力 的 力矩 , 以 及 由 外 部 物体 引起 的 作用 于 该 物质 体 的 质量 力 
偶 矩 和 面 力 偶 矩 之 和 ， 

动量 矩 方程 和 动量 方程 都 是 对 连续 介质 物质 体 Y 提出 的 方程 , 这 类 似 于 对 单个 
质点 所 提出 的 牛顿 定律 下 =,ma. 我 们 强调 ; 连续 介质 物质 体 V 的 动量 矩 方程 不 是 
质点 系 力学 中 的 动量 矩 方程 的 推论 , 而 是 独立 的 方程 .在 提出 该 方程 之 前 的 所 有 讨 
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论 应 当 视 为 仅仅 具有 引导 和 启发 的 作用 ， 
对 于 设想 取出 的 任何 有 限 的 物质 体 , 方程 (3.3) 同 动量 方程 一 样 都 是 连续 介质 力 
学 的 基本 方程 . 该 方程 适用 于 任何 连续 介质 的 任何 运动 , 其 中 既 包括 连续 的 运动 ， 也 
包括 特征 量 对 空间 点 的 坐标 和 时 间 存在 间断 的 运动 
我 们 指出, 当前 必须 引入 其 他 一 些 高 阶 矩 , 并 类 似 于 一 阶 动 量 抵 方 程 3.3) 那样 
提出 连续 介质 力学 的 其 他 一 些 新 的 基本 关系 式 . 
,wo 4 cs。 在 经 典 情况 下 取 没 有 内 束 动 量 算 , 也 没有 质量 力 偶 和 面 力 偶 ，， 
叙 扣 情况 下 的 动量 矩 动量 秆 方程 具有 以 下 形式 : 


到 wear roart fr xp 
V 二 


连续 介质 物质 体 V 对 (与 惯性 坐标 系 相连 的 ) 某 一 点 O 的 动量 矩 对 时 间 的 导数 等 于 
作用 于 该 物质 体 的 外 质量 力 和 外 面 力 对 同一 点 O 的 力矩 之 和 
若 物体 不 受 外 力作 用 , 则 显然 动量 矩 K 守恒 : 
dK 
dt 
扩 丰 效 应 各 动乱 方 为 了 说 明 一 般 而 言 应 当 考 虑 内 豪 动量 矩 和 质量 力 偶 , 我 们 来 
观察 一 个 实验 . 如 果 在 磁场 中 放置 一 根 铁 棒 ， 它 就 会 被 磁化 ， 
并 且 可 以 证 明 铁 棒 中 的 内 衰 动量 矩 k 之 和 不 为 零 
事实 上 , 设 该 铁 棒 自由 悬挂 于 真空 中 的 磁场 内 并 处 于 静止 状态 . 若 去 掉 磁 场 ， 则 
由 于 无 规则 的 热 运动 , 铁 棒 中 内 豪 动量 矩 & 的 分 布 经 过 某 一 时 间 后 成 为 无 规则 的 ， 
所 以 内 训 动 量 矩 之 和 等 于 零 . 此 时 , 因为 铁 棒 不 受 任何 外 部 物体 的 作用 , 总 动量 矩 应 
当 守恒 , 所 以 铁 棒 应 当 作为 一 个 整体 开始 旋转 , 从 而 产生 动量 逢 
实验 表明 , 这 样 的 铁 棒 在 去 掉 磁 场 后 果然 开始 旋转 ， 这 就 是 通常 所 称 的 旋 磁 效 
应 . 如 果 不 考 虑 内 豪 动量 矩 和 质量 力 偶 , 就 不 能 解释 这 个 效应 . 
微分 形式 的 动量 答 卢 ”对 于 连续 介质 的 连续 运动 , 可 以 利用 等 式 (2.4) 和 奥 一 高 定理 
程 


=0. 


把 外 面 力 的 力矩 之 和 表示 为 对 物质 体 V 积分 的 形式 ， 
rxpndo= /|(rxp')nido = | Vi(r x pi)dr 
0 


可 以 证 明 , 面 力 偶 矩 Q。 可 以 像 内 应 力 p, 那样 表示 为 以 下 形式 : 
Qn = Qini. 
于 是 , 利用 奥 一 高 定理 得 


/oo famir= f woe 


$3. 动量 矩 方程 .107 . 


我 们 还 要 用 到 变换 
Vi(rxpi)dr= [rxVip'idr+ | Vrxpidr= /rxYp'idri+ | (exer)pdr, 
/ ON Ma li! 


因为 wr = br/bzi = ei. 
在 质量 dm = 人 守恒 的 条 件 下 , 动量 矩 定理 (3.3) 现在 可 以 写 为 


fx (站 = 一 一 Su ort /Boars furart /viorare eeedrat 
V Vv Vv 


或 者 利用 动量 方程 ee 9) 写 为 
pdr= 天 [rtf fe x ep)pr d7. 


因为 连续 介质 炮 V 是 任意 的 , 由 此 可 得 连续 介质 在 运动 连续 时 的 微分 形式 
的 动量 矩 方程 


k 
p= = ph + ViQ' + (ei x ep)p™. (3.4) 


在 经 典 情况 下 既 没有 内 京 动量 矩 , 也 没有 质量 力 侦 和 面 力 偶 ;动量 矩 方程 (3;4) 
的 形式 为 
(ei x er)p*: = 0. (3.5) 
应 力 张 量 在 经 典 情况 ;- -动量 矩 方程 (3.5) 显然 还 可 以 写 为 如 下 形式 : 
下 的 对 称 性 卫 
(ei x er)p” + (ei x exr)p” =0. 
ke k>i 


把 后 一 个 求 和 表达 式 中 表示 求 和 的 指标 上 与 i 互 换 ,得 
(ei Xer)p™ + (er xe)p* 0, 
天 < 大 < 


或 者 根据 矢 积 的 性 质 , 有 
(ei x er)(p™ —p*) = 0. 
k<i 
由 此 可 知 当天 夭 ; 时 pk = pW, 即 
pl13 一 81， p=p, JP3 = 122. 

因此 , 动量 矩 方程 在 经 典 情况 下 的 推论 是 应 力 张 量 对 称 . 显然 , 如 果 应 力 张 量 对 
称 , 则 动量 矩 方程 (3.5) 人 恒 成 立 . 我 们 强调 , 一 般 而 言 , 只 有 在 没有 内 豪 动量 矩 、 外 质 
量力 偶 和 外 面 力 偶 的 时 候 才能 从 动量 矩 方程 推出 应 力 张 量 的 对 称 性 : 

我 们 还 记得 , 前 面 已 经 得 到 了 描述 连续 介质 运动 的 4 个 普 适 方程 , 现在 又 增加 


了 3 个 动量 矩 方程 . 在 经 典 情况 下 , 这 3 个 附加 的 方程 不 包含 新 的 未 知 量 , 它们 只 是 
使 应 力 张 量 独立 分 量 的 数目 减少 到 ;6 个 ; 
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然而 , 所 得 运动 方程 组 仍 不 封闭 . 以 后 我 们 将 看 到 , 在 许多 情况 下 可 以 对 应 力 张 
量 的 分 量 p* 写 出 另外 一 些 与 连续 介质 具体 模型 的 物理 特征 有 关 的 公式 , 这 是 得 到 
封闭 方程 组 的 一 个 重要 步 又. 

关于 动量 Q 和 动量 矩 K 这 两 个 矢量 的 概念 , 我 们 再 给 出 下 面 的 一 般 说 明 . 在 
牛顿 力学 中 , 矢量 Q 和 K 可 以 视 为 不 变 的 对 象 , 因为 在 从 一 个 坐标 系 变换 到 相对 
于 原 坐 标 系 静止 的 任何 其 他 笛 卡 儿 坐 标 系 或 曲线 坐标 系 时, 这 些 量 和 相应 方程 是 不 
变 的 . 然而 , 这 些 “ 不 变 的 ” 对象 与 观察 者 所 用 参考 系 的 选择 有 密切 的 关系 . 在 从 一 
个 参考 系 变换 到 相对 于 原 参 考 系 运动 的 其 他 参考 系 时 , 即使 是 从 一 个 惯性 参考 系 变 
换 到 另 一 个 惯性 参考 系 , 这 些 矢量 也 会 变化 . 

在 一 般 情 况 下 , 当 变 换 到 任意 的 运动 ( 非 惯 性 ) 坐标 系 时 , 相应 方程 (动量 方程 
和 动量 秆 方程 ) 发 生变 化 , 在 方程 右 侧 出 现 附 加 的 外 惯性 力 . 

我 们 强调 , 尽管 矢量 Q 和 K 在 上 述 意义 下 不 变 , 但 是 相对 于 相互 之 间 运 动 的 
一 类 参考 系 , 这 些 矢 量 是 不 能 独立 于 参考 系 而 确定 的 0 ,如果 在 随 体 坐 标 系 中 研究 
”介质 的 所 有 过 程 , 则 前 面 引入 的 动量 在 这 个 坐标 系 中 永远 等 于 零 . 
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应 力 张 量 的 张 量 面 ” 我 们 来 画 出 应 力 张 量 的 张 量 面 . 取 介 质 的 任意 一 点 0, 考虑 经 
过 该 点 的 由 不 同 法 线 n 表征 的 面 微 元 do. 在 每 个 这 样 的 面 微 
元 上 都 作用 着 密度 为 pu 的 面 力 , 面 力 密度 有 时 称 为 应 力 . 把 应 力 p。 投影 至 相应 法 
线 m, 得 
Prn = Pn :用 一 (DJna = pingm. 


为 简单 起 见 ,我 们 将 使 用 笛 卡 儿 坐 标 系 . 众所周知 ,这 时 指标 的 位 置 无 关 紧 要 . 
引入 从 点 O 出 发 、 沿 严 方 向 的 矢量 r = zwiei, 显然 ni = cos(n, zi) = zi/7. 我 们 将 这 
样 选取 矢量 ” 的 长 度 , 使 panr2 = pkizkzi = 2B(z, y, z) = const, 其 中 2@®(zx, y, z) 
是 对 称 应 力 张 量 P 所 对 应 的 二 次 型 . 满足 


DrivkTi = 2®B(7z, Yy, 2) = const 


的 点 的 轨迹 组 成 一 个 二 阶 曲 面 , 它 就 是 应 力 张 量 的 张 量 面 . 内 应 力 的 基本 性 质 (2.4) 
可 以 写 为 


1 Pe 
Pn = Pni=p" i 


在 广义 相对 论 中 , 在 一 般 情况 下 给 出 矢量 Q 和 K 及 其 作用 点 的 定义 遇 到 了 困难 , 它们 难以 
单 值 地 定义 为 在 黎 曼 空间 的 有 限 区 域 中 的 物质 和 场 的 特征 量 . 尽管 如 此 , 可 以 在 无 穷 小 区 域 的 每 
一 点 局 部 地 给 出 这 样 的 定义 , 从 而 把 这 些 量 通过 矢量 dQ 和 dK 的 局 部 分 量 表示 为 数值 函数 关系 
的 形式 . 按照 体积 积分 后 , 就 可 以 用 这 种 方法 得 到 与 所 选取 的 坐标 系 有 关 的 数值 积分 关系 式 . 在 有 
限 体积 的 情况 下 , 这 些 关系 式 是 局 部 的 动量 方程 和 动量 矩 方程 的 推论 . 


§4， 对 称 应 力 张 量 的 主轴 和 主 分 量 . 109 . 


或 者 在 笛 卡 儿 坐 标 系 的 坐标 轴 z 上 投影 后 , 将 
其 写 为 


TD = phiz. 
直接 检验 即 可 证 明 
Kin = OB 
卫 Ti ee Ork 
所 以 
rh 即 、wp，-=- vad. 图 28， 应 力 张 量 的 张 量 面 
天 


因此 只 要 知道 张 量 面 而 一 Cast 就 可 以 用 以 下 几何 方法 求 出 法 线 为 + 的 面向 元 dg 
上 的 应 力 p 的 方向 . 从 点 O 引 垂直 于 所 给 面 微 元 的 矢量 7 (图 28); 在 7 与 张 量 而 
再 = const 的 交点 作 切 平面 o. 显然 , 矢量 p,, 垂直 于 切 平 面 o. 

众所周知 ; 二 个 二 阶 曲面 至 少 有 3- 个 与 切 平面 o 垂直 的 方向 
对 称 应 力 张 量 的 主轴 。， 这 样 的 方向 称 为 主 方向 : 对 主 方向 而 言 , 矢量 mp， 显然 垂直 
于 do. 这 样 的 方向 在 一 般 情况 下 只 有 3 个 , 称 为 应 力 张 量 的 主轴 , 它们 组 成 正 交 三 
面体 . 如 果 张 量 面 和 - const 是 旋转 曲面 , 例如 球面 , 则 这 样 的 方向 有 无 穷 多 个 . 对 于 
垂直 于 主 方向 的 面 微 元 , 矢量 p;, 平行 于 矢量 n; 因此 应 当成 立 等 式 


pr = ptimer = Mm = en (4.1) 
或 者 
pinie® = Mknie”, 
由 此 得 
(pi. — Mi)nie® = 0, 
或 者 


(pk — X86k)ni = 0. (4.2) 


我 们 得 到 了 3 个 代数 方程 , 它们 组 成 一 个 齐 次 方程 组 ; 用 来 确定 3 个 主 方向 的 
方向 余弦 ni. 此 方程 组 仅 在 以 下 条 件 下 才 有 非 平凡 解 : 


A = det(pi, — Mi) = |pi — Mi| =0, 
即 


=0, (4.3) 


或 者 写 为 展开 的 形式 : 
一 X3 十 五 2 一 有 入 十 五 =0， (44) 
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式 中 

p3 p3| lpi p? 
p3 p3 pl| | 四 p2 
所 得 方程 为 特征 方程 . 众所周知, 如 果 张 量 p35 对 称 , 则 此 方程 有 3 个 实 根 . 由 


(4.1), 方程 的 根 Xi, 和 2, 》Xs 确定 了 垂直 于 主 方向 的 面 微 元 ( 主 面 微 元 ) 的 方向 ， 
和 1 一 pnli 三 Dl， N= pn2 一 P2， M3 = pn3 = pa 


这 些 根 称 为 应 力 张 量 的 主 分 量 . 
知道 pl, po, ps 以 后 , 就 可 从 方程 组 (4.2) 求 矢量 n 的 分 量 n; (这 时 要 应 用 条 件 
nn 二 1), 主 方向 即 由 它们 确定 . 显然 , 公式 (4.1) 和 方程 (4.2), (4.3) 在 任何 曲线 坐 
标 系 中 均 成 立 . 
张 量 面 方程 2® = const 在 主轴 z, y, z 下 化 为 如 下 正则 形式 : 


2 = p17? 十 Dog2 + paz3 一 . const 
对 于 应 力 张 量 的 分 量 , 在 主轴 下 有 
pi ps = Pii = Mi = pi, 
pr = ph =pri =0, ki 
在 垂直 于 应 力 张 量 主轴 的 面 微 元 上 , 应 力 矢 量 只 有 法 向 分 量 不 为 零 ， 其 切 向 分 量 等 
于 零 . 

若 Pi = pa = pa, 则 应 力 张 量 的 张 量 面 是 球面 . 

我 们 引入 了 应 变 张 量 、 应力 张 量 和 应 变 率 张 量 的 主轴 , 在 一 般 情 况 下 , 所 有 这 些 
主轴 各 不 相同 . 正如 我 们 以 后 将 见 到 的 , 它们 相同 的 条 件 关 系 到 对 所 研究 的 介质 所 
作 的 一 些 强 的 物理 假设 . 

如 果 pi 关 0, ps = ps = 0, 则 在 连续 介质 的 给 定点 , 当 p, > 0 时 我 们 有 沿 zi 轴 
的 纯 拉 伸 , 而 当 pi; < 0 时 为 纯 压 缩 . 因此 , 在 连续 介质 给 定点 的 任何 应 力 状态 都 可 
以 视 为 沿 应 力 张 量 主轴 的 3 个 纯 拉 伸 或 纯 压 缩 之 和 ， 

特征 方程 (4.4) 的 系数 是 应 力 张 量 的 不 变量 ， 它们 显然 可 按 以 下 公式 通过 特征 
方程 的 根来 表示 : 


， 13= det (p%). 


11 =p1+p2 十 pa， 
12 = pops + pip2 + P1ps, 
1s = pip2p3. 
任何 其 他 二 阶 对 称 张 量 了 = Tijeiei = Tiieiek 在 每 一 点 O 也 可 以 与 张 量 面 
再 = Ti dvi dzwi = const 相关 联 . 为 了 确定 张 量 了 的 主轴 和 主 分 量 , 关于 应 力 张 量 的 
所 有 上 述 内 容 都 是 可 用 的 . 


第 四 章 ”最 简单 的 连续 介质 模型 及 其 封闭 
的 力学 方程 组 : 张 量 分 析 的 一 些 
结果 


8 1. 理想 流体 


连续 性 方程 、 动 量 方程 和 动量 矩 方程 这 些微 分 方程 对 于 所 有 连续 介质 的 任何 连 
续 运 动 都 是 成 立 的 . 然而 , 在 相同 的 外 部 条 件 下 , 如 果实 际 介质 不 同 , 其 表现 也 不 尽 
相同 . 

因此 , 即使 增加 相应 的 边界 条 件 , 仅 有 这 些 方程 也 不 足以 描述 一 种 具体 连续 介 
质 的 运动 . 出 现 这 一 现象 的 原因 在 于 , 方程 的 数目 小 于 其 中 未 知 量 的 数目 , 方程 组 沿 
未 封闭 . 

建立 描述 一 种 具体 连续 介质 运动 的 封闭 方程 组 , 这 关系 到 寻找 该 连续 介质 的 参 
量 之 间 的 另外 一 些 关系 式 , 也 就 意味 着 建立 该 介质 的 理论 (数学 ) 模型 . 

建立 连续 介质 的 新 模型 是 力学 的 一 个 重要 分 支 , 这 一 分 支 称 为 流 变 学 . 在 建立 
新 模型 时 , 不 但 要 对 材料 的 性 质 进行 实验 研究 , 而 且 一 直 要 使 用 力学 和 物理 学 的 一 些 
已 知 的 一 般 原理 , 例如 热力 学 关系 式 . 使 用 变 分 方程 也 颇 有 益处 ， 

在 这 一 章 中 , 我 们 研究 连续 介质 的 一 些 最 简单 的 经 典 模型 ， 并 且 仅 限于 这 样 一 
些 情况 , 此 时 对 于 介质 的 性 质 和 所 研究 的 一 类 过 程 无 需 确定 介质 的 热力 学 性 质 即 可 
描述 其 力学 运动 , 即 力学 方程 组 在 不 明确 给 出 热力 学 方程 时 就 已 经 是 封闭 的 . 

在 一 般 情况 下 , 要 想 研究 这 些 介 质 中 的 各 种 过 程 ; 还 必须 应 用 热力 学 关系 式 . 
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我 们 首先 研究 理想 流体 模型 
、 一 种 介质 , 车 其 中 法 线 为 n 的 面 微 元 上 的 应 力 矢 量 p 垂直 于 该 
理想 流体 的 定义 面 微 元 , 即 pw 平行 于 n, 我 们 就 称 之 为 理想 流体 . 实验 结果 和 一 
般 的 物理 分 析 表 明 , 任何 介质 在 极 高 的 温度 和 压强 下 实际 上 都 具有 这 样 的 性 质 
此 时 , 张 量 面 显然 是 球面 , 所 以 p， = p = po, 即 应 力 张 量 的 
吾 直 沪 信 二 的 应 力 张 。 主 分 量 相 同 . 我 们 用 --p 来 表示 这 些 主 分 量 , 并 把 p 称 为 夺 
强 .之 所 以 这 样 选取 符号 , 是 由 于 希望 引入 的 压强 是 一 个 正 
数 , 因为 实验 表明 , 满足 理想 流体 模型 的 介质 在 典型 条 件 下 处 于 被 压缩 (p > 0) 的 状 
态 1). 
对 于 这 样 的 介质 , 任何 3 个 互相 垂直 的 方向 都 是 主 方向 , 所 以 应 力 张 量 在 任何 
笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 分 量 矩阵 都 具有 以 下 形式 : 


-~-D 0 0 
0 —p 0 |. 
0 0 一 了 


= pi. (1.1) 


张 量 Giete; 的 分 量 束 在 坐标 变换 时 显然 保持 不 变 (5 = 各), 所 以 在 理想 流体 
中 , 应 力 张 量 的 混 变 分 量 公式 (1.1) 不 只 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 成 立 , 它 在 任何 曲线 坐标 
系 中 都 成 立 . 

这 个 张 量 的 逆 变 分 量具 有 以 下 形式 : 


DZ = gps = 一 09 0 = —pg™’, (1.2) 
协 变 分 量 则 具有 以 下 形式 ?): 
Pki = Ikspi = 一 Dgks6i = 一 D9ki- 


因此 , 理想 流体 中 的 应 力 张 量 由 1 个 数 p 给 出 , 而 不 是 像 一 般 情况 那样 由 9 个 或 6 
个 数 pti 给 出 . 
对 于 理想 流体 ， 


例如 , 混 变 分 量 成 可 以 写 为 


P= 一 pD9， 
式 中 9 为 度 规 张 量 . 


1) 气体 总 是 处 于 被 压缩 的 状态 , 其 压强 是 正 数 . 液体 中 压强 的 符号 与 液体 的 化 学 组 成 、 纯 净 度 、 
外 力作 用 时 间 等 很 多 因素 有 关 . 不 过 在 通常 情况 下 , 可 以 认为 常见 的 液体 (如 水 ) 中 的 压强 不 会 低 
于 某 个 很 小 的 正 数 . 详 见 第 八 章 84 中 关于 空 化 现象 的 讨论 . 一 一 译注 

2) 此 结论 相当 于 ， 若 “个 一 阶 张 量 的 协 变 分 量 在 笛 卡 儿 坐标 系 中 具有 Dki = 一 pb 的 形式 ， 则 在 
任意 坐标 系 下 Dri = 一 DP9kt (或 pk pr = ~pg*i). 一 一 译注 


§1. 理想 流体 -313 、 
我 们 指出 , 张 量 面 是 球面 的 任何 张 量 荆 都 称 为 球 张 量 : 所 有 球 张 量 都 具有 以 下 
形式 : 
T= kg， 上 是 标量 : 
理想 流体 的 运动 方程 “由 (1:2), 任意 曲线 坐标 系 中 的 连续 介质 运动 方程 (第 三 章 
(2.9)) 
pa* = pF™ + Vip™ 
对 于 理想 流体 可 写 为 以 下 形式 : 
pa = ph griV;p. (1.3) 


在 写 出 (1.3) 时 已 经 考虑 到 ; 张 量 分 量 g*i 在 协 变 微分 运算 中 相当 于 常量 . 
我 们 把 这 些 方程 写 为 矢量 的 形式 ， 量 Vp 显然 是 p 的 梯度 矢量 的 协 变 分 量 ， 
9*iVip 是 其 着 变 分 量 , 所 以 方程 (1.3) 的 矢量 形式 为 


pm (1.4) 
这 些 方程 在 笛 卡 儿 坐 标 轴 上 的 投影 可 写 为 以 下 形式 ; 
du _ 10p 
a + por 
dv 10p 
poy 
dw -1p 
本 pOz’ 
或 
Dud Du- Ou , 16p 
Er Ty 2 py 
ao 0 8 0 ，1pp 
页“5 CR pd 
Bw Bw 6W S16% 
Ht" nt ke 多 ne 
它们 称 为 欧 拉 方程 . 


现在 把 这 些 方 粮 写 为 男 外 一 种 形式 、 容 易 看 出 . 加 速度 总 可 
葛 罗 麦 卡 一 兰 姆 形式 “~ 8 
的 理想 流体 运动 方程 ”以 写 为 如 下 形式 : 


dv Ov v2 
+2 XY, (1.5) 


式 中 w 为 涡 量 . 
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实际 上 , 利用 笛 卡 儿 坐 标 系 , 对 于 加 速度 在 x 轴 的 投影 有 


1 2 
Ss 十 TO. + 2(wyw — wzv) 


对 于 加 速度 在 y 和 z 轴 的 投影 可 得 类 似 公式 . 因此 , 加 速度 dv/dt 可 以 写 为 矢量 形 
式 (1.5), 理想 流体 的 运动 方程 则 可 以 写 为 以 下 矢量 形式 : 
这 十 了 grad oz 十 2w xue 一 五 一 ;gradp 
这 些 方程 称 为 葛 罗 麦 卡 一 兰 姆 形式 的 欧 拉 方程 . 加 速度 的 这 种 变换 可 以 应 用 于 任何 
连续 介质 , 特别 是 在 研究 许多 流体 力学 问题 时 , 它 是 非常 有 用 的 . 
对 于 理想 流体 , 除了 3 个 运动 方程 , 还 应 增加 1 个 连续 性 方程 


Op ， | 
Br +divev=0. 


我 们 从 而 得 到 了 包括 4 个 方程 的 方程 组 , 它 在 质量 力 F, Fy, Fs 已 知 时 含有 5 个 未 
知 函数 ww w w, p, p. 这 样 的 方程 组 仍 不 封闭 . 
在 某 些 情况 下 可 以 进一步 认为 所 研究 的 理想 流体 是 不 可 压缩 


理想 不 可 压缩 (一 般 peas 人 
非 均匀 ) 流体 的 对 闭 “ 的 , 即 每 个 流体 微 元 的 体积 保持 不 变 . 于 是 , 上述 包括 4 个 广 


的 运动 方程 组 程 的 方程 组 又 增加 了 1 个 条 件 : 
1 P= H+v. gradp=0, 
或 者 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 


pe 
tt 


此 条 件 使 描述 理想 不 可 压缩 流体 运动 的 方程 组 成 为 封闭 的 , 其 完整 形式 如 下 : 


divv = 0, 


dp 
一 人 


如 果 微 元 的 质量 不 守恒 , 最 后 一 个 方程 就 会 发 生变 化 . 
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我 们 指出 ; 对 于 均匀 不 可 压缩 流体 , 若 每 个 微 元 的 质量 都 守恒 , 则 密度 p 在 微 元 
中 保持 不 变 , 且 所 有 微 元 的 密度 都 相同 , 所 以 它 不 再 是 一 个 重要 的 待 求 函数 ， 此 时 ， 
封闭 的 力学 方程 组 由 欧 拉 方程 和 连续 性 方程 组 成 : 
8 DE 一 S99 Vp, 
Vawc = 0. 
理想 可 压缩 流体 ( 气 ” 在 可 压缩 流体 (气体 ) 运动 的 许多 情况 下 , 可 以 认为 


体 ) 正 压 过 程 的 封闭 
的 运动 方程 组 7= f(p), 


(1.6) 


是 满足 克拉 珀 龙 方程 
p=RpT 


的 气体 的 等 温 运 动 , 式 中 R 是 气体 常量 : (等 温 运 动 可 以 定义 为 温度 了 对 所 有 微 元 
都 是 常 参量 的 运动 .) 

显然 , 正 压条 件 (如 果 已 知 函 数 :jp)) 可 以 使 描述 理想 可 压缩 流体 运动 的 方程 组 
成 为 封闭 的 . 这 时 ; 封闭 方程 组 在 笛 卡 儿 直 和 角 坐 标 系 下 具有 以 下 形式 ; 


op Opu Opy Opw 


Rt 

Ou Ou Ou Ou Op 
5 + ty DB: 
B07 0 00 00 的 10; 


在 流体 运动 的 一 般 情况 下 , 正 压条 件 当 然 并 不 成 立 , 必须 引入 另外 一 些 具有 热 
力学 本 质 的 方程 来 描述 这 些 运动 . 


8 2. 线性 弹性 体 和 线性 蒜 性 流体 


我 们 来 研究 连续 介质 的 其 他 一 些 特殊 模型 : 线性 弹性 体 模型 和 线性 黏 性 流体 模 
型 . 这 些 模型 是 平行 地 建立 起 来 的 , 因为 我 们 将 看 到 , 它们 的 引入 方法 在 形式 上 是 类 
似 的 . 这 两 种 模型 从 本 质证 描述 了 真实 介质 的 两 种 完全 不 同类 型 的 力学 行为 


1 否则 称 为 斜 压 过 程 . 一 一 译注 
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弹性 体 ” 一 种 介质 , 若 其 每 一 微 元 中 应 力 张 量 的 分 量 p* 都 是 应 变 张 量 的 分 量 sz、 
度 规 张 量 的 分 量 %、 温度 了 以 及 具有 物理 化 学 本 质 的 其 他 可 能 的 参量 x; 
(例如 各 相 的 浓度 ) 的 函数 : 


od 3 f (eng, 2 7, Nl > (2.1) 

我 们 就 称 之 为 弹性 体 . 和 
3 N ki 可 以 表示 
特性 流体 种 介质 , 若 其 应 力 张 量 的 分 量 pri 可 以 表示 为 
Di 一 一 pg 好 十 7 (2.2) 

的 形式 , 并 且 

人 Plp, T, > Xe (2.3) 

7T7 三 yp™ (eap， gop， T, Xi ，Xnh 


式 中 ej 为 应 变 率 张 量 的 分 量 , 我 们 就 称 之 为 条 性 流体 

在 这 一 节 中 , 我 们 将 研究 /9 与 sup， ge8 的 关系 和 yi 与 cag, go? 的 关系 , 所 
以 下 面 将 不 再 列 出 参量 了 和 x。 
\ 函数 /9(ewg,99，T， Xi) 和 yi(ewgs gep，T; Xs) 的 具体 形 
彰 克 害 信和 生 续 一 斯 式 对 于 弹性 介质 和 如 性 介质 的 不 同 具体 模型 是 不 同 的 . 实验 

表明 , 在 通常 的 条 件 下 〔 当 温度 和 应 力 值 不 很 大 时 )， 在 许多 

固体 中 , 例如 在 金属 中 , 应 力 与 应 变 的 关系 由 通常 所 称 的 胡 克 定律 给 出 ; 而 在 许多 流 
体 介质 中 ,例如 在 水 和 空气 中 , 共性 应 力 与 应 变 率 的 关系 由 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 给 
出 . 我 们 以 胡 克 定律 为 例 利 用 以 下 讨论 来 引入 这 些 定律 

假设 函数 /3 能 够 展开 为 ea 的 泰勒 级 数 , 并 且 当 没有 应 力 (ps = 0) 时 也 没有 
应 变 (eog ==0), 反之 亦 然 3) 

在 这 些 假设 下 , 我 们 得 到 


pi = Ji(eap, grp) = hyepeap 十 …， 
式 中 , 系数 4tiap 可 以 与 T,X。 有关. 如 果 应 变 很 小 , 则 在 zi 的 这 个 级 数 展开 式 中 
可 以 只 保留 线性 项 , 从 而 简单 地 写 出 
1 = 4iape ya. : (2.4) 
对 函数 p3 的 类 似 假设 给 出 等 式 
73 = Biopeap. (2.5) 


0 这 样 的 关系 式 通 常 称 为 介质 的 本 构 方 程 或 本 构 关系 , 它 表 征 一 种 介质 所 固有 的 应 力 与 应 变 以 
及 其 他 因素 之 间 的 关系 . 式 (1.2) 就 是 理想 流体 的 本 构 方程 . 一 一 译注 

2) 我 们 指出 , 当 zz = 0 时 也 能 够 出 现 应 变 (例如 热膨胀 ). 为 简单 起 见 , 我 们 现在 研究 当 工 = const 
和 xi = const 时 zz 对 sij 的 函数 关系 . 
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式 (2.4) 称 为 胡 克 定律 , 而 式 (2.5) 称 为 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 (或 广义 牛顿 各 性 定律 ) 

我 们 在 cp ( 胡 克 定律 ) 和 ea ( 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律) 很 小 的 假设 下 得 到 了 (2.4) 
和 (2.5). 然而 我 们 指出 , 例如 , 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 对 于 水 、 空 气 和 其 他 某 些 流体 在 
应 变 率 张 量 的 分 量 并 非 小 量 时 仍然 适用 ， 从 一 般 的 热力 学 关系 式 可 知 , 胡 克 定律 作 
为 一 个 近似 的 定律 仅仅 对 小 应 变 才 是 在 物理 上 多 许 的 . 

在 连续 介质 力学 中 , 研究 服从 胡 克 定律 或 更 一 般 的 定律 (2.1) 的 连续 介质 行为 
的 分 支 称 为 弹性 力学 , 而 研究 服从 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 或 更 一 般 的 定律 (2.2), (2.3) 
的 连续 介质 运动 的 分 支 称 为 条 性 流体 力学 

由 式 (2.4) 和 (2.5) 相对 于 坐标 系 选择 的 不 变性 直接 可 知 ，43%3 和 Bijo6 是 四 
阶 张 量 的 分 量 .它们 是 表征 给 定 连续 介质 的 物理 量 ， 一 般 而 言 与 温度 7 以 及 表征 所 
研究 介质 状态 的 其 他 物理 化 学 参量 有 关 ， 

”四 阶 张 量具 有 34 = 81 个 分 量 , 但 由 应 力 张 量 (在 经 典 情况 下 ) 的 对 称 性 和 应 变 
张 量 、 应 变 率 张 量 的 对 称 性 , 429 和 Bi 的 独立 分 量 数目 仅 为 36, 因为 张 量 A4 
入 对 角 标 ;和 应 当 是 对 称 的 , 它们 对 角 标 a 和 有 也 可 以 认为 是 对 称 的 . 如 果 
介质 的 行为 由 衣 克 定律 或 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 来 描述 并且 该 介质 还 具有 某 种 几何 
上 的 对 称 性 , 那么 45a8 和 Biep 的 独立 分 量 数目 还 会 减少 . 例如, 如 果 相应 介质 是 
各 向 同性 的 , 则 所 有 4tap 和 Buee 仅仅 决定 于 2 个 参数 
和 向 后 性 介 反 各 向 和 介质 , 才 其 性 质 在 所 有 方向 上 者 相同 , 我们 就 称 之 为 向 

8 、 各 向 同性 介质 ; 阁 黄 性 质 在 不 同方 向 上 不 同 ,我们 就 称 之 为 各 向 异 
由 性 介质 和 族 磁 性 介 性 介质 . 各 向 异性 介质 可 能 具有 不 同 关 型 的 对 称 性 
我 们 来 给 出 对 称 性 (包括 各 向 同性 ) 的 更 加 准确 的 数学 
定义 一 种 介质 的 力学 和 物理 性 质 通常 可 以 利用 某 些 张 量 和 张 量 方程 来 措 述 (例如 
若 成 立 胡 克 定律 , 则 弹性 性 质 由 张 量 4 给 出 ). 我 们 说 一 种 介质 具有 对 称 性 , 如 果 
存在 一 个 不 仅仅 包含 恒 等 变换 的 坐标 变换 群 ,使 得 给 出 介质 性 质 的 那些 张 量 的 分 量 
在 属于 该 变换 群 的 变换 下 不 发 生变 化 
例如 , 车 决 定 介质 性 质 的 那些 张 量 的 分 量 在 任何 正 交 变 换 下 都 不 变 , 该 介质 就 称 
为 各 向 同性 介质 . 我 们 指出 , 正 交 变换 可 以 定义 为 保持 度 规 张 量 的 分 量 不 变 ( 即 基 拓 
量 的 标 积 不 变 ) 的 变换 
acza Ox 
gii 三 gap Ovi = gij: 


全 部 正 交 变 换 群 包括 旋转 变换 (变换 行列 式 等 于 +1) 和 带 镜面 反射 的 旋转 变换 
(变换 行列 式 等 于 一 1). 

一 种 介质 , 若 其 性 质 只 相对 于 旋转 变换 群 不 变 , 相对 于 镜面 反射 则 发 生变 化 , 它 
就 称 为 旋 磁性 介质 . 

我 们 来 更 加 详细 地 考虑 以 下 问题 : 对 于 服从 胡 克 定律 的 弹性 体 , 各 向 同性 (或 者 
旋 磁性 ) 这 一 性 质 究竟 表示 什么 ? 在 给 定时 刻 , 在 这 样 的 连续 介质 的 某 一 点 取 两 个 
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笛 卡 儿 坐标 系 : 一 个 是 z1, z2?, z3, 另 一 个 是 见 , y?, y3, 且 后 者 是 前 者 旋转 后 得 到 的 . 
所 研究 的 张 量 在 坐标 系 z1, z?, za 中 的 分 量 用 不 带 “'” 的 字母 表示 , 而 在 坐标 系 y1， 
如 , 妇 中 的 分 量 则 用 带 “'” 的 相应 字母 表示 . 

Ov: Oyi Oy°® Oy 

pn (2.0) 
在 坐标 系 z1, z?, z3 中 写 出 胡 克 定律 时 , 我 们 应 当 使 用 系数 4tie6, 而 在 坐标 系 y1， 
加, 六 中 则 应 当 使 用 系数 4izep. 考虑 连续 介质 的 这 样 两 个 变形 状态 , 它们 在 不 同 的 
坐标 系 zi 和 yi (一 个 坐标 系 旋转 后 可 得 另 一 个 ) 中 具有 相同 的 形式 , 即 


E 


A'iiaB i 


1 
17* 


显然 , 此 时 各 向 同性 介质 的 应 力 状态 在 坐标 系 zi 和 yi 中 也 应 当 具 有 相同 的 形 
式 . 如 果 4'ia8 = Aijo8, 即 胡 克 定律 中 的 系数 在 两 个 坐标 系 中 相同 , 则 p3 = pw, 这 
时 连续 介质 是 各 向 同性 介质 或 旋 磁性 介质 . 如 果 4izap 天 Aijo8, 即 胡 克 定律 中 的 系 
数 在 坐标 系 zl, z2, z3 和 久 ， 刀 , 如 中 不 同 , 则 p33 关 zz, 介质 是 各 向 异性 介质 . 实 
验 表明 , 分 子 或 原子 规则 排列 的 晶体 介质 , 以 及 纤维 材料 , 都 是 各 向 异性 介质 的 实例 ， 
其 性 质 在 不 同方 向 上 是 不 同 的 . 
对 于 各 向 同性 介质 来 说 , 一 个 坐标 系 与 通过 旋转 而 得 到 的 其 他 一 些 坐 标 系 相 比 
并 不 具有 优点 . 例如 , 水 和 其 他 一 些 具有 所 谓 非 晶 结构 的 介质 是 各 向 同性 介质 . 还 有 
一 些 介质 由 细小 的 晶体 组 成 , 只 要 这 些 晶体 微 元 的 排列 无 序 而 混乱 , 介质 就 是 各 向 
同性 的 . 在 技术 领域 通常 使 用 的 金属 就 是 这 样 的 各 向 同性 介质 . 
_。 张 量 4ijo6 的 分 量 总 数 为 81, 它们 可 以 都 不 等 于 零 . 现在 我 
inet rh de 们 证 明 , 对 于 各 向 同性 物体 和 旋 磁 性 物体 , 这 些 分 量 中 只 有 2 
Ee 个 是 独立 的 0 . 取 应 变 张 量 si 的 主轴 为 坐标 轴 . 显然, 这 时 
胡 克 定律 中 只 会 出 现形 如 A1iee 的 系数 . 我 们 来 证 明 当 i 六 j 
时 Aiioe = 0. 实际 上 , 把 所 取 坐 标 系 绕 第 i 个 坐标 轴 旋 转 180。 后 , 我 们 得 到 一 个 新 
的 坐标 系 , 其 中 第 i 个 坐标 轴 不 变 , 而 其 他 2 个 坐标 轴 变 为 相反 方向 . 根据 张 量 A 的 
变换 规则 (2.6), 我 们 在 ; 关 7 时 对 任何 a 可 得 


lijao ijoo 
4 =—A3°°. 


但 如 果 介 质 是 各 向 同性 介质 或 者 旋 磁 性 介质 ， 则 应 当成 立 445aa = Aijee, 于 是 当 
天 了 时 hoe = 0. 又 因为 在 此 坐标 系 中 当 i 承 7 时 z5 = 0, 所 以 由 此 可 见 , 在 服从 
胡 克 定律 的 旋 磁 性 介质 (自然 也 包括 各 向 同性 介质 ) 中 应 变 率 张 量 的 主轴 与 应 力 张 
量 的 主轴 重合 . 

在 胡 克 定律 在 主轴 下 的 公式 中 , 全 部 81 个 系数 Aiio8 中 只 有 9 个 系数 4iiaa 是 
重要 的 . 


0 对 于 四 阶 张 量 , 各 向 同性 和 旋 磁性 的 概念 是 相同 的 . 


计 二 € 
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根据 介质 的 旋 磁性 , 坐标 轴 编 号 的 顺序 是 不 重要 的 5 , 所 以 我 们 有 
41111 ~ A2222 ~ 43333 一 20 十 入 
41122 ~ A1133 一 42233 一 入 
Miiaa 一 4aoi， 
式 中 引入 了 新 的 记号 2p + 入 和 和 来 表示 上 面 列 出 的 张 量 A 的 2 个 不 同 分 量 . 一 般 
言 , 这 2 个 分 量 不 等 于 零 . (注意 分 量 455 (i 关 j) 也 不 等 于 零 , 我 们 将 在 后 面 证 明 
这 些 分 量 等 于 jy, 见 公式 (2.10).) 

所 有 上 述 讨论 都 可 以 用 于 服从 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 的 旋 磁 性 介质 (更 何况 各 向 
同性 介质 ), 于 是 对 于 服从 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 的 旋 磁 性 介质 可 知 , 应 变 率 张 量 的 主 
轴 与 应 力 张 量 的 主轴 重合 , 所 有 系数 Bii8 都 可 以 通过 2 个 系数 Xi 和 jv 表示 出 来 . 

现在 , 各 向 同性 介质 的 胡 克 定律 


条 二 AioBe, gy 


在 应 变 张 量 和 应 力 张 量 的 主轴 下 具有 以 下 形式 : 
pi 一 和 El 十 sz 十 E3) 十 2HUE1， 
Da = 和 (El 十 E2 十 E3) 十 21E2， (2.7) 
ps= (El 十 E2 十 Es3) 十 21E3. 
入 和 上 称 为 拉 梅 系数 . 
类 似 地 , 各 向 同性 介质 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 在 应 变 率 张 量 和 应 力 张 量 的 主轴 
下 可 以 写 为 
Ti 一 Al(el 十 ez 十 es) 十 211el， 
Ts = Al(el 十 ez 十 e3) 十 2101e2， 
73 三 和 1 (el 十 ea2 十 e3) 十 2141e3. 
公式 (2.7) 显然 可 以 写 为 以 下 不 变 的 张 量 形式 ; 
pi; = 和 1(@)gi; 十 2U0Ei7 (2.8) 
或 
25 一 入 (BE)g5 + 2ug'*giBeg. (2.9) 


这 些 写 法 在 任意 坐标 系 下 都 成 立 , 所 以 公式 (2.8) 或 (2.9) 就 是 各 向 同性 介质 的 胡 克 
定律 在 任意 曲线 坐标 系 下 的 写法 . 
由 (2.9) 易 得 系数 45e4p 在 任意 曲线 坐标 系 下 的 表达 式 : 


4 一 Ag5g9 十 Mg gh + ghgi?). (2.10) 


3 例如 , 显然 可 以 把 坐标 系 绕 z3 轴 旋 转 90°, 使 z? 轴 位 于 zl 轴 的 位 置 . 
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把 类 似 的 讨论 应 用 于 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 , 可 知 各 向 同性 介质 的 纳 维 一 所 
斯 定律 在 任意 曲线 坐标 系 下 具有 以 下 形式 ?): 


Ti 一 和 五 ( 百 )gjj +2peij, 或 TY =AN(E)gY +2ug9'°g9 eg. 
根据 (2.2), 我 们 得 出 各 向 同性 夭 性 流体 的 应 力 张 量 和 应 变 率 张 量 在 任意 曲线 坐标 系 
下 的 分 量 之 间 的 以 下 关系 式 : 
p= —pgd + Mg divv + 2p1g'*g’ feog. (2.11) 
在 ( 非 主轴 的 ) 笛 卡 儿 坐标 系 下 , 各 向 同性 介质 的 胡 克 定律 具有 以 下 形式 : 
Bi 一 Am(B) + 2pei, 
而 当 i 关 7 时 | 
Dij = 2Hei. 
纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 则 具有 以 下 形式 : 


, Dui 
Pii 二 一 D 十 Aidivv 十 2 Bi 


Pi; 二 2016i7 = KH1 (党 十 总 ) 
杨 氏 模 量 ,， 泊 松 比 和 ”在 弹性 力学 中 , 规定 引入 材料 的 以 下 特征 量 来 代替 拉 梅 系数 
医 度 入 和 j, 它们 是 杨 氏 模 量 E 和 泊 松 比 o 
PS3A+2 SA 
pi “一 + 人 
在 黏 性 流体 运动 理论 中 规定 引入 动力 学 黏度 2 = j, 运动 学 黏度 v = 以 及 第 
二 黏度 


而 当 i 关 j 时 


C = 和 二 3 


在 猎 性 流体 运动 的 情况 下 , 以 后 我 们 将 简单 地 用 和 来 表示 拉 梅 系数 和 1， 下 一 页 的 表 
格 中 列 出 了 某 些 介质 的 互 0, 1 v 的 数值 

当 T = const, x 二 const 时 , 胡 克 定律 和 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 使 各 向 同性 弹性 
介质 和 黏 性 不 可 压缩 流体 的 运动 方程 组 成 为 封闭 的 

和 为 了 针对 黏 性 不 可 压缩 流体 写 出 封闭 的 连续 介质 运动 方程 
“多 维 斯 托 克 斯 方程 组 , 我 们 先 来 推导 满足 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 (2.11) 或 


Di 一 —pgi? + Mg divv 十 21e5 (2:12) 


DE 表示 应 变 率 张 量 . 一 一 译注 
2) 动力 学 黏度 简称 夭 度 . 一 一 译注 
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$2， 线 性 弹性 体 和 线性 黏 性 流体 .121 . 


E10-1 / kgf.m-? 


钢 2.0 一 2.2 0.24 一 0.28 
铁 1.6 一 2.0 0.28 
铜 1 0.31 一 0.34 
馈 0.69 0.32 一 0.36 
青铜 1.1 0.35 
玻璃 0.56 0.25 


0.00008 0.47 


1.00 
1.00 
0.999 
0.998 
0.998 


1.514 
1.304 
1.137 
1.002 
0.548 


1.514 
1.304 
1.138 
1.004 
0.554 


茶 0.7 0.8 0.88 
酒精 1.34 1.7 0.8 
未 1.58 0.116 13.6 
甘油 23 18 1.26 
润滑 油 (平均 黏度 ) 275 一 350 300 一 380 | 0.9 一 0.95 
空气 (压强 为 1 atm) 0.0171 13.2 0.001293 


0.0176 
0.0178 
0.0181 
0.02 


14.1 
14.5 
15.0 
18.8 


0.001247 
0.001225 
0.001205 
0.001060 
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的 一 般 可 压缩 的 黏 性 流体 的 运动 方程 , 此 方程 称 为 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 . 把 纳 维 一 
斯 托 克 斯 定律 (2.12) 带 入 动量 方程 后 就 可 以 得 到 这 个 方程 . 
我 们 首先 指出 , 在 欧 几 里 得 空间 中 成 立 等 式 
ViVi vc = ViVi vo. 
事实 上 , TS = ViVjv?* 一 VjViv* 是 一 个 三 阶 张 量 的 分 量 ， 而 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 有 
了 好 一 O2v°%/ OriOri 二 02%/OrioOri 三 :0， 所 以 在 任何 曲线 坐标 系 中 都 有 78 二 0， 因 
此 , 如 果 在 空间 中 可 以 引入 适用 于 全 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 系 , 即 如 果 空 间 是 欧 几 里 得 
空间 0 , 则 多 次 协 变 微分 的 结果 与 微分 的 次 序 无 关 . 
现在 计算 Vi p5, 其 中 pii 由 (2.12) 确定 , 而 和 和 是 常量 : 
VipY = -gi Vjp+ Nd VY; divo + 2uV; es 
= -97 Vp+ MT VVay® + HV; ggi (Vavg + Veva) 
一 一 9 和 Vip 十 Mg ViVavc 十 HgieVi Van Lg’® Vj;Vev’ 
= 一 95ViD 十 (入 十 10)95ViVavc 十 LVS Vavi 
=—Vip+ (A+p)Vidivv + JAv’, 
这 里 Vi = g5V) 而 A = V3Ve 是 拉 普 拉 斯 算 子 . 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 


区 Ow 2vi O2vi 
”7 07 Oy? 0z2. 


在 矢量 形式 下 我 们 有 
Vp’ =—gradp+ (A+H)grad divv + uAv. (2.13) 


因此 , 根据 (2.13) 和 第 三 章 的 (2.9), 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 在 任意 曲线 坐标 系 下 
有 具有 以 下 形式 : 


i i 1ioOp A+tkh iOdivoy Ai 
a i 
纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 在 矢量 形式 下 可 以 写 为 ” 
多 一 五 一 > gradp+ 和 grad divv 十 ZAv. 
不 可 压缩 黏 性 流体 的 ”对 于 不 可 压缩 黏 性 流体 , 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 简化 为 
封闭 的 运动 方程 组 
人 = PSgradp+ tAv 
此 方程 与 连续 性 方程 
divv=0 


”在 黎 昌 空间 中 , 空间 的 曲率 使 张 量 Tg 不 等 于 零 , 因为 在 灾 曲 空间 中 无 法 在 给 定点 同时 使 所 有 
的 TS 和 8T% /8zs 都 等 于 零 ( 见 第 二 章 8 5)， 


§2. 线性 弹性 体 和 线性 革 性 流体 * 123 ， 


一 起 组 成 服从 纳 维 一 斯 托 死 斯 定律 且 黏 度 jy 为 常量 的 黏 性 不 可 压缩 均匀 流体 的 封 


闭 的 运动 方程 组 . 
一 般 非 均匀 的 番 性 不 可 压缩 流体 , 其 封闭 的 运动 方程 组 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 


具有 以 下 形式 : 


ee 

Ou gu gu _ 

Or Oy Oz 

Ou Ou Ou Ou 10p Ou Ou O22u 
如 如 uv2 如 -122 Ow Ow Ov 
"or Ovy Vaz YY poy O72 Oy 022 
Ow Ow au Ow 10p Ow O22w O02w 
a pe (各 Ey 于) 


用 位 移 表 示 的 弹性 体 ”满足 胡 克 定律 的 弹性 体 , 其 运动 方程 在 小 变形 时 用 位 移 表 示 
运动 方程 封闭 方程 ”出 来 , 所 得 方程 称 为 拉 梅 方程 . 这 时 胡 克 定律 为 

组 的 几 种 情况 hn oe AR 
pI = MI(E)g +2ped, ei = 3 (Vivwit+ Viwi), (2.14) 
式 中 wi 为 位 移 矢 量 的 分 量 , (8) 为 应 变 张 量 的 第 一 不 变量 (1(@) = Viwi). 接 下 
来 我 们 认为 , 拉 梅 系数 和 和 / 可 以 当 作 给 定 的 常数 . 为 了 推导 拉 梅 方程 , 应 当 把 无 
穷 小 变形 的 胡 克 定律 (2.14) 代入 第 三 章 的 动量 方程 (2.9), 这 完全 类 似 于 上 述 纳 维 一 
斯 托 克 斯 方程 的 推导 . 拉 梅 方程 具有 以 下 形式 : . 


(A 和 +p) graddivw + uAw + pF = pa, (2.15) 


在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 其 形式 为 
/pu Ov 0 Ou 92 02 
paz =Q+ 问 ( 叶 + 多 + 号)+4( 久 + 下 + 让)+oP， 
Of/0u Ov Ow\ 16 Ow 8 
pay = +D 识 ( 叶 + 儿 + 侨 +4( 蚊 + 壹 + 泥 儿 吧 
2 2 2 
paz 一 Qt 号 ( 呈 + 呈 + 吕 ) /+ + ter 
式 中 ww v, w 表示 位 移 矢量 w 的 分 量 . 
拉 梅 方程 是 在 小 变形 假设 下 推导 出 来 的 , 此 假设 也 包括 密度 的 变化 为 小 量 的 情 
况 (p= po 十 p',P' << po). 所 以 , 精确 到 一 阶 小 量 可 以 用 po 来 代替 这 些 方程 中 的 p. 
动力 学 问题 的 拉 梅 方程 组 再 加 上 加 速度 的 定义 
dv (多 ) a Ov da0 


mY on Ya 
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即 成 为 封闭 的 方程 组 
在 小 变形 弹性 力学 中 可 以 不 考虑 连续 性 方程 , 它 是 用 来 确定 p' 的 , 而 基本 的 拉 
梅 方程 中 没有 这 个 量 . 
方程 (2.15) 是 对 小 变形 确立 的 , 此 时 位 移 、 速 度 和 加 速度 可 以 是 有 限 的 . 
小 量 . 在 这 种 情况 下 , 忽略 掉 非 线 性 项 , 得 
Ot2 
而 简化 的 拉 梅 方程 具有 以 下 形式 : 


.12 
(4 > ) =F+ ~ grad div2w + 入 Au (2.16) 
zi 


Ot? 0 
在 弹性 力学 问题 中 通常 需要 求解 介质 的 物质 微 元 的 位 移 , 例如 “固体 ”外 边界 形状 的 
变化 , 所 以 在 弹性 力学 中 通常 使 用 拉 格 朗 日 观点 和 拉 格 朗 日 坐标 系 

前 面 曾经 阐述 过 ,可 以 使 用 两 个 拉 格 朗 日 坐标 系 -初始 的 和 当前 的 拉 格 朗 
从 标 系 ( 见 第 二 章 ). 所 有 方程 都 是 对 介质 在 当前 确定 时 刻 的 状态 提出 的 , 所 以 显然 
不 论 是 连续 介质 的 动量 方程， 还 是 在 其 基础 上 得 出 的 拉 梅 方程, 它们 在 当前 拉 格 庆 
日 坐标 系 中 的 分 量 形式 与 它们 在 参考 系 中 的 分 量 形 式 是 相同 的 

在 从 当前 的 拉 格 朗 日 坐标 系 变换 为 初始 的 拉 格 朗 日 坐标 系 时 ,方程 的 分 量 形式 
则 会 变化 , 这 关系 到 ,此 时 矢量 和 张 量 分 量 的 变换 公式 不 同 于 在 同一 个 空间 中 从 一 
个 坐标 系 变换 到 另 一 个 坐标 系 时 张 量 分 量 的 通常 的 变换 公式 ,在 初始 状态 空间 和 当 
前 状态 空间 中 , 点 的 坐标 61, 62，6s 是 相同 的 , 但 由 于 变形 , 必须 把 它们 看 作 具 有 不 
同 度 规 的 ds? 尖 ds; 的 不 同 空间 2 . 

不 过 , 如 果 变 形 和 位 移 很 小, 则 初始 的 和 当前 的 拉 格 朗 日 坐标 系 相差 很 少 , 所 以 
精确 到 一 阶 小 量 可 以 认为 ,方程 在 当前 的 和 初始 的 拉 格 朗 日 从 标 系 中 的 分 量 形式 是 
相同 的 ， 使 用 初始 的 拉 格 朗 日 坐标 系 可 能 比 当前 的 拉 格 朗 日 坐标 系 更 加 方便 因为 
”在 使 用 当前 的 拉 格 朗 日 坐标 系 时 还 应 当 确定 该 坐标 系 相对 于 参考 系 的 位 置 才能 完全 
解决 问题 . 

， 尽管 流体 力学 和 弹性 力学 在 上 述 简单 模型 的 框架 下 发 展 出 了 
于 六 其 他 模 于 的 必要 庞大 的 分 支 , 然而 , 利用 这 些 最 简单 的 模型 还 远 远 不 能 总 是 
。 足够 精确 地 描述 实际 介质 的 运动 

例如 , 研究 电离 气体 的 运动 和 气体 在 斜 压条 件 下 的 运动 就 需要 更 加 复杂 的 模型 

在 许多 情况 下 , 胡 克 定律 对 一 些 “ 因 体 ”并 不 适用 , 例如 当 “ 固 体 ”( 源 青 、 肛 子 
以 及 大 载荷 下 的 金属) 在 印 去 载 茶 后 仍 有 应 变 残留 时 , 此 定律 就 不 成 立 , 所 以 必须 寻 


” 立 考虑 塑性 、 里 变 以 及 许多 其 他 性 质 的 模型 . 对 于 一 些 复杂 的 连续 介质 模型 , 前 面 引 


?关于 这 个 问题 的 详细 研究 及 其 在 连续 介质 一 般 运 动 方程 中 的 应 用 , 参见 专著 : Cenos JI.H. 


BseneHue B MexaHuHky CHIAOMHOi cpentl. Mockpa: PruaMaTrrm3, 1962. 150 页 . 


83， 曲线 坐标 系 中 的 方程 实例 和 张 量 分 析 的 一 些 补充 结果 125 ， 


入 的 那些 与 介质 微 元 的 运动 和 状态 有 关 的 概念 和 特征 量 是 不 够 的 . 

还 必须 考虑 其 他 一 些 特征 量 , 例如 温度 T, 内 能 U, 业 5, 残余 应 变 , 电磁 场 特征 
量 , 以 及 其 他 许多 特征 量 . 此 时 , 力学 方程 组 应 当 进 行 补充 ， 从 而 还 要 应 用 另外 一 些 
物理 学 关系 式 , 例如 热力 学 关系 式 . 


83. 曲线 坐标 系 中 的 方程 实例 和 张 量 分 析 的 一 些 补充 结果 
为 了 应 用 起 来 方便 , 最 好 在 各 种 具体 的 曲线 坐标 系 下 都 有 现成 的 连续 性 方程 和 


运动 方程 . . 
我 们 来 写 出 任意 正 交 坐标 系 中 的 克 里 斯 托 费 尔 符号 TYs 通 


证 交 近 多 东 二 的 充 时 过度 规 张 量 的 分 量 的 表达 式 . 在 欧 儿 里 得 空间 与 黎 坚 空 
间 中 , 克 里 斯 托 费 尔 符号 由 以 下 公式 定义 ; 
s /Ogos , Og9ps _ Oya 
No (PB), (GD) 
因而 在 正 交 坐标 系 ( 当 i 时 gi = 0) 中 易 得 (对 a 不 求 和 ) 
Tap = je" tp, (3.2) 
0 
Téa = 30" azpb, (3.3) 
Des= 39"" ee, (3.4) 
Tg, = 0, a#b, PBA, Q 天 个. (3.5) 


对 于 和 于 TSo, 在 正 交 坐标 系 中 利用 公式 (3.2) 可 得 以 下 公式 : 


a _l10 10 
kr 0 


式 中 9 为 矩阵 (9;;) 的 行列 式 . 
现在 证 明 公式 (3.6) 在 任意 坐标 系 中 都 成 立 . 我 们 有 


Oe 
9 = det(gi) = det(ei'ej)， 到 5 = Tgew. 


在 计算 导数 99/8z? 时 , 需要 对 行列 式 9 每 个 元 素 中 2 个 矢量 ei 与 ej 的 标 积 求 导 - 

在 对 相 乘 的 第 一 个 e; 求 导 时 , 我 们 得 到 3 个 行列 式 , 其 中 每 个 行列 式 中 第 i 行 
的 项 都 蔡 换 为 形 如 Tsg) 的 项 . 容易 看 出 , 这 些 行列 式 中 的 每 一 个 都 等 于 rigg, 式 
中 的 角 标 i 是 固定 的 , 它 等 于 相应 的 行 号 (对 于 固定 的 并 行列 式 等 于 零 ) 3 个 
行列 式 之 和 等 于 Pris. 从 gw 的 对 称 性 显然 可 知 , 在 对 相 乘 的 第 二 个 e; 求 导 时 


可 得 完全 相同 的 和 | 
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由 此 可 知 ， 


Og i 
Bo5 29 


并 且 式 中 对 角 标 i 求 和 . 
8 坐标 系 
任意 坐标 系 中 的 连续 Te 以 写 为 以 下 
性 方程 ' 
divv = Vav° = a + were 
_O vw OI_ 1 O°Vg 


Ore V9 Brz5 V5 Drza (8.7) 
因此 , 连续 性 方程 在 任意 曲线 坐标 系 下 具有 以 下 形式 : 
Op .0 Opv? Opv3 
V9 + + 7 0 G.8) 
矢量 和 张 量 的 物理 分 “我 们 还 记得 , va 是 矢量 v 按照 协 变 基 矢量 ea 分 解 时 的 分 量 ， 
量 而 这 些 基 矢量 一 般 而 言 不 是 单位 矢量 . 对 于 速度 矢量 v 可 以 
写 出 公式 
v= ie = Wl ue ue wig;, (3.9) 


rr 
式 中 g = ei/ V9 为 单位 矢量 . 如 果 坐标 系 是 正 交 的 , 则 分 量 


i 
VA 


(对 i 不 求 和 ) 等 于 速度 v 在 坐标 线 的 切线 上 的 投影 , 称 为 速度 矢量 的 物理 分 量 . 显 
然 , 对 于 正 交 坐 标 系 , 量 wi = viVgi (对 i 不 求 和 ) 等 于 引入 的 物理 分 量 wi. 类 似 地 
可 以 引入 任何 矢量 一 一 例如 加 速度 a 或 gradp 一 一 的 物理 分 量 , 以 及 一 般 的 任意 阶 
张 量 的 物理 分 量 2 . 在 任意 正 交 坐标 系 下 , 连续 性 方程 (3.8) 在 使 用 物理 分 量 时 具有 
以 下 形式 : 


Op Opu! V922933 Op V9igs3 Opus V911922 下 
Vg me 再 二 一 十 D3 =0. (3.10) 


圆柱 坐标 系 与 球 坐标 ”对 圆柱 坐标 系 , z1 = mr, 2z?= yp, 23= zds?= dr2 十 r2dp2 十 dz2， 
系 下 的 连续 性 方程 lei|=1, lez| =7, les| = 1, 即 gil = 1, g22 = 72, gas = 1, 当 

| i 关 j 时 gi; =0, 故 T= 一 r,T32 ==T31 = 1/7, 其 他 Ti 等 
于 零 . 圆柱 坐标 系 下 的 连续 性 方程 可 写 为 


Dp Opurr Opup | Opuz 
nt 


对 球 坐 标 系 , z1= r, z?= 0 ( 极 角 ), x3 二 入 (经 度 )， ds2 一 dr2 十 r2dg2 十 r2 sin20 dX2, 


= 0. 


例如 , 张 量 工 = Tjeiei 的 物理 分 量 可 由 T= 三 VI3V9T-2 = (Ti ,ol 定义 . 


yd 
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Jii = 1, g22 一 r2，gs3 = 72sin20，T3 一 T3 = I33 = T3 = 1/r，T33 = Ta = ctang, 
.所 = -mr Ts = 一 7 sin?0, T34 = 一 sin0cos9, 其 他 [i 等 于 零 . 连续 性 方程 具有 以 
下 形式 0 : 


2 ing 
72 sinb22 aingopurr + puosin& Opua 


at Or "00 a 
加 速度 在 正 交 坐标 系 ” 为 了 在 局 性 正 交 曲线 坐标 系 中 写 出 哆 拉 运 动 方 程 , 我 们 先 得 
中 的 物理 分 量 出 用 g;; 与 表示 加 速度 分 量 ai 的 公式 . 对 于 加 速度 dv/dt 
的 分 量 , 有 
a7 = 加 二 wwViU7 = a + +awiupT7o. 


利用 (3.5) 处 理 此 式 最 后 一 项 ， 


utupTy6 = 2w7upT23) 十 (u8)2T26 = 2uzvpT9 十 (oz)2ry， 十 (u8)2T25. 
BA BA Bzi 
(对 i 不 求 和 ) (对 i 不 求 和 ) 
在 正 交 坐标 系 中 g* = 1/9i;, 所 以 , 利用 公式 (3.2) 一 (3.4) 把 克 里 斯 托 费 尔 符号 T2p 
通过 g;; 表示 出 来 , 得 


oo ow Wo Og (WV)? 0g; _ (v8)? 9gpp 
ot Ori gj OB 2g;; Ozi 29;; O71 
B#I 有 天 7 
(对 i 不 求 和 ) 


因此 , 如 果 按 照 (3.9) 引入 速度 的 物理 分 量 wi 来 代替 vi, 则 加 速度 的 物理 分 量 在 圆 
柱 坐 标 系 下 具有 以 下 形式 : 


Du Our Up Ou Ou 他 
rt 


7 Op Oz ri 
Ouy Oup Up Duo Oup Ur 
OU 4 ” 3.11 
2 8 ®.1D) 
_ Ou; Ou: up Ouz Ous 
i “0z 
而 在 球 坐 标 系 下 具有 以 下 形式 : 
_ Our ur Ye Our UA Our 地 十 代 
"TT "Or Tr rsingd\ 7 ， 
_ Oup Oug UgOug , uy bu urug — u? ctang 3.19 
wT tr tringdt 7 , 区 
_ Ou Ou ug OU UM Ou Uru\ + ugu\ ctand 
MT tot 00 ! rang Ot 7 . 


, 1) 由 正 交 坐标 系 下 的 连续 性 方程 (3.10) 及 其 在 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 下 的 形式 易 得 矢量 的 散 度 
在 这 些 坐 标 系 下 的 表达 式 . 一 一 译注 
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标量 函数 的 梯度 矢量 ”现在 确定 矢量 gradp 在 正 交 坐标 系 坐 标 轴 上 的 投影 . 我 们 有 
在 正 交 坐标 系 中 的 物 Bs 2 

dp = se = (Vi = hi——=， 
理 分 量 gradp Be (Vip)e: J 


所 以 矢量 gradp 在 正 交 坐标 系 中 的 物理 分 量 4; 等 于 


(对 i 不 求 和 ) 
矢量 gradp 在 圆柱 坐标 系 中 的 物理 分 量 为 : 
1 0p 
7 Bp (3.13) 
gradp|: = 4 


gradply = 


” 而 在 球 坐 标 系 中 的 物理 分 量 为 : 

gradz | = 2 

读 ， (3.14) 
1 Op 

rsin0 OX 

圆柱 坐标 系 与 球 坐标 ”利用 (3.11), (3.13) 与 (3.12), (3.14) 容易 写 出 圆柱 坐标 系 与 

系 下 的 欧 拉 方 程 球 坐 标 系 下 的 欧 拉 方程 . 


1 
gradple = E 


gradp|s = 


欧 拉 方程 在 圆柱 坐标 系 下 具有 以 下 形式 : 
Our Our ，Ue Our Our _ Usp, _1l0p 
ot ”Dr 7 Op “ Oz r 7 Or 
Ouy Oup .Up Ouy Oup Urup _ 1 Op 
Or or ea r Dop Fig | rp Op’ 
Ouz Du Uy Du Ouz _ 10p 
rtrop to 
而 在 球 坐 标 系 下 具有 以 下 形式 : 
Our Our Ug Ou WU Our 好 十 如 1 6p 
Rivortr otrindd rr -I por 
Oug Oug , ug Oug Ua Oug , Urug _ ctang 2 1 Op 
ot tw +7 00 rang 7 只 = 马 - 二 而 
Ou 二 ou 上 Du UU Du Uru\ ceaneuow - = 中- 1 Op 


Ho TO rang dN 7 prsinG OX 


c 
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正 交 坐标 系 中 标量 函 ” 令 v = grad ®. 由 公式 (3.7) 容易 得 出 , 作用 于 标量 函数 更 的 
数 的 拉 普 拉 斯 算 子 。 拉 普 拉 斯 算 子 在 任意 正 交 坐标 系 中 具有 以 下 形式 : 
divgrad® = V2® = A 
1 0 922933 0 Co 933911 DO5 0 922911 oO 
-5 [ww (y a 落 ) + Br (y go 纺 ) 1 dz (y ga3 | 


由 此 可 知 , 在 圆柱 坐标 系 中 


10105 1056 025 
而 在 球 坐 标 系 中 
_1[9 /3 65 1 0/. 08 1 026 
EA + sn0 GE | Gag 


上 述 实 例 说 明了 一 般 公式 在 一 些 重要 的 特殊 情形 的 应 用 . 
圆柱 坐标 系 与 球 坐 标 “ 为 完整 起 见 ,我 们 再 给 出 应 变 率 张 量 的 物理 分 量 在 圆柱 坐标 
系 中 的 应 变 率 张 量 物 “ 系 中 的 表达 式 : 


人 (5 
= rr Or’ < 一 Do "ar\r) dn 7 
Oup 1 Ou; _ Ouz _ Ous: , Our 
et 
和 它们 在 球 坐 标 系 中 的 表达 式 : 
be a 
TOr’ WH ro Or’ MV rngdN 7 r 2 
_1lOu Ou upg _ Ou 1 Du wu 
00 = ro 7 ?ex = Or rsing00 rr’ 
SL 1 Ou 10 ?Actanb 
2 一 rsng DA 7 ” # 


以 及 /= const 的 不 可 压缩 流体 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 在 圆柱 坐标 系 中 的 形式 : 


入 10p Ur 2 Oup 
Qr 一 FE. 7 Dr +v (av 72 72 任 ) 
1 Op 2 Our 
dy 可 -去 中 +z(Aw 7 十 元 8， 
Qz =F, Lop 
Oz | 
人 一 kd 1 i 
Or? ror r20p? 022 
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和 在 球 坐 标 系 中 的 形式 : 
18p 2ur 2ue __2 ouw_2oue 
“(A 72 72 cns r2sin0 A 7r206009° 
Ep ug 2cosb Ou 二 党 ) 
m0= Fo 疡 路 +v (A rnd 72sin26 oN 7 60) 
1 Op 


+v (Aw 2cosb Ouo 2 人 让， 


= 及- -i + Fad BX + rng OX 
0 20 1 ctang 0 1 2 

Brim Wt a 

式 中 , 加 速度 的 物理 分 量 分 别 由 公式 (3.11) 与 (3.12) 确定 . 

我 们 指出 , 在 最 后 两 组 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 中 , 系数 v 后 边 的 表达 式 是 对 速度 
矢量 v 应 用 拉 普 拉 斯 算 子 后 所 得 矢量 Au 的 物理 分 量 . 把 这 些 表达 式 分 别 与 (3.15) 
和 (3.16) 进行 对 比 , 我 们 看 到 , 对 矢量 的 分 量 与 标量 函数 应 用 拉 普 拉 斯 算 子 一 般 给 
出 不 同 的 公式 . 


A 


在 三 维 空间 中 , 任何 一 个 二 阶 反对 称 张 量 4ijete7 都 对 应 一 


三 维 空间 中 的 二 阶 反 I 
对 称 张 量 与 轴 关 量 的 “个 轴 矢 量 = B'es, 其 逆 变 分 量 由 公式 


等 价 性 了 7 = 万 4 (3.17) 


确定 , 式 中 的 3 个 角 标 a, 6, Y 得 自 1, 2, 3 的 循环 排列 , 而 g = det(gus). 为 了 证 明 
这 一 结论 ， 考 虑 量 BY 在 坐标 系 zi 变换 为 yi 时 的 变换 公式 . 此 时 我 们 将 用 到 张 量 
gijetei 的 分 量 与 张 量 4;jeiei 的 分 量 的 变换 公式 , 以 及 hi;; 的 对 称 性 . 

对 于 行列 式 g, 有 2 
Oy 
Ori 
式 中 A 是 矩阵 (8y*/9zxi) 的 行列 式 . 所 以 


ov 


/A2 
Ori 8， 


9 = |9i;| = |gkl 


ay Oy Oy? Oy°* 
1 1 1 ,oP 1 as Or dr 
向 和 和 
(只 对 满足 a>8 的 a, 68 = 1, 2, 3 求 和 ) 


容易 看 出 , 量 
Bag Oy? Oy? Oy° 
Bripc Ori Ori 
因此 , 对 于 和 矩阵 (8yi/8zxi) 的 道 矩阵 , 有 
也 | 委 By Oy? Oy*| 6xk A 
IA| [Oxi Oxi Ori 站 | ~ Oy7 |AT 


1 今后 重要 的 仅仅 是 量 9 的 变换 公式 , 而 9 与 度 规 的 关系 是 根本 无 关 紧 要 的 . 
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所 以 , 式 (3.18) 可 以 重新 写 为 
OT 人 
B* 一 B ‘a AT 
此 公式 仅 在 A > 0 的 条 件 下 才 与 通常 的 矢量 逆 变 分 量 的 变换 公式 相同 . 
所 以 , 由 公式 (3.17) 定义 的 矢量 B = Bie; 称 为 轴 矢 量 或 伪 矢 量 , 以 区 别 于 通常 
的 极 矢量 . 
对 于 反 演 变换 , 例如 变换 


(3.19) 


yi 一 一 了 ， 

极 矢量 b 的 分 量 改变 符号 : 

BA 2 bi 2 ee —b*, 
但 由 公式 (3.19) 可 见 , 轴 矢 量 B 的 分 量 不 改变 符号 : 

1 iOY 过 

B*=-B B= Br*. 
矢量 的 旋 度 在 曲线 坐 ”按照 定义 , 矢量 c = rot 4 由 以 下 公式 引入 : 
标 系 中 的 定义 pe 
ce om 记 ( 王 - 绩 ) 


(a, 68, 7 组 成 1 2, 3 的 循环 排列 ). 
显然 , 如 果 A 是 极 矢量 , 则 rot 4 是 轴 矢 量 . 
在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 矢量 c = rot 4 的 分 量 按 以 下 公式 计算 : 


(oa 6, 7 组 成 1, 2, 3 的 循环 排列 ) 
四 显然 , 矢量 4 = 4ues 的 旋 度 可 以 视 为 张 量 VAper*es 与 三 阶 
二 全 张 量 e = eo07eaepe, 缔 并 的 结果 ,后 者 对 所 有 角 标 都 是 反对 
称 的 , 其 分 量 由 以 下 公式 确定 : 
1/V9， 车 a, 8,7 组 成 1,2, 3 的 偶 排列 ， 
esp = -1/V9， 著 a, B, 7 组 成 1, 2 3 的 奇 排列 ， (3.20) 
【0, 车 a, B, 7 中 有 2 个 相等 . 
不 难 直接 检验 , 公式 (3.20) 确实 定义 了 一 个 伪 张 量 的 分 量 , 即 当 变 换 到 另外 一 个 举 
标 系 yi; 时 e987 的 变换 公式 可 以 写 为 以 下 形式 : 
nijk 一 A apy Ovy’ Oy’ Oy® 
IA|” “Oze O78 Or7’ 


并 且 ei* 按照 类 似 于 (3.20) 的 公式 通过 g' = det(g!;) 表示 . 列 维 一 奇 维 塔 张 量 


所 
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是 伪 张 量 D , 这 一 名 称 关 系 到 变换 公式 中 的 符号 决定 于 因子 A/|A|. 对 于 正常 变换 
(A > 0), 伪 张 量 与 普通 的 张 量 没有 区 别 . 
于 是 , 矢量 rot 4 的 分 量 可 以 写 为 以 下 形式 : 


cy 一 cropV。46p. 


矢 积 在 曲线 坐标 系 中 “我们 再 来 考虑 曲线 坐标 系 中 两 个 矢量 4 与 B 的 矢量 乘法 运 
的 分 量 算 . 按照 定义 , 我 们 认为 矢 积 4 x B 的 分 量 cy 由 以 下 公式 表 
示 : 
c= eT°P A Bp, 


即 
c= 本 和 A;B:;) 
(i j, 7 组 成 1, 2, 3 的 循环 排列 )， 由 此 可 见 , 例如 , 两 个 极 矢量 的 矢 积 是 轴 矢 量 ( 伪 


矢量 ). 
涡 量 w = rotv/2, 磁场 强度 五 , 磁 通 量 密度 B 等 矢量 都 是 轴 矢 量 
钠 矢 量 的 例 了 的 物理 实例 , 它们 在 本 质 上 都 是 二 阶 反对 称 张 量 

对 两 个 角 标 反对 称 的 张 量 与 相应 轴 矢 量 的 等 价 性 仅 在 三 维 空间 A 成 立 . 在 
维 空间 中 , 当 n > 3 时 没有 类 似 的 等 价 性 . 

在 物理 学 中 , 除了 空间 坐标 为 zl, z2, za 的 三 维 空间 , 空间 点 的 坐标 为 rz1，z2， 
Z3 和 时 间 t= 2z4 的 四 维 空间 也 具有 直接 的 物理 意义 . 

在 表述 基本 物理 方程 时 , 需要 研究 坐标 为 z1, z2, z3, z4 的 四 维 空间 中 的 矢量 和 
张 量 , 同时 认为 四 维 时 空中 的 点 的 坐标 是 互相 关联 的 , 并 且 在 某 种 意义 上 是 等 价 的 . 
四 维 空间 中 的 二 阶 反 在 这 样 的 四 维 空间 中 , 二 阶 反 对 称 张 量 同样 会 在 物理 方程 中 

空间 
四 全 安国 的 二 阶 友 出现, 并 且 具 有 最 基本 的 意义 
矢量 与 一 个 极 矢 量 设 Fan 是 四 维 空间 中 的 反对 称 张 量 . 由 定义 ， Fig 一 一 下 Ai 

故 羽 ; = 0. 经 过 坐标 变换 
入 一 产妇 内 yO) i=1,2,3,4 (3.21) 
张 量 的 分 量 包 按照 通常 的 公式 进行 变换 : 
人) _ p(w) OX? Oz 
Fk = Fs) Ovi DA 
变换 公式 (3.22) 和 下 述 结论 与 四 维 空间 的 度 规 的 引入 方法 无 关 . 不 过 更 加 方便 的 是 ， 


3 列 维 一 奇 维 塔 张 量 亦 称 置 换 张 量 . 显然 67 = ea .(e8 x e7). 因为 矢量 的 旋 度 与 矢 积 都 可 以 
通过 列 维 一 奇 维 塔 张 量 表示 , 所 以 等 式 (通常 称 为 e-6 恒等式 ) 


eijke gk = 人 一 玖 叶 ， eeoi 一 254， < ijkeijk =6 


在 张 量 运算 中 有 广泛 的 应 用 . 一 一 译注 


(3.22) 
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与 四 维 空间 一 起 还 考察 通常 的 三 维 子 空 间 z1, z2, z3, 其 度 规 以 通常 的 方法 由 以 下 形 
式 的 公式 确定 : 
ds2 = gap dz dzp (a, B=1,2,3). 


对 于 张 量 Fi 的 四 阶 和 矩阵 , 可 以 写 出 


0 Fs Fs Fa 0 V9Hs -V9H? Ei 
0 Fs Fh 一 V 了 万 3 H! EE 
Bi Fa 0 Fs Fal _ V9 E 0 V9 2 | (3.23) 
Fa Fa 0 Fa V9H? —VgH 0 bE 
Fa Fa Fas 0 —El —E, —Es 0 
式 中 
9 = det(gap). 


字母 He 与 Eu (a = 1, 2, 3) 表示 矩阵 的 相应 元 素 ik. 分 量 Fi 的 变换 公式 (3.22) 
还 可 以 视 为 量 H* 和 E。 的 变换 公式 . 
如 果 与 一 般 的 坐标 变换 (3.21) 一 起 还 考虑 一 些 特别 的 坐标 变换 
a _ fa/,,l 2 3 a 

T = f°(y, YY), Qa=1, 2, 3, (3.24) 

z=, 
其 中 只 有 空间 坐标 发 生变 换 , 而 时 间 坐 标 保持 不 变 , 则 一 般 变 换 公式 (3.22) 将 给 出 
(3.23) 的 第 二 个 矩阵 中 表示 为 He 与 及 的 量 的 特别 的 变换 公式 . 从 这 些 公 式 可 知 ， 
对 于 特别 的 变换 (3.24), 量 He 与 Bs 可 以 分 别 视 为 三 维 轴 矢 量 

H= Hey (y=1, 2, 3), 
1 
五 7 = -万 Re 


(a, B, 7 组 成 1, 2, 3 的 循环 排列 ) 的 道 变 分 量 与 极 矢量 
E= Ee (Y=1, 2, 3), 
. Ey = Fya 

的 协 变 分 量 . 显然 , H7 与 如 的 变换 公式 在 四 维 变换 (3.21) 的 一 般 情况 下 不 是 矢量 
的 变换 公式 . 从 四 维 空间 的 观点 来 看 , 三 维 的 矢量 五 与 五 不 是 不 变 的 对 象 . 

以 后 我 们 将 看 到 , 电场 强度 与 磁场 强度 矢量 就 可 以 视 为 相应 四 维 张 量 

F = Peier 

所 对 应 的 矢量 巨 与 H. 

我 们 强调 , Fi, Ey 与 HY 的 上 述 关 系 与 四 维 空间 的 度 规 无 关 . 在 (3.23) 中 可 以 
使 用 三 维 空间 中 的 任何 其 他 二 阶 张 量 来 代替 三 维度 规 张 量 gge*es, 只 要 用 该 张 量 
的 分 量 组 成 的 行列 式 不 等 于 零 . 
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81. 动能 定理 和 内 面 力 的 功 


连续 介质 的 动力 学 运动 方程 的 最 重要 的 一 个 一 般 推论 是 动能 定理 . 

设 了 是 与 介质 微 元 一 起 运动 的 任意 的 有 限 物 质 体 , 2 是 其 表面 . 假设 应 力 张 量 
P= pYeie; 与 速度 矢量 v = vie; = viei 的 分 量 在 物质 体 V 内 部 是 空间 坐标 和 时 间 
的 连续 可 微 函数 . 

取 矢量 dr = wv dt, 即 连 续 介质 无 穷 小 物质 体 dr 在 时 间 dt 内 的 位 移 矢量 . 用 dr 
对 动量 方程 作 标量 乘 , 并 对 物质 体 V 积分 , 得 


pa:vdtdr= | po 下 .drdr 十 (Vip5)uidtd7. {1.1) 
nae 0 
我 们 将 对 此 式 中 的 积分 进行 变换 . 


连续 介质 物质 体 了 可 以 利用 任何 坐标 系 来 计算 标量 (不 变量 ) .a, 例如 在 笛 卡 
的 动能 儿 坐 标 系 中 易 得 


dz d 和 + 是 dfa 必 dz\y_1d, 
Ft dt dt a dad\d) 2av 
因为 质量 dm = pdr 守恒 , 所 以 显然 。 . 


v2 v2 
oa-varat= [a(F)am=a {Fam=as, 
V M M 


B= / i (1.2) 


式 中 定义 


§1， 动 能 定理 和 内 面 力 的 功 .135 ， 


这 是 连续 介质 物质 体 Y 的 动能 
我 们 把 质量 力 玉 分 为 两 组 : 相对 于 整个 物质 体 V 的 内 质量 
只 所 量力 和 外 质量 为 ppt) 和 外 质量 力 PO. 那么 


foF-arar = for® ‘ardr+ for® ‘drd7 = dA(®) +dA®, 
VvV V VvV 
式 中 dh 和 d4 久 分 别 是 作用 于 物质 体 V 的 外 质量 力 和 内 质量 力 在 无 穷 小 位 移 过 
程 中 的 元 功 . 
我 们 指出 , 作用 于 整个 物质 体 V 的 所 有 内 质量 力 之 和 恒 等 于 零 :但 这 些 力 的 功 


可 能 不 等 于 零 . 
我 们 把 式 (1.1) 中 的 最 后 一 个 积分 写 为 以 下 两 个 积分 的 形式 : 


/© ;pi )vi dt dr = Vi(pivi) dtdr — J pIV; vi dt dr7. (1.3) 
V V 


利用 奥 一 高 定理 变换 (1.3) 右 侧 第 一 个 积分 , 再 利用 明显 的 恒等式 
Vy vi 一 (5 i 十 Vi vj) 十 (© Vi— Vi v;) = €i7 + Wij 
变换 其 右 侧 第 二 个 积分 , 结果 得 
(Vp5)uidtdr= | pivin;dodt— | piei;dtdr— | piiwi;dtd7, (1.4) 
/ 0 0 
式 中 ni 为 表面 允 相对 于 物质 体 Y 的 单位 外 法 向 矢量 的 协 变 分 量 . 
我 们 指出 , 根据 张 量 wijeiei 的 反对 称 性 , 成 立 等 式 
PYwij 一 Dai + pT wR = (pY — pH)wji, (1.5) 
i<j i<j 
所 以 在 应 力 张 量 对 称 (pz = pii) 的 经 典 情况 下 , (1.4) 中 最 后 一 个 积分 等 于 零 . 
外 面 力 的 功 因为 pinjei = pn, 所 以 可 以 写 出 | 
om dodt= fr :dr do = d4t9)， 
5 3» 
式 中 dA 人) 表示 所 取 物 质 体 VV 的 表面 3 上 的 外 面 力 在 表面 允 的 点 发 生 无 穷 小 位 移 
dr 二 vdt 时 的 元 功 . 
DN 组 元 混合 物 的 动能 可 以 定义 为 各 组 元 动能 之 和 . 显然 ， 


RA AC 
二 Ll 2 -1 = 


式 中 v 为 混合 物 微 元 的 质心 速度 ( 见 第 三 章 公式 (1.8)). 由 此 可 见 , 混合 物 的 动能 等 于 其 整体 动能 
(公式 右 侧 第 一 个 积分 ) 与 扩散 动能 (公式 右 侧 第 二 个 积分 ) 之 和 . 一 一 译注 
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内 面 力 的 功 的 定义 (1.3) 的 最 后 一 个 积分 是 不 变量 , 它 按照 定义 称 为 物质 体 了 中 
的 内 面 力 (内 应 力 ) 了 的 元 功 : 


一 / piVividtdr = dAQ. 
V 


连续 介质 有 限 物 质 体 ”因此 , 式 (1.1) 可 以 写 为 
PE dB=dA® +dA® +dA®) +dA®, (1.6) 


即 , 对 于 实际 的 运动 , 连续 介质 有 限 物质 体 动能 的 微分 等 于 作用 于 该 物质 体 的 外 质 
量力 、 内 质量 力 、 外 面 力 和 内 面 力 的 元 功 之 和 . 这 个 结论 称 为 适用 于 连续 变形 介质 有 
限 物 质 体 的 动能 定理 . 

需要 指出 的 是 , 在 动能 定理 的 表述 (1.6) 中 , dE 是 函数 EE (连续 介质 物质 体 的 动 
能 ) 的 全 微分 , 而 其 他 项 444, d4 岛 , 449, d49 在 一 般 情况 下 仅 仪 是 无 穷 小 量 2， 
即 相 应 的 力 在 连续 介质 每 一 点 所 对 应 的 连续 的 无 穷 小 位 移 dr = vdt 上 的 元 功 . 

[i Y YY 

应 力 张 量 对 称 时 内 面 从 (1.3), (1.4), (1.5) 可 见 , 内 面 力 的 功 的 表达 式 可 以 写 为 


力 的 功 的 表达 式 dA® =— jf ed | Dn 
V V 


或 者 , 当 应 力 张 量 对 称 时 ， 
dA® 一 一 Pei dt d7. 
/ 
众所周知 , 三 维 空间 中 的 反对 称 张 量 wi; 总 可 以 对 应 一 个 轴 矢 量 w, 即 速度 所 对 应 的 
涡 量 (参见 第 四 章 83). 从 以 上 讨论 可 知 , 当 应 力 张 量 对称 时 (例如 当 没 有 内 启动 量 
矩 、 外 质量 力 偶 和 外 面 力 偶 时 ), 在 运动 的 连续 介质 中 存在 涡 量 并 不 会 直接 影响 内 面 
力 元 功 的 值 , 因此 也 不 会 直接 影响 动能 的 变化 . 
现在 写 出 连续 介质 无 穷 小 物质 体 的 动能 定理 . 为 此 , 选取 物 
过 全 分 司 计 并 小 物质 质 体 微 元 AV, 使 我 们 所 关心 的 连续 介质 的 某 个 点 位 于 其 中 
当 物 质 体 AY 向 该 点 收缩 时 , 对 该 物质 体 写 出 等 式 (1.1) 并 
以 AV 中 物质 微 元 的 质量 Am 除 之 , 再 利用 (1.2) 和 (1.3), 由 此 给 出 
sr - 一 玉 .d7 十 .二 svi) dt 一 po 7 vi dt. 

量 v2/2 可 以 称 为 动能 密度 , 量 F. dr， 3 Wp) db -mY vi dt 则 分 别称 为 质量 
力 、 外 面 力 和 内 面 力 的 元 功 密度 . 

站 我 们 强调 , 尽管 作用 与 反作用 定律 对 内 应 力 成 立 , 但 是 由 于 存在 变形 , 相互 作用 的 内 力 的 功 妈 
便 在 连续 运动 中 一 般 也 不 等 于 零 . 

2) 因此 , 文献 中 也 经 常 把 这 些 项 记 为 54, d 或 a4 的 形式 , 以 强调 它们 不 是 全 微分 . 后 文中 热 
量 记号 dQ, dd 的 含义 是 类 似 的 . 一 一 译注 
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在 连续 介质 无 穷 小 物质 体 的 动能 定理 中 没有 内 质量 力 的 元 功 , 因为 它 在 Y 向 点 
收缩 时 和 M 一 0 时 趋 于 零 . 这 直接 得 自 质 量力 密度 存在 的 假设 , 即 假设 作用 于 一 个 
物质 体 的 外 质量 力 与 该 物质 体 的 质量 之 比 的 极限 存在 . 

例如 , 设 物质 体 Y 的 质量 为 M, 其 中 的 内 质量 力 是 诸 微 元 之 间 的 牛顿 万 有 引力 ， 
则 内 质量 力 的 功 显然 可 以 写 为 以 下 形式 : 


dmidm2 71 一 72 
,dy 
"tt 1 ro) rr 


此 式 除 以 M, 当 V 收缩 于 一 点 时 , 其 极限 等 于 零 . 

因此 , 对 每 个 介质 微 元 都 成 立 的 动能 定理 可 叙述 为 : 在 连续 介质 的 每 个 点 , 动能 
密度 的 微分 等 于 作用 于 该 微 元 的 外 质量 力 、 外 面 力 和 内 面 力 的 元 功 密度 之 和 . 

我 们 看 到 , 动能 定理 是 动量 方程 的 直接 推论 , 是 机 械 能 平衡 方程 . 动能 定理 具有 
能 量 的 本 质 , 但 这 个 关系 式 在 一 般 情 况 下 不 是 能 量 守 恒 方程 . 只 有 当 所 研究 的 系统 
的 机 械 能 不 转变 为 热 或 其 他 形式 的 能 量 时 , 才能 (在 问题 的 力学 提 法 的 范围 内 ) 把 它 
解释 为 能 量 守恒 定律 . 我 们 指出 , 一 般 的 能 量 守恒 定律 此 时 分 为 机 械 能 守恒 定律 和 非 
机 械 能 守恒 定律 两 部 分 . 

我 们 来 获得 内 面 力 的 元 功 密度 - dA 在 某 些 特殊 情况 下 的 表达 式 . 我 们 有 


1 
.dA® = Se Ce. 一 一 -Dijeij dt 一 二 (D5 — pii)wi; dt. 
dm “ 工 p 全 p p 了 5 i<j J 


如 果 介 质 像 刚体 一 样 运动 , 则 所 有 ei; = 0, 于 是 
1 .44 pi pii)w,, 
了 44 三 3 )wiy dt. 
如 果 应 力 张 量 不 对 称 (zz 关 p7), 则 当 介质 像 刚体 一 样 运动 时 , 内 面 力 的 功 可 能 不 等 


于 零 , 因为 (在 旋转 时 ) 角速度 w 可 能 不 等 于 零 , 即 wi; 可 能 不 等 于 零 . 
如 果 应 力 张 量 对 称 , 则 成 立 等 式 


二 4 一 -pey dt, 
即 此 时 内 面 力 的 功 一 般 而 言 决定 于 变形 . 如 果 应 力 张 量 对 称 的 介质 像 刚 体 一 样 运动 , 
则 介质 中 内 面 力 的 功 恒 等 于 零 
想 ; 条 所 L 
理想 流体 中 内 力 的 功 ， 对 于 理想 流体 p” ee 
的 密度 


1 . 
元 4 他 S79 giei dt = Lei' dt = $divodt 


利用 连续 性 方程 对 divv 进行 代 换 , 得 


1 i d 1 
dA = -五 下 dt =—pd; 一 pdf (1.7) 
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式 中 Y 为 质量 体积 . 
对 于 理想 介质 微 元 , 在 介质 连续 运动 区 域 中 的 动能 定理 具有 以 下 形式 : 


v2 1 je lh 1 1 : 1 
一 = -dA®) + dA -=F).vdt— -Ve(pvt)dt+pd-. 1.8 
47 Td Am + jd S a v kr(pvu)dt+p 5 (1.8) 


不 无 神 益 指出 , 当 连 续 介质 相对 于 我 们 选 定 的 运动 的 或 静止 的 坐标 系 运动 时 , 内 力 的 
功 的 密度 值 一 般 不 等 于 所 有 外 面 力 和 外 质量 力 的 功 的 密度 值 的 相反 数 . 


8 2. 热力 学 第 一 定律 (能 量 守恒 定律 ) 和 热流 方程 


状态 参量 ”首先 曾 述 作为 热力 学 乃至 整个 连续 介质 力学 的 基础 的 两 个 概念 , 即 系统 
的 “状态 ”和 “状态 参量 ”的 概念 . 我 们 说 , 我 们 的 系统 (例如 连续 介质 

的 某 个 物质 体 ) 的 状态 是 给 定 的 , 如 果 给 定 了 某 些 主 定 参量 0 1, p2, .…, ym,… 的 
值 , 这 些 参量 完全 决定 了 所 有 我 们 所 关心 的 系统 (介质 ) 特征 量 . 此 时 , 主 定 参量 ji 
一 般 能 够 在 某 些 范围 内 取 任 意 值 , 它们 称 为 状态 参量 . 

状态 参量 组 及 参量 的 数目 对 于 连续 介质 的 不 同 模型 是 不 同 的 . 

系统 的 状态 已 知 , 这 表示 什么 ? 该 问题 可 回答 如 下 ,所 有 物体 均 由 原子 和 分 子 
组 成 , 如 果 组 成 物体 的 所 有 基本 粒子 的 位 置 和 运动 在 每 一 时 刻 都 是 已 知 的 , 整个 物体 
的 状态 就 是 已 知 的 . 然而 , 这 个 回答 并 不 能 使 我 们 满意 . 其 实 , 例如 , 假如 我 们 想 给 
出 1 cms 静止 空气 ? 的 状态 , 我 们 就 必须 给 出 其 中 所 包含 的 分 子 (认为 是 质点 ) 的 
坐标 对 时 间 的 3 x 2.7 x 10319 个 函数 , 因为 即便 是 静止 的 气体 , 其 分 子 也 在 运动 . 同 
时 我 们 知道 , 从 宏观 观点 上 讲 , 在 许多 情况 下 只 给 出 2 个 参量 一 一 压强 p 和 密度 p 
一 一 即 可 确定 静止 的 空气 (和 其 他 一 些 气 体 ) 的 状态 . 

宏观 观点 是 这 样 一 种 观点 , 其 中 所 考虑 的 过 程 、 效 应 和 性 质 只 对 我 们 在 自然 和 
技术 中 观察 或 应 用 的 有 限 物 体 才 是 重要 的 3. 

视 为 离散 系 的 介质 , 其 状态 由 巨大 数目 的 参量 决定 , 然而 介质 的 宏观 状态 仅 由 
类 似 于 气体 的 p 和 2 的 较 少数 目的 参量 决定 . 从 大 量 参量 过 渡 到 少量 参量 绝 非 平凡 
问题 , 这 是 液体 、 气 体 和 固体 物理 学 最 重要 的 目标 . 这 个 问题 的 解决 总 是 关系 到 一 些 
额外 的 假设 , 这 些 假设 是 具有 概率 本 质 及 其 他 本 质 的 定律 , 应 当 可 以 在 实验 和 观察 
中 检验 并 获得 . 

宏观 参量 可 以 构造 为 在 某 些 假设 下 计算 的 统计 平均 值 , 这 些 假设 关系 到 一 般 任 
意 运动 和 分 布 的 大 量 分 子 的 集合 . 例如 在 气体 中 , 宏观 速度 v 可 以 引入 为 物理 上 的 
微小 区 域内 所 有 分 子 的 重心 的 速度 , 温度 了 可 以 引入 为 原子 和 分 子 相 对 于 宏观 运动 


1 在 量 纲 理 论 中 亦 有 主 定 参 量 (onpenenstomuii mapaxerp) 的 概念 , 其 含义 有 所 不 同 . 参见 140 
页 和 第 七 章 8 8. 译注 . 

2?) 指 温度 为 0°C, 压强 为 1 atm 的 空气 . 一 一 译注 

3) 重要 性 的 概念 与 问题 的 提 法 有 关 , 与 所 采用 的 测量 和 定义 的 恰当 合理 的 精度 有 关 . 
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而 进行 的 无 规 运动 在 一 个 自由 度 上 的 平均 能 量 , 某 面 微 元 上 的 应 力 m 可 以 引入 为 
分 子 在 无 规 运动 时 通过 该 面 微 元 输 运 的 动量 的 平均 特征 量 , 等 等 
在 一 般 情况 下 , 可 以 在 实验 数据 和 理论 研究 的 基础 上 利用 一 些 假设 对 所 研究 的 
确定 的 若干 类 问题 引入 主 定 参量 .在 许多 复杂 情况 下 , 引入 主 定 参量 的 问题 还 未 解 
决 , 这 是 许多 问题 的 研究 对 象 , 例如 固体 的 竺 塑性 模型 ,物理 、 化 学 或 生物 系统 中 的 
复杂 的 非 平衡 现象 , 各 种 伴随 辐射 的 现象 ,以 及 许 许多 多 其 他 问题 
| 物质 的 连续 介质 , 其 微 元 的 内 部 状态 一 般 而 言 可 以 用 有 限 数 
姓 全 介质 状态 参量 的 ”目的 主 定 参量 来 表征 , 这 个 数目 远 小 于 离散 的 基本 粒子 系统 
的 主 定 参量 的 数目 .例如 在 经 典 弹性 力学 中 , 表征 可 变形 国 
体 微 元 内 部 状态 的 参量 仅仅 是 7 个 变量 一 应变 张 量 的 6 个 分 量 6 和 温度 ,以 
及 所 给 具体 介质 的 物理 常量 _ 杨 氏 模 量 , 泊 松 比 。 和 热 容 。 与 此 同时 也 不 排 
除 这 样 的 可 能 性 , 这 时 在 某 个 连续 介质 模型 中 , 甚至 对 于 无 穷 小 的 介质 微 元 . 其 状态 ， 
的 主 定 参量 都 有 无 穷 多 个 。 
这 种 模型 的 一 个 例子 是 遗传 性 物体 模型 . 在 引入 这 样 的 模型 时 认为 , 应 力 p3 不 
仅 与 所 给 时 刻 的 变形 和 温度 有 关 ， 而且 与 物体 变形 的 整个 历史 有 关 ， 即 依赖 于 函数 
eij(t) 和 T(t)， 这 等 价 于 以 下 说 法 : z 依赖 于 es, T 以 及 它们 对 时 间 的 所 有 导数 
即 这 种 介质 的 状态 参量 有 无 穷 多 个 . 另外 一 个 更 加 复杂 的 例子 可 以 是 从 统计 物理 学 
发 展 出 来 的 动 理论 中 所 遇 到 的 一 些 连续 介质 ,比如 由 玻 尔 效 曼 方程 描述 的 气体 . 不 
过 , 这 类 模型 很 复杂 , 而 且 理论 和 实践 的 经 验 表 明 , 在 大 多 数 实际 重要 的 情形 中 , 有 
限 的 、 一 般 不 多 的 若干 个 参量 就 可 以 给 出 一 个 微 元 的 状态 . 在 复杂 的 动 理论 中 , 求解 
时 也 经 常 采用 一 些 近 似 方法 , 这 些 方法 从 物理 观点 上 讲 等 价 于 过 渡 到 无 穷 小 的 微 元 
的 有 限 数目 自由 度 模型 
我 们 指出 , 为 了 确定 连续 介质 有 限 物质 体 的 状态 ,一般 而 言 总 需要 给 出 一 些 函 
数 (而 不 是 有 限 个 数 ) 一 应 变 、 温度 等 量 的 分 布 
给 出 一 个 函数 等 价 于 给 出 无 穷 多 个 参量 (例如 此 函数 的 傅 里 叶 系 数 ) 所 以 在 一 
般 情况 下 , 有 限 物质 体 的 主 定 参量 的 数目 对 任何 连续 介质 模型 来 说 总 是 无 限 大 的 ， 然 
而 , 对 微小 物质 体 而 言 , 给 出 物体 状态 的 所 有 函数 都 可 以 近似 地 认为 或 者 是 线性 的 ， 
或 者 是 二 次 的 , 或 者 是 次 数 不 很 高 的 多 项 式 .由 这 些 多 项 式 的 系数 组 成 的 有 限 个 参 
量 就 给 出 了 连续 介质 微 元 的 状态 . 
在 构建 连续 介质 力学 时 , 我 们 把 连续 介质 微 元 看 作 这 样 的 热力 学 系统 , 其 中 定义 
了 一 些 力学 概念 来 表示 系统 的 位 置 和 运动 特征 量 , 还 定义 了 一 些 物理 概念 来 表示 其 
内 部 状态 . 
以 后 我 们 将 认为 , 对 于 连续 介质 微 元 存在 有 限 的 一 组 特征 量 _ 在 所 用 坐标 系 
和 单位 制 下 以 数 的 形式 给 出 的 一 组 主 定 参量 .在 这 些 参量 中 , 某 些 可 能 是 几何 或 力 
.学 参量 , 例如 空间 坐标 、 速 度 、 密 度 、 变 形 特 征 量 ,等 等 .另外 一 些 可 能 是 物理 或 化 
学 参量 , 例如 温度 、 不同 组 元 的 浓度 、 结 构 参量 、 物质 的 相位 特征 量 、 热 导 率 、 黏 度 、 
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弹性 模 量 , 等 等 

我 们 规定 ,ja 表示 在 所 用 参考 系 中 可 能 是 变量 的 参量 , ki 表示 物理 常量 , 并 且 

ji, 后 中 的 某 些 参量 可 能 是 各 种 矢量 和 张 量 的 分 量 . 
和 对 于 固定 的 微 元 , 量 pl J2，…, jm 刀 , 如 ，.…, pm 按照 定义 组 
完全 的 主 定 参量 组 ”成 基 (完全 的 主 定 参量 组 ) 如 果 它 们 在 已 知 区 域 中 可 以 被 独立 
地 任意 给 出 , 并 且 具有 以 下 性 质 : 在 这 一 类 问题 中 所 研究 的 所 有 其 他 的 状态 和 运动 特 
征 量 , 都 可 以 通过 这 组 参量 以 普 适 的 、 与 个 别 具 体 问题 无 关 的 形式 表示 出 来 

例如 , 我 们 将 在 以 后 看 到 ,气体 微 元 的 密度 和 温度 在 已 知 的 范围 内 能 够 任意 给 
出 , 而 诸如 粮 和 压强 的 其 他 一 些 热力 学 函数 则 通过 它们 来 确定 

应 当 把 所 给 具体 问题 的 主 定 参量 组 和 确定 介质 状态 的 主 定 参量 组 区 别 开 来 .前 
者 是 表征 问题 条 件 的 参量 组 , 它们 以 方程 组 和 附加 的 边界 条 件 及 其 他 条 件 为 基础 对 
有 限 的 物体 划分 出 一 些 独特 的 整体 现象 (该 参量 组 与 具体 问题 的 提 法 有 关 ); 后 者 是 
在 组 成 方程 时 必须 用 到 的 状态 特征 量 , 这 些 方程 对 各 种 各 样 的 具体 问题 和 过 程 都 是 
成 立 的 . 

一 个 连续 介质 模型 是 为 了 在 菜 儿 类 确定 的 外 部 条 件 下 描述 某 实际 介质 的 运动 
主 定 参量 组 决定 着 介质 微 元 的 物理 状态 ,所 以 在 确定 某 个 连续 介质 模型 时 , 把 主 定 
参量 组 固定 下 来 是 重要 的 一 步 , 也 是 逻辑 意义 上 的 第 一 步 

从 数学 观点 上 讲 , 状态 参量 J, 12，.……， ji, k1, k?，.…， km 是 描述 介质 特性 的 封 
闭 方程 组 中 的 函数 的 自 变量 2) 显然 , 这 些 函 数 可 能 依赖 于 不 同 的 独立 变量 组 ,所 以 
把 所 给 连续 介质 模型 固定 下 来 的 主 定 参量 组 可 能 由 不 同 的 量 组 成 . 例如 在 气体 的 情 
况 下 , 这 可 能 是 p 和 p, 或 p 和 7T, 或 p 和 了 , 等 等 . 

从 物理 观点 上 讲 , 这 些 不 同 的 主 定 参量 组 对 于 所 给 连续 介质 模型 可 能 并 不 等 价 
正如 我 们 以 后 将 看 到 的 , 用 p 和 粹 s 的 函数 或 者 p 和 p 的 函数 给 出 内 能 包含 有 不 同 
的 信息 量 . 在 引入 主 定 参量 组 时 ,必须 理解 并 留意 那些 被 定量 ， 显 然 , 对 于 不 同 的 被 
定量 , 主 定 参量 组 按照 其 参量 的 数目 和 组 成 一 般 可 能 不 尽 相同 
和 要 论 力学 中 的 自由 让 和 这 续 人质 学 中 的 主 定 参 直 
完整 热力 学 系统 念 可 以 进行 类 比 . 

事实 上 , 自由 度数 目 通常 定义 为 决定 一 个 力学 系统 的 位 
置 的 独立 参量 的 数目 , 例如 刚体 具有 6 个 自由 度 . 我 们 指出 , 如 果 把 刚体 视 为 物理 系 
统 , 则 为 了 定义 刚体 还 必须 给 出 10 个 常 参量 一 质量 、 质心 在 刚体 中 的 位 置 和 对 质 
心 的 惯量 张 量 的 分 量 . 

在 理论 力学 中 有 对 非 完整 系统 的 研究 . 在 连续 介质 力学 中 也 可 能 出 现 这 样 的 状 
况 , 这 时 可 以 在 确定 的 范围 内 任意 改变 主 定 参量 中 ,ji2, .…, "但 其 增 量 5 在 所 
研究 的 一 类 问题 的 条 件 下 是 相互 关联 的 , 例如 由 以 下 形式 的 m 个 独立 的 不 可 积 关系 


0 主 定 参量 这 一 概念 本 身 的 含义 就 意味 着 , 实际 的 函数 关系 是 通过 相应 的 定律 、 候 设 和 直接 的 
定义 建立 起 来 的 . 
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式 相 关联 : 
Li 6 一 0, 


式 中 4; 为 主 定 参量 的 某 些 函数 . 于 是 , 独立 增 量 byi 的 数目 n 一 m 小 于 主 定 参量 
中 的 独立 变量 yi 的 数目 , 热力 学 系统 称 为 非 完整 的 . 

对 于 非 完 整 系统 , 自由 度 的 数目 定义 为 独立 增 量 iy 的 数目 . 

我 们 来 讨论 一 个 例子 , 其 中 的 非 完整 关系 式 仅仅 来 自 参量 jv: 的 定义 . 例如 , 令 
jl(&1，&2，&3, t) 是 某 标量 参量 (如 微 元 的 密度 p), t 是 时 间 , 6 &2, &3 是 所 选 微 元 中 
心 的 拉 格 朗 日 坐标 , y? 和 js 是 pl 对 二 的 一 阶 和 二 阶 导数 , 即 它们 由 以 下 公式 定义 : 


-区 = 一 4 (2.1) 


我 们 依照 自然 的 物理 条 件 认为 参量 组 jx: 非 显 式 地 包含 时 间 t. 

显然 , 在 不 同 的 外 部 条 件 下 , p1, p2, ys 有 可 能 在 某 些 范围 内 取 不 同 的 任意 的 值 ， 
它们 对 应 着 不 同 的 状态 , 然而 当 &1, €2, 63 固定 时 , 时 间 增 量 dt 所 导致 的 增 量 dul 和 
dy 总 是 由 同一 个 非 完整 关系 式 联 系 在 一 起 : 


pdp? — pidpy! = 0, (2.2) 


它 在 式 (2.1) 成 立时 恒 成 立 . 由 式 (2.1) 可 知 , 式 (2.2) 对 任意 的 du 和 dy? 并 不 成 
立 . 若 所 使 用 的 连续 介质 模型 的 主 定 参 量 中 有 对 时 间 的 连续 若干 阶 导 数 , 就 会 出 现 
这 种 非 完整 关系 式 . 式 (2.1), (2.2) 与 观察 或 实验 并 无 联系 , 但 是 应 当 把 以 下 事实 视 
为 实验 结果 : 在 建立 连续 介质 模型 时 , 把 连续 若干 阶 导数 作为 主 定 参量 引入 是 可 以 的 
和 适当 的 , 应 当 把 它们 当 作 某 些 函 数 的 自 变 量 , 而 这 些 函 数 归 根 结 底 源 自 实验 数据 . 
状态 空间 我 们 来 研究 状态 空间 , 即 坐标 为 状态 参量 中 的 空间 ( 相 空 间 ). 热力 学 系 
统 的 不 同 状 态 显 然 将 对 应 状态 空间 的 不 同 点 . 
过 程 与 循环 状态 参量 值 的 某 个 序列 所 对 应 的 一 系列 介质 状态 称 为 过 程 . 具有 特别 
意义 的 是 那些 物理 上 的 真实 过 程 , 即 状态 序列 在 所 用 模型 下 能 够 随 着 

时 间 的 流逝 而 实现 的 过 程 . 视 外 部 和 内 部 的 相互 作用 不 同 , 可 以 研究 各 种 不 同 的 真 

过 程 可 以 是 连续 的 , 此 时 , 对 于 给 定 的 微 元 , 状态 jl, /2 …, p7 的 序列 在 状态 
空间 中 组 成 一 条 连续 曲线 . 在 理论 中 还 会 遇 到 状态 参量 证, py2,…, pm 的 值 间断 的 
一 些 过 程 , 例如 由 状态 空间 中 的 多 段 连续 曲线 组 成 的 间断 过 程 . 连续 过 程 , 以 及 那些 
在 状态 空间 中 的 一 些 连续 曲线 上 有 个 别 一 些 间 断 点 的 间断 过 程 , 都 可 以 在 连续 介质 
力学 中 进行 研究 . 

在 给 定 的 两 个 固定 状态 之 间 一 般 而 言 可 以 有 许多 不 同 的 过 程 , 既 有 连续 过 程 , 也 
有 间断 过 程 . 真实 过 程 可 能 是 在 各 种 各 样 的 外 部 条 件 下 形成 的 , 相应 曲线 一 般 而 言 
具有 很 大 的 随意 性 , 不 过 在 某 些 情况 下 , 例如 对 于 非 完整 系统 , 相应 曲线 的 特点 是 某 
些 易于 发 现 的 特别 性 质 . 在 前 面 讨论 的 例子 中 , 从 式 (2.1) 可 知 , 当 / 必 夭 0 时 不 可 能 
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有 /= const 的 连续 过 程 . 然而 , 此 时 式 (2.1) 并 不 排除 状态 空间 中 坐标 任意 给 定 的 
任何 两 点 pr, jy2 ,py 与 加 ,02 pa" 之 间 的 真实 的 连续 过 程 . 
可 变 参量 的 数目 与 特性 对 不 同类 型 的 过 程 可 以 不 同 . 例如 , 过 程 可 以 是 纯 力 学 
的 , 这 时 不 具 力 学 本 质 的 所 有 参量 都 保持 常 值 
若 一 个 系统 经 过 一 个 过 程 后 返回 了 它 在 状态 空间 中 的 初始 位 置 , 这 个 过 程 就 称 
为 循环 . 在 连续 过 程 的 情况 下 , 循环 在 状态 空间 中 对 应 封闭 曲线 
我 们 在 本 章 中 研究 连续 过 程 , 而 具有 间断 点 的 过 程 则 将 在 后 面 第 七 章 进行 研究 
可 以 先 固定 某 个 状态 4, 再 研究 经 过 状态 4 和 某 个 状态 的 所 有 可 能 的 连续 
循环 . 不 同 的 过 程 和 循环 对 应 着 不 同 的 外 部 条 件 , 因为 确定 状态 ia, 12, …, yr 的 广 
程 所 包含 的 菜 些 函 数 可 能 是 不 同 的 ,可 以 用 不 同方 式 处 理 它们 , 从 而 影响 到 所 研究 
的 过 程 . 连续 介质 模型 的 一 些 已 知 实例 表明 , 当 状 态 A 固定 时 , 状态 B 一 般 而 言 可 
以 是 物理 上 允许 的 主 定 参量 值 所 确定 的 相 空间 中 的 所 有 可 能 状态 . 
在 一 般 情况 下 , 一 个 系统 在 完成 某 个 过 程 时 会 与 外 部 的 物体 
系 令 与 外 部 对 象 的 相逢 场 ) 发 生 相互 作用 .在 建立 连续 介质 模型 的 时 候 , 基本 的 
任务 就 是 确立 所 取 连 续 介质 微 元 与 外 部 的 物体 和 场 相互 作用 
的 定律 和 机 理 . 所 取 微 元 的 外 部 物体 也 包括 同一 介质 的 相 邻 微 元 
为 了 应 用 , 在 连续 介质 力学 中 同样 需要 少数 儿 个 主 定 参 量 之 问 的 一 些 宏观 关系 
式 , 这 些 关 系 式 经 常 取决 于 微观 上 关于 物体 中 的 分 子 、 原子 和 其 他 粒子 , 以 及 它们 的 
位 置 、 运 动 和 相互 作用 力 的 知识 . 但 是 , 这 些 知识 的 所 有 细节 永远 也 不 会 彻底 研究 清 
楚 . 此 外 还 要 重点 强调 , 不 可 能 一 更 主要 地 一 也 不 需要 考虑 所 有 已 知 的 细节 . 所 
以, 在 建立 连续 介质 模型 时 首要 以 这 样 或 那样 的 形式 提出 并 使 用 一 些 唯 条 假设 , 在 
检验 出 它们 有 助 于 描述 实验 中 观察 到 的 现象 之 后 , 这 些 假设 就 被 称 为 自然 定律 
在 物理 学 中 , 例如 在 连续 介质 力学 中 , 考虑 给 定 微 元 (热力 学 系统 ) 与 相 邻 微 元 、 
外 部 物体 和 外 部 场 之 间 的 能 量 交换 具有 重大 意义 .能 量 的 概念 与 对 能 量 的 各 种 形式 
的 认识 有 密切 的 联系 . 这 可 以 是 诸 微 元 的 动能 , 与 微 元 的 相对 位 置 有 关 的 势能 , 热 
能 2, 电磁 能 , 化 学 键 的 能 量 ， 以 及 能 量 的 某 些 其 他 形式 .在 更 加 细致 的 微观 层次 的 
研究 中 , 能 量 的 各 种 形式 的 概念 (与 数目 ) 是 变化 的 然而 实践 表明 , 在 宏观 层次 上 
可 以 通过 某 些 唯 旬 特 征 来 区 别 能 量 的 上 述 形式 和 其 他 形式 , 可 以 讨论 能 量 从 一 种 形 
0) 一 个 热力 学 系统 外 部 的 物体 和 场 称 为 该 系统 的 环境 . 根据 系统 与 环境 的 相互 作用 特点 ; 可 以 
把 热力 学 系统 分 为 孤立 系统 、 封 闭 系统 和 开放 系统 . 孤立 系统 与 环境 之 间 完 全 隔绝 , 既 没 有 物质 交 
换 , 也 没有 能 量 交换 . 封闭 系统 与 环境 仅 有 能 量 交换 但 没有 物质 交换 , 而 开放 系统 是 最 一 般 的 情况 ， 
与 环境 既 有 能 量 交换 , 也 有 物质 交换 . 在 本 书 中 经 常 把 物质 体 取 作 热 力学 系统 , 所 以 在 下 文中 主要 
研究 封闭 系统 , 但 要 注意 在 第 五 章 最 后 研究 混合 物 的 时 候 , 混合 物 整体 的 物质 体 是 开放 系统 , 因为 
扩散 和 化 学 反应 都 能 够 导致 系统 与 环境 发 生物 质 交换 . 一 一 译注 
`?) 热 , 或 热量 , 是 能 量 传递 的 一 种 形式 , 是 由 于 系统 的 温度 与 环境 的 温度 有 差异 而 通过 系统 的 边 
界面 所 传递 的 能 量 , 它 与 系统 的 变化 过 程 有 关 , 因此 , 热 不 是 系统 本 身 的 属性 , 不 能 说 一 个 系统 含 


有 多 少 热 . 热能 (Teropan neprus) 一 词 是 一 种 通俗 的 说 法 , 我 们 应 把 它 理解 为 以 热 的 形式 传递 
或 转化 的 能 量 . 译注 
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式 向 另 一 种 形式 的 转换 . 

我 们 的 出 发 点 包括 两 方面 内 容 . 首先 , 一 个 系统 的 能 量 , 以 及 因 系 统 与 外 部 物体 
和 场 的 相互 作用 而 进入 系统 的 能 量 流 , 其 形式 是 不 同 的 , 所 以 , 作为 一 个 基本 的 物理 
观点 , 应 当 存 在 一 些 特征 , 使 我 们 有 可 能 在 宏观 上 区 别 能 量 的 不 同形 式 . 其 次 , 必须 
考虑 能 量 从 一 种 形式 向 另 一 种 形式 的 转换 . 

考虑 一 个 由 有 限 个 主 定 参 量 表征 的 系统 , 例如 一 个 连续 介质 微 元 , 或 者 所 有 微 
元 都 完成 相同 过 程 的 有 限 物质 体 V (此 时 状态 参量 在 该 物质 体 中 处 处 相同 ). 

我 们 将 认为 , 只 要 给 出 一 个 微 元 的 内 部 状态 特征 量 局 , y2,…, py? 及 其 无 穷 小 增 
量 dy du2,，…， dy", 据 此 即 可 判断 从 外 部 进入 微 元 的 各 种 宏观 能 量 流 的 总 量 . 这 
些 能 量 流 取 决 于 增 量 dp, dp?, …, dp 所 对 应 的 微 过 程 , 相关 结果 关系 到 从 外 部 进 
入 微 元 的 各 种 能 量 流 的 性 质 , 这 些 结果 可 以 一 一 一 般 而 言 也 必须 一 一 视 为 对 模型 性 
质 的 描述 , 这 是 在 结构 上 建立 一 个 模型 最 为 重要 的 一 环 . 为 了 确定 一 个 模型 , 自然 也 
可 选取 关于 能 量 交换 的 其 他 一 些 结果 (事实 上 也 正 是 如 此 ), 这 些 结果 可 以 得 自 某 些 
普 适 的 或 者 该 模型 所 特有 的 关系 式 . 

在 力学 中 , 对 于 进入 微 元 的 能 量 流 而 言 , 具有 主要 意义 的 通常 是 力学 本 质 的 能 
量 流 和 热流 , 前 者 是 宏观 上 的 外 质量 力 (体积 力 ) 和 外 面 力 对 微 元 所 做 的 功 , 后 者 是 
微 元 因 热 传导 、 辐射 和 其 他 一 些 机 理 而 得 到 的 能 量 . (这 些 能 量 流 被 微 元 释放 或 得 到 ， 
相应 能 量 能 够 在 微 元 内 部 或 外 部 互相 转换 . ) 

在 许多 情况 下 , 还 需要 考虑 电磁 相互 作用 , 还 需要 研究 微 元 与 外 部 介质 因为 一 
些 更 复杂 的 相互 作用 机 理 而 进行 的 能 量 交换 , 例如 分 布 面 力 偶 的 功 , 因为 化 学 变化 、 
结构 变化 和 相 变 而 导致 的 能 量 交换 , 等 等 

我 们 指出 , 当前 正在 研究 选 定 的 介质 微 元 与 周围 介质 之 间 进 行 能 量 交换 的 新 的 
宏观 机 理 . 在 微观 层次 上 , 乃至 在 宏观 层次 的 许多 情况 下 (金属 的 性 质 , 低温 下 物体 
内 部 的 相互 作用 , 激光 束 与 普通 物体 的 相互 作用 , 等 等 ) 只 有 在 量子 力学 的 范畴 内 才 
能 理解 相互 作用 机 理 的 本 质 , 虽然 这 些 相互 作用 所 必须 的 唯 象 提 法 可 以 在 牛顿 力学 
范畴 内 的 一 些 复杂 的 连续 介质 模型 中 给 出 . 

对 于 微 过 程 du dy?,…, dy”, 从 外 部 进入 微 元 的 全 部 能 量 流 可 以 表示 为 


dA®) + dQ + dQ™, 


式 中 d4(® 为 宏观 的 外 质量 力 和 外 面 力 的 功 , 98 人 *) 为 热流 , 而 dQ** 是 从 外 部 进入 
微 元 的 因为 不 同 于 宏观 力 做 功 和 热 交 换 的 各 种 相互 作用 机 理 而 出 现 的 能 量 流 . 例如 ， 
当 考虑 介质 的 磁化 和 极 化 所 消耗 的 能 量 时 , 与 电磁 场 的 相互 作用 会 导致 最 后 一 种 能 
量 流 , 此 外 其 他 一 些 原因 也 会 导致 这 种 能 量 流 . 

依照 主 定 参量 组 的 基本 意义 和 定义 连续 介质 模型 的 一 系列 假设 , 对 于 参量 的 变 
化 du df，…, dh" 所 对 应 的 无 穷 小 的 微 过 程 , 可 以 对 外 力 的 元 功 写 出 以 下 公式 : 


d4(9) = Py, 2, 的 | pK", Rs 2; i k™) dp, (2.3) 
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式 中 , 外 力 的 功 是 通过 所 研究 的 微 元 的 内 部 参量 及 其 增 量 表示 的 . 就 本 质 而 言 , 函数 
PR 的 形式 与 定义 模型 所 必须 的 那些 基本 假设 的 提 法 有 关 . 

对 于 连续 介质 微 元 , 可 以 把 公式 (2.3) 看 作 以 下 公式 的 推广 , 如 质量 为 m 的 质 
点 以 速度 v 运动 的 公式 


d4(e) = mv dv, (2.4) 
或 者 任意 有 限 尺寸 的 刚体 的 公式 
d4(e = mau*rdu + Apdp + Bqgdg + Cr dr, (2.5) 
式 中 m 是 刚体 的 质量 , v* 是 刚体 的 质心 速度 , 4, B, C 是 中 心 主 转动 惯量 , p, q, 7 是 
瞬时 角速度 在 中 心 惯量 主轴 上 的 投影 . 


对 于 理想 流体 , 若 压 强 以 状态 参量 的 函数 的 形式 给 出 , 则 根据 动能 定理 (1.8) 可 
以 写 出 法 
tb =vwdv— pd (2.6) 


(2.3) 一 (2.6) 中 的 每 一 个 关系 式 都 可 以 视 为 d4(e) 的 定义 , 它 是 通过 介质 的 内 部 参量 
表示 出 来 的 . | 
介质 微 元 与 外 部 物体 之 间 的 能 量 交换 依赖 于 外 部 条 件 . 对 于 dA4(®), 如 果 从 进 一 
步 研究 中 知道 了 给 出 这 种 依赖 关系 的 定律 ， 上 述 每 一 个 关系 式 就 都 可 以 变 为 用 来 确 
定 一 个 具体 过 程 中 的 参量 值 的 方程 . 例如 , 对 于 质点 , 可 以 使 用 d4(e) 的 一 个 不 同 于 
(2.4) 的 表达 式 , 即 
dAl®) = F .dr, 


式 中 FF 是 力 . 如 果 力 FP 是 已 知 的 (已 知 质点 与 外 部 对 象 的 相互 作用 机 理 )，(2.4) 就 
化 为 确定 质点 运动 的 方程 . 我 们 强调 , 表征 所 给 模型 的 那些 相互 作用 定律 可 以 在 实 
验 观 察 的 基础 上 建立 起 来 , 实验 中 要 测量 (2.3) 的 右 侧 , 然后 对 观察 结果 进行 相应 的 
处 理 和 推广 . 

根据 一 些 物理 特征 , 一 般 而 言 根据 所 研究 介质 模型 的 定义 中 包含 的 那些 专门 的 
物理 假设 , 类 似 于 (2.3) 还 可 以 写 出 


dQ@” > dQ@®) 十 dQ 一 Qi(p, 12， 人 HA 1 tt k™) dy. (2.7) 
例如 , 对 于 刚体 或 理想 不 可 压缩 流体 , 可 认为 
dQ* = dQ = C(T) dT, (2.8) 


式 中 C(T) 是 热 容 , 了 是 温度 . 式 (2.8) 可 以 用 于 在 实验 中 确定 48(® 的 值 . 如 果 对 
dQ@() 确定 了 传 热 定律 , 则 当 dQ** = 0 时 式 (2.7) 就 化 为 一 个 传 热 方 程 . 

公式 (2.3) 和 (2.7) 在 更 一 般 的 情况 下 是 很 复杂 的 . 例如 , 对 于 符 性 流体 , 在 (2.3) 
的 右 侧 有 某 一 项 取 正 值 , 而 同样 的 一 项 也 出 现在 (2.7) 中 , 但 是 取 负 值 . 这 一 项 对 应 
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黏 性 应 力 的 靳 散 功 ， 内 力 的 这 种 功 转化 为 热 ( 详 见 本 章 87). 当 微 元 中 的 能 量 从 一 种 
形式 转化 为 另 一 种 形式 时 , 这 样 的 状况 是 很 典型 的 . 从 以 后 的 内 容 可 知 , 和 P++ Qi 
所 表示 的 量具 有 最 重要 的 意义 . 

能 量 流 dQ*, dQ(S 和 dQ@* 同 宏 观 外 力 的 元 功 d4(e) 一 样 , 在 一 般 情况 下 都 不 
是 某 些 函 数 的 微分 , 它们 只 是 无 穷 小 量 而 已 . 
能 量 守恒 定律 一 热 假设 有 一 个 过 程 在 状态 空间 中 从 状态 参量 值 为 ji 的 点 4 沿 


力学 第 一 定律 曲线 .如 移动 到 状态 参量 值 为 yi 的 点 B (图 29). 我 们 引入 
系统 在 该 过 程 中 从 外 部 得 到 的 总 能 量 流 的 概念 , 它 显然 等 于 
4e+Q@r= / Pdi+ 人 Qiq, (2.9) 


AB(A) AB(A) 


并 且 和 初步 看 来 , 它 应 当 与 过 程 有 关 , 即 依赖 于 状态 空间 中 的 积分 路 径 .名 . 

热力 学 第 一 定律 或 能 量 守恒 定律 可 以 
表述 为 : 不 可 能 实现 第 一 类 永 动机 . 第 一 类 
永 动机 是 指 一 种 循环 运转 的 机 器 , 它 能 够 提 
供 有 用 能 量 而 不 使 用 该 机 器 之 外 的 任何 能 
量 源 . 

这 个 结论 应 当 视 为 被 所 有 已 知 的 实验 。 ， 
数据 所 证 实 的 一 个 定律 . 玫 

现在 , 设 系统 完成 了 一 个 循环 , 例如 C. 29， 用 于 表述 能 量 守恒 定律 
那么 , 热力 学 第 一 定律 或 能 量 守恒 定律 归结 
为 如 下 结论 : 一 个 系统 在 完成 任何 可 实现 的 循环 后 ,从 外 部 进入 系统 的 总 能 量 流 等 

于 零 , 即 


A(16) 


} (P; + Qi) dy: = 0. (2.10) 
C og 
由 此 直接 可 知 , 从 外 部 进入 系统 的 总 能 量 流 (2.9) 与 过 程 组 无 关 , 它 只 与 系统 
的 初 态 和 终 态 有 关 . 事实 上 , 除了 所 研究 的 任意 过 程 .名 , 在 状态 4 和 B 之 间 再 引 
入 另外 一 个 过 程 . 殉 , 以 及 从 状态 B 到 状态 4 的 过 程 名. 过 程 名.2 和 .如 .2 组 成 
封闭 的 循环 , 所 以 从 能 量 守 恒定 律 立 刻 可 知 


A® +Q* = /me + Qi) dy = /em + Qi) dy = -/@® + Qi) dy. 
EE La ZZ 
系统 的 总 能 量 ”因此 , 车 系统 的 初 态 4 是 固定 的 , 则 对 于 所 有 可 实现 的 过 程 来 说 , 从 
外 部 进入 系统 的 总 能 量 流 只 与 系统 的 终 态 有 关 , 即 
4(e) +Q*= él(n, AL) — 6(1, ) /局 )， 
式 中 8 为 系统 状态 参量 的 单 值 函数 , 称 为 系统 的 总 能 量 . 所 以 由 热力 学 第 一 定律 可 
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起 
知 , 存在 一 个 状态 函数 8(j1，j2，… ,jp"), 其 全 微分 对 于 可 实现 的 过 程 来 说 等 于 宏 
观 的 外 质量 力 和 外 面 力 的 元 功 d4(e) 与 从 外 部 进入 系统 的 其 他 形式 的 元 能 量 流 之 和 : 


dB = dA(® + dQ* = (P; + @i) dyi. (2.11) 


容易 看 到 , 在 确定 系统 的 总 能 量 8(j1,:… ,jy") 时 会 相差 一 个 常量 一 一 8 在 系 
统 初 态 的 值 . 

若 已 知 进入 一 个 系统 的 外 部 能 量 流 , 则 热力 学 第 一 定律 (2.10) 可 以 作为 确定 系 
统 总 能 量 8 的 基础 . 相反 , 若 通过 某 种 途径 知道 了 总 能 量 , 则 能 量 守 恒定 律 可 以 用 
来 说 明 所 研究 的 微 元 与 外 部 物体 相互 作用 的 机 理 , 即 用 来 确定 d4(e) + dQ*. 

为 了 确定 系统 的 总 能 量 8(j1,… ,Am), 一 般 而 言 需要 知道 函数 P; 和 Qi. 根据 
式 (2.11), P; 和 Qi 不 可 能 是 状态 参量 的 任意 函数 . 

事实 上 , 把 (2.11) 改写 为 以 下 形式 : 


& +0;- 六 ) Ps (2.12) 


若 系 统 是 完整 的 , 即 所 有 dy, dp?,…, dy 都 是 独立 的 (例如 参量 ji 中 没有 对 
时 间 的 连续 车 干 阶 导数 ), 则 从 (2.11) 可 知 Pi 十 Qi = 86/9yi, 因此 已 +Qi 应 满足 


os OPi+ Qi) _ OPr+ QF) 


Bk Br (2.13) 
对 非 完 整 系统 可 以 写 出 
Pi+Q:= 5 + Rs. 
[2 
对 于 所 有 满足 热力 学 第 一 定律 的 过 程 , 量 Ri 应 当 满足 等 式 
Ridy’ =0, (2.14) 


妈 对 于 所 有 可 实现 的 过 程 , R; 在 能 量 平衡 中 并 无 贡献 . 不 过 , R; 本 身 可 能 不 等 于 零 
对 于 某 些 重要 的 情况 , 可 以 指出 1 满足 条 件 (2.14) 的 函数 R; 的 一 般 形式 . 
对 于 非 完整 系统 中 可 实现 的 过 程 , 应 当成 立 以 下 条 件 来 取代 条 件 (2.13): 
OPi+Qi— Ri) __ OP + Qr — Rr) 
Opk Op ， 
我 们 指出 , 因为 式 (2.13) 或 (2.15) 是 对 于 可 实现 的 过 程 而 言 存在 满足 式 (2.11) 
的 函数 8(j1,… ,pm) 的 充分 必要 条 件 , 所 以 它们 也 可 以 视 为 能 量 守恒 定律 可 能 的 表 
述 之 一 . 
条 件 (2.13) 或 者 可 以 在 确定 P + Q; 时 用 来 检验 实验 结果 , 或 者 可 以 用 来 减少 
实验 测量 的 次 数 . 在 后 一 情况 中 , P; + Qi 中 的 某 些 量 通过 实验 确定 , 其 他 量 则 按照 


1) 见 : Sedov L. I. Some problems of designing new models of continuous media. Proceedings of 1ith 
Congress of Applied and Theoretical Mechanics, Munich, 1964. Berlin: Springer, 1966. 9 一 19 页 . 


Ridy: = 0. (2.15) 


82， 热 力学 第 一 定律 ，147 ， 


(2.13) 计算 出 来 . 
前 面 引入 了 函数 v2/2 一 介质 的 动能 密度 . 一 般 而 言 , v2pd7/2 并 不 
系统 的 内 能 “等 于 函数 6 一 微 元 的 总 能 量 . 令 


v2 
8= (5 + J) pd7, (2.16) 


式 中 U 是 状态 参量 的 标量 函数 , 称 为 内 能 密度 , 或 质量 内 能 , 或 比 内 能 , 即 单位 质量 
的 内 能 2 . 就 像 系 统 的 总 能 量 8 那样 , 质量 内 能 UV 只 会 确定 到 相差 一 个 常量 , 并 且 
对 于 每 个 热力 学 系统 都 存在 内 能 . 

如 果 可 以 认为 空间 和 时 间 是 均匀 的 , 质量 内 能 UV 就 不 显 式 地 依赖 于 空间 和 时 间 
坐标 . 均匀 性 的 含义 是 , 在 空间 的 所 有 点 和 所 有 的 时 刻 , 所 给 热力 学 系统 中 的 过 程 在 
相同 的 外 部 条 件 下 都 以 相同 的 方式 进行 . 

总 能 量 与 内 能 既 可 以 对 整个 物体 引入 , 也 可 以 对 其 单独 的 各 部 分 引入 . 物体 的 
有 限 的 一 部 分 或 整个 物体 , 其 内 能 一 般 而 言 不 具有 可 加 性 , 即 整个 物体 的 内 能 不 等 
于 组 成 该 物体 的 各 部 分 的 内 能 之 和 . 

例如 , 如 果 考 虑 与 表面 张力 有 关 的 能 量 , 则 当 其 他 条 件 相 同 (温度 等 相同 ) 时 , 两 
个 小 水 滴 的 内 能 并 不 等 于 质量 为 两 个 小 水 滴 质 量 之 和 的 一 个 大 水 滴 的 内 能 3 多. 物 
体 各 部 分 之 间 按 照 万 有 引力 定律 而 相互 吸引 , 显然 , 与 此 有 关 的 内 能 也 是 不 可 加 的 . 

但 是 , 在 许多 情况 下 可 以 认为 内 能 是 可 加 的 , 例如 , 不 必 考 虑 表面 张力 的 水 或 者 
满足 胡 克 定律 的 弹性 体 就 是 如 此 . 若 内 能 是 可 加 的 , 则 任意 有 限 物 质 体 V 的 总 能 量 


由 以 下 公式 定义 : 
“人 全 + 中 


、 -下 面 的 讨论 基本 上 是 对 介质 微 元 进行 的 ,所 以 无 论 内 能 是 否 具 有 可 加 性 , 这 些 
讨论 都 成 立 . 
我 们 指出 , 内 能 的 概念 以 及 热力 学 的 所 有 其 他 关系 式 和 概念 在 研究 连续 介质 运 
1 对 于 混合 物 , 应 令 
v2 过 (VE 一 站 2 
2= E i + pdr. 


参见 : Woods L.C. The Thermodynamics of Fluid Systems. Oxford: Clarendon Press, 1975 (第 九 章 
§53). 不 过 , 在 包括 本 书 在 内 的 许多 文献 中 仍然 采用 (2.16) 来 定义 内 能 , 这 相当 于 认为 扩散 动能 包 
含 在 内 能 之 中 或 者 可 以 忽略 . 一 一 译注 

2) 国家 标准 按 ISO 国际 标准 将 内 能 改 为 热力 学 能 (thermodynamic energy)， 以 强调 它 完 全 是 从 
热力 学 角度 宏观 分 析 系 统 与 外 部 环境 之 间 的 功 与 热 的 关系 而 提出 的 . 译注 

3) 这 里 预先 对 以 下 一 些 可 能 出 现 混淆 的 地 方 进行 说 明 是 有 益 的 . 如 果 考 虑 原本 分 开 的 具有 相同 
温度 的 两 个 液 滴 缓慢 融合 为 一 个 液 滴 的 自发 过 程 , 则 根据 能 量 守恒 定律 , 一 个 静止 的 大 液 滴 的 内 
能 自然 将 等 于 原先 静止 的 两 个 小 液 滴 的 内 能 之 和 . 然而 , 此 时 一 个 大 液 滴 的 温度 将 高 于 两 个 小 液 
滴 在 融合 前 的 温度 . 

9 注意 质量 内 能 U 无 法 描述 与 表面 张力 有 关 的 内 能 (表面 能 ). 一 一 译注 
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动 的 一 般 情 况 下 是 必须 的 , 但 也 存在 连续 介质 的 一 些 个 别 例子 , 例如 在 第 四 章 中 所 
列举 的 , 这 时 并 不 需要 内 能 的 概念 来 封闭 描述 连续 运动 的 方程 组 .在 研究 理想 不 可 
压缩 流体 的 机 械 运动 时 , 并 不 需要 以 显 式 的 形式 给 出 内 能 的 概念 . 在 弹性 体 理论 中 ， 
如 果 不 考 虑 热效应 的 话 , 没有 这 个 概念 也 是 可 以 的 . 
能 量 守 恒定 律 的 方程 这 样 , 表达 能 量 守 恒定 律 的 普 适 关系 式 可 表示 为 : 

dE +dUm = d4(e) 十 dQG) + dQ*”, (2.17) 


式 中 dU 为 所 研究 的 物体 的 内 能 的 变化 , dE 为 其 动能 的 变化 , d4(e) 为 宏观 外 力 的 
元 功 , 48(®) 为 从 外 部 进入 物体 的 元 热流 , dQ** 为 从 外 部 进入 物体 的 其 他 一 些 形式 


把 上 述 关系 式 与 表达 连续 介质 动能 定理 的 等 式 (1.6) 相 减 , 得 方程 
dUm = -dA + dQ +dQ*™, 或 dUm = -dA +dQ*， (2.18) 
它 称 为 热流 方程 . 这 个 方程 可 以 代替 能 量 守恒 定律 . 
如 果 一 个 过 程 非常 平稳 , 以 至 于 加 速度 可 以 忽略 , 则 dB = 0, 所 以 , 对 于 这 样 的 
过 程 , 可 以 认为 外 力 的 功 与 内 力 的 功 大 小 相等 而 符号 相反 : 
dA(®) = —qA®. 
因此 , 对 于 这 样 的 过 程 , 例如 准 静 态 过程 0) , 热流 方程 还 可 以 写 为 以 下 形式 : 
dUmn = dA(® 十 dQ*. 
热流 微分 方程 ”既然 对 于 通过 想象 取出 的 任何 连续 介质 物质 体 都 可 以 写 出 热流 方程 
(2.18), 现在 我 们 就 对 连续 介质 微 元 写 出 该 方程 .对 于 质量 内 能 U， 
有 (假设 极限 存在 ) 


_ 1 UAm, 
“= Aim, Am’ 


对 微 元 则 有 dUAm = Am dU. 类 似 地 引入 进入 单位 质量 介质 的 能 量 流 分 


dQ(e) dQ** 
(e) 三 本 一 : 
_ a Am _ tn Am 


用 Am 除 (2.18) 并 让 Am 趋 于 零 , 再 考虑 到 内 面 力 的 功 的 密度 等 于 -3 jy vi dt, 
我 们 把 热流 微分 方程 写 为 


dU = Fp Vi vidt+dg®) 十 dgr*， (2.19) 


热流 方程 


1 准 静 态 过 程 (kBa3ancraTwueckm 共 mporecc) 与 平衡 过 程 (papaoaecgpz 攻 rporecc) 是 同一 个 概 
念 , 其 定义 见 本 章 83. 译注 

2) 原文 在 这 里 使 用 记号 dg, 但 后 面 有 时 使 用 dg(%), 所 以 译文 统一 使 用 记号 da(e) 来 表示 进入 单 
位 质量 的 介质 的 外 部 热流 . 需要 强调 的 是 , 对 介质 微 元 而 言 , 外 部 热流 也 包括 来 自 相 邻 介质 微 元 的 
热流 , 因为 所 有 相 邻 的 介质 微 元 这 时 都 属于 外 部 对 象 . 一 一 译注 
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由 变形 理论 可 知 0 , 应 变 率 张 量 的 分 量 表示 为 

6i 一 5 家 十 Vv 0;) 一 > 
并 且 如 果 初 始 状态 的 度 规 新 ; 与 时 间 无 关 , 则 si dt = déij, 此 时 应 变 张 量 分 量 的 微 
分 是 在 随 体 坐标 系 中 确定 的 . 所 以 , 热流 方程 在 p53 = 25 时 可 以 具有 形式 


dU = Ydey 十 dgte) + dg”™. (2.20) 


在 随 体 坐 标 系 中 确定 的 应 变 张 量 分 量 的 微分 dé;; 也 像 应 变 张 量 的 分 量 si 本 身 那样 
可 以 在 任何 任意 的 坐标 系 中 进行 研究 . 我 们 把 张 量 dé;; 在 任意 坐标 系 中 的 分 量 记 为 
deij = eij dt. 在 任意 坐标 系 ( 非 随 体 坐标 系 ) 中 , 这 样 引入 的 分 量 dei 将 不 是 应 变 张 
量 在 此 坐标 系 中 的 分 量 eij 的 微分 . 注意 到 这 一 点 后 , 方程 (2.20) 在 任意 坐标 系 中 就 
可 以 写 为 


dU = Sprdey + dq) + dq™”, (2.21) 


式 中 deij = eij dt. 对 于 连续 介质 各 种 运动 的 每 一 个 状态 , 量 dei 以 及 dU, dq(*) 和 
dgq*” 所 依赖 的 那些 主 定 参 量 的 增 量 在 已 知 的 限度 内 能 够 任意 取 值 . 这 是 因为 , 方程 
(2.21) 不 含 外 质量 力 , 也 不 显 式 地 依赖 于 边界 条 件 和 其 他 外 部 条 件 , 而 这 些 条 件 可 能 
是 各 种 各 样 的 , 它们 对 方程 (2.21) 中 的 主 定 参量 的 增 量 有 巨大 影响 . 与 此 同时 , 方程 
”(2.21) 是 对 所 有 可 能 的 过 程 都 成 立 的 一 个 普 适 方程 . 

在 所 有 可 能 的 过 程 中 , 相应 主 定 参量 的 微分 是 线性 无 关 的 , 与 此 相关 的 这 种 任 
意 性 可 以 用 来 从 (2.21) 这 一 个 方程 得 出 若干 个 状态 方程 类 型 的 方程 . 


83. 热力 学 平衡 . 可 逆 过 程 和 不 可 逆 过 程 


热力 学 平衡 ”众所周知 , 我 们 可 以 研究 刚体 的 平衡 . 我 们 说 , 一 个 物体 相对 于 所 用 参 
考 系 处 于 力学 平衡 态 , 如 果 它 在 所 有 外 部 条 件 都 保持 不 变 时 能 够 永远 
处 于 这 个 状态 . 一 个 系统 的 热力 学 平衡 态 是 指 这 样 的 状态 , 这 时 系统 内 部 状态 的 所 
有 特征 量 (包括 力学 特征 量 ) 在 外 部 条 件 不 变 且 没有 外 部 能 量 流 和 质量 流 时 能 够 任 
意 长 久 地 保持 不 变 的 值 . 在 状态 空间 中 , 热力 学 平衡 态 表示 为 一 个 点 . 对 于 系统 的 一 
个 微小 部 分 来 说 , 热力 学 平衡 态 与 存在 温度 这 一 特征 量 有 重要 的 联系 . 
此 外 还 应 当 附 加 说 明 的 是 , 还 存在 许多 与 非 平 衡 态 的 描述 有 关 的 参量 ( 弛 豫 时 
间 2), 混合物 中 的 激发 态 浓度 , 混合 物 组 元 的 各 种 “温度 ”, 等 等 ), 它们 对 平衡 态 来 
说 不 在 重要 参量 之 列 . 如 果 主 定 参量 中 有 对 时 间 的 随 体 导数 , 则 这 些 参量 在 平衡 态 
下 等 于 零 . 定义 平衡 态 的 条 件 应 当 只 包含 表征 该 状态 的 那些 参量 . 
1) 参见 第 二 章 8 6. 


2) 处 于 热力 学 平衡 态 的 系统 受到 外 界 瞬 时 无 穷 小 扰动 后 , 经 过 一 定时 间 必 能 回 到 原来 的 平衡 态 ， 
系统 所 经 历 的 这 一 段 时 间 称 为 弛 阶 时 间 . 一 一 译注 
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有 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 一 个 物体 在 整体 上 并 不 平衡 , 但 它 的 一 些 部 分 却 处 于 
平衡 态 . 

热力 学 过 程 既 可 能 进行 得 很 快 , 也 可 能 进行 得 很 慢 . 可 以 研 
自生 过 各 和 非 于 入 过 究 这 样 一 种 极限 情况 , 这 时 过 程 进行 得 如 此 之 慢 , 以 至 于 其 

中 所 有 参量 的 变化 率 都 是 无 穷 小 量 ， 在 状态 空间 中 , 这 样 的 
过 程 表示 为 每 个 点 都 是 平衡 点 的 曲线 . 每 一 个 中 间 状 态 都 是 平衡 态 的 无 限 缓慢 的 过 
程 称 为 平衡 过 程 . 在 描述 平衡 过 程 的 关系 式 中 , 参量 变化 率 的 值 是 无 关 紧要 的 , 但 是 
主 定 参量 的 变化 方向 在 一 个 平衡 过 程 中 可 能 非常 重要 . 

以 有 限 的 速度 进行 的 过 程 (如 果 速 度 对 物理 关系 有 影响 ) 称 为 非 平衡 过 程 

当 我 们 说 一 个 系统 正在 完成 某 个 过 程 的 时 候 , 我 们 的 意思 是 一 个 确定 的 物质 对 
象 的 状态 参量 正在 发 生变 化 , 即 我 们 在 使 用 拉 格 朗 日 观点 ， 显 然 , 在 介质 运动 时 , 平 
衡 过 程 和 定常 过 程 的 定义 一 般 是 不 同 的 一 个 过 程 可 能 既是 定常 的 , 同时 又 是 非 平 
衡 的 , 即 系统 的 所 有 状态 参量 在 几何 空间 的 给 定点 不 随时 间 而 变化 (auuy8t = 0) 同 
- 时 系统 具有 对 介质 微 元 中 的 过 程 产生 影响 的 有 限 的 参量 变化 率 (dut/dt #0). 

| “从 菜 个 状态 4 向 状态 B 进行 的 过 程 称 为 可 道 的 , 如 果 对 于 

入 过 程 和 不 可 六 过 每 个 中 间 状 态 , 诸 参量 的 无 穷 小 增 量 的 所 有 方程 在 这 些 增 量 

改变 符号 后 仍然 成 立 ， 因 此 , 如 果 某 一 系列 状态 在 状态 空间 

中 组 成 可 北 过 程 , 则 系统 沿 正 向 和 逆向 都 可 以 经 历 这 一 系列 状态 , 并 且 每 一 小 段 路 

径 所 对 应 的 外 部 能 量 流 44(9, dQ(% 和 dQ 在 正 向 和 逆向 过 程 中 只 是 符号 不 同 而 
已 . 如 泉 一 个 过 程 不 具有 这 样 的 性 质 , 它 就 称 为 不 可 逆 的 . 

我 们 指出 , 在 不 可 逆 过 程 的 主 定 参量 中 , 表征 某 些 主 定 参量 的 变化 方向 的 那些 
量 非 常 重要 , 而 热力 学 参量 的 变化 方向 对 可 逆 过 程 则 是 不 重要 的 ， 通常 会 研究 一 些 
同时 是 平衡 过 程 的 可 逆 过 程 , 但 是 也 可 以 研究 那些 不 是 由 热力 学 平衡 态 组 成 的 可 
逆 过 程 

现象 的 可 逆 性 与 不 可 逆 性 的 概念 具有 重大 价值 , 在 自然 科学 中 得 到 广泛 应 用 . 这 
些 概念 的 特点 突出 而 且 重要 , 各 种 各 样 的 微观 和 宏观 现象 中 的 流 变 学 定律 和 其 他 一 
些 物理 学 定律 的 本 质 都 是 由 这 些 特点 决定 的 . 

容易 看 出 , 在 质点 系 的 分 析 力学 中 , 系统 的 所 有 运动 都 是 可 逆 的 , 这 时 只 要 把 束 
度 方向 变 为 相反 方向 , 所 有 作用 力 就 都 不 发 生变 化 . 例如 , 当 所 有 作用 力 只 依赖 于 系 
统 物质 点 的 坐标 时 , 就 会 出 现 这 种 情况 . 如 果 运 动 可 逆 , 则 系统 的 所 有 点 都 能 够 沿 着 


0 平衡 过 程 与 可 逆 过 程 的 概念 在 一 般 情况 下 是 不 同 的 . 然而 , 无 限 缓慢 的 平衡 过 程 可 以 视 为 可 
逆 的 , 如 果 在 主 定 参 量 之 间 的 有 限 关 系 式 中 , 不 但 速度 不 重要 , 而 且 主 定 参量 的 变化 方向 也 根本 不 
重要 (它们 不 是 重要 因素 ). 

另 一 方面 , 对 于 系统 整体 而 言 , 不 可 逆 过 程 的 一 个 例子 可 以 是 在 静止 介质 中 由 热传导 引起 的 
定常 热 交 换 , 这 时 所 有 介质 微 元 的 状态 可 以 视 为 平衡 的 . 尽管 这 时 有 温度 梯度 , 而 这 正 是 非 平 衡 态 
的 特征 , 但 是 在 物理 上 无 穷 小 的 微 元 中 , 温度 沿 空间 的 变化 量 相对 于 温度 本 身 来 说 一 般 很 小 , 所 以 
可 以 忽略 不 计 , 就 像 在 建立 模型 时 一 般 忽 略 掉 我 们 认为 不 重要 的 各 种 影响 那样 . 
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自己 同样 的 轨迹 以 同样 大 小 的 速度 正 向 和 逆向 运动 . 

例如 , 天 体 运 动 在 只 考虑 牛顿 万 有 引力 时 就 是 可 逆 现 象 . 在 微分 方程 组 的 柯 西 问 
题 中 , 如 果 保持 所 有 天 体 的 初始 位 置 和 初始 速度 的 大 小 不 变 , 而 仅仅 把 速度 方向 变 
为 相反 方向 , 我 们 将 得 出 , 在 问题 的 解 中 , 过 去 与 将 来 调换 了 位 置 . 

在 所 研究 的 宏观 系统 中 , 如 果 作用 力 和 相互 作用 特别 依赖 于 状态 参量 变化 率 的 
方向 (例如 摩擦 力 ), 相应 现象 就 是 不 可 逆 的 . 

我 们 强调 , 可逆 和 不 可 逆 现 象 都 有 可 能 由 物质 微 元 的 一 系列 非 平 衡 或 平衡 态 组 
成 . 以 后 将 通过 在 具体 的 连续 介质 模型 中 出 现 的 一 些 现象 来 说 明 这 个 结论 . 

我 们 还 指出 , 对 于 有 限 大 小 的 物体 , 现象 在 整体 上 的 不 可 逆 性 可 以 与 组 成 该 物体 
的 所 有 物理 上 无 穷 小 的 微 元 中 的 可 逆 过 程 同时 存在 . 

严格 地 讲 , 宏观 尺度 下 的 所 有 真实 过 程 都 是 以 有 限 的 速度 进行 的 , 其 方向 非常 
重要 , 所 以 它们 其 实 都 是 不 可 逆 的 , 但 是 在 应 用 中 可 以 把 许多 过 程 当 作 是 热力 学 可 
逆 的 . 

从 实践 观点 和 理论 观点 来 看 , 在 许多 应 用 中 可 以 利用 可 逆 过 程 来 建立 实际 现象 


的 模型 

例如 研究 表明 , 有 时 甚至 连 气体 微 元 从 火箭 发 动机 喷 口 喷 出 
并 过 训 多 用 中 出 华 这 种 高 速 进行 的 过 程 也 可 以 大 致 认为 是 可 递 的 , 这 时 , 气体 微 
元 在 千 分 之 几 秒 量 级 的 时 间 内 就 从 它们 在 火箭 发 动机 燃烧 室 
中 实际 上 处 于 静止 而 压强 达 70 atm 量 级 的 状态 , 变化 到 在 自由 空间 中 以 3000 m.s- 
量 级 的 速度 运动 但 压强 基本 为 零 的 状态 ， 当 火箭 在 高 空 飞行 时 , 正在 工作 的 火箭 发 
动机 中 的 气体 就 是 这 样 运动 . 在 这 个 过 程 中 , 温度 不 同 的 气体 微 元 之 间 来 不 及 进行 热 
量 交换 , 但 是 微 元 的 热力 学 特征 变量 之 间 的 关系 实际 上 与 平衡 态 下 的 情况 是 相同 的 . 
平和 态 与 最 概 然 态 。 考 谍 作为 分 了 微观 运动 相应 特征 量 的 统计 平均 值 而 引入 的 菜 一 
态 ”组 宏观 状态 参量 , 例如 温度 和 密度 p、 显然 , 了 和 p 的 每 个 
具体 值 可 以 对 应 微观 运动 特征 量 的 许多 种 分 布 . 结果 表明 , 宏观 参量 的 平衡 值 对 应 
着 可 能 的 不 同 微观 状态 的 最 大 数目 . 所 以 , 如 果 让 一 个 热力 学 系统 自然 演化 , 则 在 它 
可 能 达到 的 所 有 状态 中 , 平衡 态 是 最 概 然 态 , 因此 , 所 有 孤立 系统 或 者 已 经 处 于 平衡 

态 , 或 者 趋 于 平衡 态 . 
我 们 还 指出 , 所 有 已 知 的 描述 基本 粒子 的 运动 和 相互 作用 的 
的 观 守 和 且 林 闻 得 旦 ” 微 观 定律 ,例如 牛顿 万 有 引力 定律 和 基本 相互 作用 定律 都 是 
可 逆 的 . 不 可 逆 性 只 是 因为 对 大 量 粒子 才 成 立 的 一 些 统计 定 
律 而 出 现 的 . 我 们 能 够 引入 一 个 简单 系统 来 替代 粒子 数目 巨大 的 复杂 系统 (一 般 而 
言 只 是 近似 地 知道 其 相互 作用 定律 和 初始 条 件 ), 且 该 简单 系统 仅 由 数目 不 多 的 与 最 
概 然 态 有 关 的 一 些 宏观 特征 量 来 描述 , 不 可 逆 性 仿佛 正 是 为 这 种 可 能 性 付出 的 一 种 
代价 . . 
因为 在 实际 上 很 小 的 区 域内 有 大 量 粒子 ， 所 以 概率 分 布 具有 非常 陡 的 峰 , 这 表 
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示 有 可 能 使 平均 量 只 取 完全 确定 的 值 

在 不 可 道 过 程 中 , 概率 分 布 本 身 一 般 与 时 间 有 关 . 
温度 是 物体 状态 的 基本 特征 量 之 一 . 在 我 们 的 日 常生 活 中 , 对 物体 温度 
温度 的 概念 最初 的 认识 直接 与 感觉 联系 在 二 起， 我们 说 物体 4 的 温度 比 物体 B 
高 (ra > Ts), 如 果 在 物体 4 与 物体 B 接触 时 热量 必然 会 从 物体 4 传 向 物体 B. 若 
处 于 热力 学 平衡 的 两 个 物体 接触 后 不 出 现 热流 ， 则 它们 具有 相同 的 温度 . 由 实验 可 
知 , 如 果 使 任意 两 个 物体 4 和 B 接触 , 然后 让 这 个 系统 自然 演化 , 则 其 中 发 生 的 过 
程 将 以 物体 4 和 5 的 温度 相等 为 结果 . 根据 这 一 事实 , 我 们 能 够 制造 出 温度 计 一 
可 以 用 来 在 数量 上 测量 温度 的 一 种 仪器 它 有 某 种 温标 例如 摄氏 温标 的 特征 点 是 
水 在 1 atm 下 的 沸点 和 凝固 点 . 

在 分 析 力学 中 , 温度 的 概念 对 自由 度 不 大 的 系统 是 没有 意义 的 ， 在 实践 中 可 以 
认为 , 凡 由 大 量 粒子 组 成 的 各 种 物体 都 具有 温度 

与 质点 和 刚体 力学 不 同 的 是 , 在 连续 介质 力学 中 一 般 而 言 不 能 回避 温度 的 概念 
因为 在 热流 方程 和 能 量 守恒 定律 中 都 有 外 部 热流 dg) 的 表达 式 , 所 以 必须 研究 热 
量 传递 的 机 理 , 从 而 必须 引入 温度 的 概念 ， 尽 管 对 温度 这 一 概念 的 详细 而 深入 的 研 
究 涉及 对 分 子 动 理论 的 研究 , 但 是 应 当 指 出 , 在 科学 中 很 早 就 已 经 有 了 关于 温度 及 其 
测量 方法 的 相当 完善 的 概念 , 这 是 独立 于 统计 物理 学 中 对 温度 的 深刻 理解 而 出 现 的 . 

我 们 将 在 $5 中 六 述 一 个 优美 的 热力 学 宏观 理论 , 该 理论 以 热力 学 第 二 定律 为 
基础 , 对 物体 的 热力 学 平衡 态 给 出 了 绝对 温度 的 严格 定义 

由 分 子 动 理论 可 知 , 温度 六 可 以 引入 为 正比 于 分 子 的 无 规 运动 在 一 个 自由 度 上 
的 平均 能 量 的 一 个 量 . 如 果 不 同 种 类 的 基本 粒子 具有 不 同 的 平均 能 量 , 或 者 , 如 果 同 
类 粒子 在 不 同 自由 度 上 具有 不 同 的 平均 能 量 , 则 在 进行 得 足够 慢 的 过 程 中 ,粒子 的 
相互 作用 将 使 这 些 平均 能 量 相同 . 而 在 明显 表现 出 非 平衡 性 的 过 程 中 ,宏观 微 元 内 
部 不 同 种 类 的 粒子 之 间 来 不 及 进行 能 量 的 统计 平衡 , 所 以 宏观 微 元 的 整体 温度 的 概 
念 就 失去 其 基本 意义 了 . 

在 非 平衡 的 情况 下 , 一 种 介质 有 时 可 以 有 几 个 温度 , 例如 分 子 的 振动 温度 、 旋转 
温度 和 平 动 温度 , 它们 分 别 对 应 着 相应 的 振动 、 旋转 和 平 动 自由 度 , 又 如 等 离子 体 的 
离子 温度 和 电子 温度 , 如 果 离 子 和 电子 分 别处 于 平衡 态 , 等 等 

当 一 个 物体 的 很 小 的 部 分 达到 热力 学 平衡 时 ,其 局 部 微 元 的 温度 是 单 值 确定 的 
然而 即便 在 这 种 情况 下 , 温度 的 概念 对 有 限 大 小 的 物体 也 可 能 是 没有 意义 的 , 如 果 
物体 的 不 同 部 分 之 间 没 有 达到 热平衡 

例如 , 怎样 理解 地 球 的 温度 呢 ? 在 不 同时 刻 可 以 讨论 热带 、 温带、 极地 乃至 地 球 
中 心 的 温度 , 但 是 地 球 整体 的 温度 是 难以 定义 的 , 即使 定义 出 来 通常 也 毫 无 用 处 

人 们 通常 考虑 物体 中 一 些 足够 小 的 部 分 的 温度 并 研究 物体 内 的 热流 . 实验 表明 
在 许多 实际 问题 中 经 常 可 以 假设 系统 内 体积 很 小 的 局 部 区 域 是 热力 学 平衡 的 在 


3 这 个 假设 通常 称 为 局 域 平 衡 假 设 . 一 一 译注 


84. 双 参 量 介 质 . 完全 气体 . 卡 诺 循环 ，153 ， 


应 用 中 , 导致 非 平 衡 性 和 不 可 逆 性 的 原因 经 常 仅 仅 是 物体 的 体积 较 大 , 这 时 温度 和 
其 他 一 些 热 力学 特征 量 (如 混合 物化 学 组 元 的 浓度 等 ) 按照 物体 微 元 的 分 布 是 不 平 
衡 的 . : 


84. 双 参 量 介质 . 完全 气体 . 卡 诺 循 环 


一 种 介质 , 若 其 所 有 热力 学 函数 只 依赖 于 2 个 热力 学 状态 参量 , 我 们 就 称 之 为 
双 参 量 介 质 . 如 果 这 2 个 参量 是 压强 p 和 密度 p, 则 该 介质 的 质量 内 能 应 当 通 过 它 
们 表示 为 UV = U(p, p). 


六 I 与 
理想 气体 的 热流 方程 、 老 介质 是 理想 可 压缩 流体 (气体 ), 则 内 面 力 的 功 与 质量 之 比 


具有 (1.7) 的 形式 : 
二 dA49 = pd, 
而 热流 方程 在 da** = 0 的 假设 下 写 为 以 下 形式 : 
dU + pd = dg (4.1) 
完全 气体 的 状态 方程 ”在 完全 气体 中 , 密度 与 温度 由 克拉 珀 龙 方程 联系 起 来 : 
p= pRT, (4.2) 


式 中 RR 为 某 个 常量 , 称 为 气体 常量 , 它 对 不 同 气体 是 不 同 的 . 像 (4.2) 这 种 类 型 的 把 
介质 的 压强 、 温度 、 密 度 以 及 其 他 一 些 可 能 的 特征 量 联系 在 一 起 的 方程 称 为 状态 方 
程 . 对 于 空气 

R=:287.042 m2 .s-2 .KK 一 1. 


可 以 由 以 下 等 式 引入 (对 所 有 气体 都 相同 的 ) 普 适 气体 常量 Ro 与 玻 尔 兹 曼 常量 k 
Ro _k 
RTHT 
式 中 m 为 分 子 的 平均 质量 , .K 为 气体 的 平均 摩尔 质量 , 它 由 以 下 公式 确定 : 


N 
NA = NMi+noM t+ nnMy = >》_ niMi, 


i=1 


” 式 中 ”为 给 定 区 域 中 由 NN 个 组 元 组 成 的 混合 物 的 物质 的 量 , n; 和 M; 分 别 是 单独 


种 类 气体 的 物质 的 量 和 摩尔 质量 ， 
Ro=8.3144 J.mol-1.K-1， 大 = 1.38 x 10-23 J.K-!. 


完全 气体 的 内 能 ”完全 气体 可 以 定义 为 分 子 只 在 碰撞 时 才 相 互 作用 的 气体 , 所 以 可 
以 认为 , 单 原子 完全 气体 的 内 能 就 是 庄原 子 无 规 运动 的 动能 之 和 | 
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对 于 质量 内 能 U 可 以 写 出 


1 mw? 
= 一 Tt nst 
rp 二 的 


(AM 是 诸 原子 的 总 质量 , m; 是 单个 原子 的 质量 , wi 是 单个 原子 相对 于 它们 总 的 质心 
的 速度 , N 是 所 考虑 的 微小 区 域 中 的 原子 数目 )， 如 果 认 为 气体 的 所 有 原子 均 相 同 ， 
则 M = Nm, 于 是 


i 
= > 十 const, 


式 中 v26an 为 原子 在 无 规 运动 中 的 速度 的 平方 的 平均 值 温度 是 作为 原子 的 无 规则 
热 运 动 在 一 个 自由 度 上 的 平均 能 量 的 特征 量 而 定义 的 , 由 此 可 把 质量 内 能 U 表示 为 

U = cyT + const, (4.3) 
式 中 cv 表示 内 so/2 与 了 之 间 的 有 量 纲 的 比例 系数 . 

以 (4.3) 的 形式 给 出 内 能 0 U, 再 加 上 克拉 珀 龙 方程 , 这 就 固定 了 一 个 确定 的 连 
续 介 质 模型 , 即 所 谓 完 全 气体 . 与 实验 数据 的 对 比 表 明 ， 这 个 模型 足够 好 地 描述 了 实 
际 气 体 在 通常 条 件 下 的 运动 . 

对 于 理想 的 完全 气体 中 的 定 容 过 程 (d(1/p) = 0), 由 热流 方 
鹤 祝 , 定夺 扫 窜 驮 1 从 


(和 
三 Cy) 
dT V=const 


即 cv 是 在 体积 保持 不 变 时 使 单位 质量 介质 的 温度 升 高 1°C 所 必须 的 热量 , 所 以 cv 
称 为 质量 定 容 热 容 2 . 
对 于 理想 的 完全 气体 中 的 定 压 过 程 , 从 热流 方程 得 


lL i 
(dg(®)),const = dU 十 pd =cvdT + ds = (cy + R)dT. (4.4) 


在 压强 保持 不 变 时 使 单位 质量 介质 的 温度 升 高 1 "C 所 必须 的 热量 称 为 质量 定 压 热 
容 , 用 cp 表示 : 
ddt(e) 
中 (二 
所 以 , 从 (4.4) 可 得 以 下 公式 : 
cp 一 cv 一 玉 . (4.5) 


此 公式 称 为 迈 耶 公 式 , 它 把 完全 气体 的 定 压 热 容 、 定 容 热 容 和 气体 常量 R 联系 起 来 . 


01) 文中 经 常 省 略 “ 质 量 ” 二 字 , 如 质量 内 能 简称 为 内 能 . 一 一 译注 
2) 如 果 粒 子 在 碰撞 时 其 数目 发 生变 化 , 则 公式 (4.3) 可 改 为 U = 1 cy(T) d7' 
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热流 方程 在 一 般 情况 下 含有 外 部 热流 dq. 在 某 些 情况 下 , 热流 方程 可 以 用 来 
确定 所 需要 的 或 者 所 产生 的 热流 ,只 要 连续 介质 的 运动 和 状态 序列 已 经 给 出 . 在 求 
解 介质 的 运动 和 状态 的 题目 中 , 必须 有 用 于 确定 外 部 热流 规律 的 有 关 结果 . 

| 吸收 或 者 释放 热量 可 能 是 由 不 同 的 物理 现象 决定 的 .在 应 用 
向 介 导 输送 热量 的 物 4 最 重要 的 一 些 输 送 热量 的 物理 机 理 如 下 ; 
一 、 热 传导 . 这 是 介质 中 直接 接触 的 部 分 之 间 进行 热量 
交换 的 现象 , 是 因为 组 成 介质 的 分 子 、 原子 、 电 子 和 其 他 粒子 在 热 运动 过 程 中 进行 力 
学 相互 作用 和 碰撞 而 产生 的 . 因 热 传导 而 发 生 的 热量 传递 与 温度 在 物体 中 的 宏观 分 
布 不 平衡 有 非常 密切 的 关系 . 

二 、 热 辐射 与 辐射 的 吸收 . 这 是 因为 组 成 介质 的 基本 粒子 (分 子 、 原子 、 电子 等 ) 

的 可 能 状态 发 生变 化 而 导 到 的 一 各 现 银 
、 电 的 一 些 耗 散 过 程 所 引起 的 热量 释放 , 例如 电流 通过 时 在 物体 内 释放 出 的 
辣 耳 热 

利用 热流 方程 以 及 热流 的 规律 来 解决 具体 问题 , 这 在 数学 上 通常 是 很 困难 的 . 在 
应 用 中 经 常 采用 一 些 人 额外 的 候 设 , 例如 下 述 理想 过 程 得 到 了 广泛 的 应 用 . 

各 热 过 程 《| 没有 外 部 热流 , 且 相 邻 微 元 之 间 也 没有 热 交换 ( 即 4g9 = 0) 的 过 程 

8 过 程 这 样 的 理想 过 程 称 为 绝热 过 程 ， 研 究 与 外 部 热 环境 隔绝 的 物体 , 或 者 研 
究 高 速 发 生 (但 有 时 仍然 可 逆 ) 以 至 于 热 交换 来 不 及 明显 表现 出 来 的 过 程 , 都 关系 到 
绝热 过 程 的 概念 
各 湿 过 程 (另外 一 个 例子 可 以 是 这 样 的 理想 过 程 , 其 中 因 热传导 或 加 射 而 发 生 的 

瘟 了 过程 热 交换 如 此 强烈 ,而 状态 的 改变 又 如 此 缓慢 , 以 至 于 系统 所 有 组 成 部 分 的 
温度 都 可 以 认为 是 不 变 的 . 这 样 的 过 程 称 为 等 温 过 程 
等 温 过 程 的 方程 具有 以 下 形式 : 
dT 
dt | 
该 方程 与 介质 的 状态 方程 一 起 可 代替 热流 方程 ,一 般 而 言 , 这 大 大 简化 了 从 理论 上 
求解 介质 运动 的 问题 . 此 时 ,可 以 从 热流 方程 计算 应 当 向 介质 的 每 个 微 元 输送 多 少 热 
量 dgto 才能 实现 等 温 过 程 

我 们 指出 , 条 件 dT/dt = 0 表示 温度 仅 在 介质 的 每 一 物质 微 元 中 不 随时 间 变化 
此 时 不 同 物质 微 元 的 温度 可 能 是 不 同 的 . 不 过 , 说 到 等 温 过 程 , 人 们 也 经 常 假设 温度 
对 空间 和 时 间 都 是 不 变 的 , 即 T = const. 

最 后 , 若 物质 微 元 的 温度 可 能 随时 间 变 化 , 但 所 有 微 元 的 温度 都 相同 , 这 样 的 过 
程 有 时 也 称 为 等 温 过 程 . 此 时 , 为 了 代 蔡 等 式 dT/dt = 0, 应 假设 成 立 条 件 


gradT=0 或 T= f(t). 


因为 等 温 过 程 存在 不 同 的 定义 , 所 以 为 了 避免 出 现 由 此 可 能 产生 的 某 种 混淆 , 对 


三 0. 
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“图 30，(a) 完全 气体 的 等 温 线 ; (b) 完全 气体 的 等 温 线 与 泊 松 绝热 线 的 相互 位 置 


问题 的 提 法 显然 应 有 清晰 的 理解 . 

正 压 过 程 (3) 作为 限定 一 种 过 程 的 关系 式 , 对 于 双 参 量 连续 介质 可 以 直接 取 密 度 与 
压强 之 间 的 某 种 关系 来 代替 热流 方程 . 如 果 此 关系 对 所 有 物质 微 元 都 相 

同 , 这 样 的 过 程 就 称 为 正 压 过 程 . 

多 方 过 程 例如 , 一 种 过 程 称 为 多 方 过 程 , 如 果 成 立 等 式 


p= Cp", 


式 中 是 一 个 常数 一 一 多 方 指数 , C 是 某 个 常量 . 
对 于 给 定 的 关系 p = f(p), 利用 热流 方程 易 求 保障 此 关系 存在 的 外 部 热流 值 . 
对 于 完全 气体 和 多 方 过 程 , 当 n > 1 时 从 热流 方程 求 出 


1 dRT 
(e) 一 Lp | 
dg d 二 Cp a cydT pr 


因为 RR 是 常量 , 根据 迈 耶 公式 R= cp - ev, 由 此 可 得 一 个 简单 的 热流 公式 : 
dgte) = cv /var = c*dT. 


车 n> cp/cv > 1, 则 温度 的 提高 dT > 0 关系 到 热量 的 吸收 . 车 1 < n < cp/ey, 则 当 

d7 > 0 时 dgte < 0, 因此 温度 的 提高 伴随 着 热量 的 释放 . 若 n= cp/aGr, 则 da = 0， 

即 这 样 的 多 方 过 程 是 绝热 过 程 . 上 述 性 质 表示 多 方 指数 n 的 物理 意义 . 

完全 气体 的 等 温 线 考虑 由 状态 参量 p 和 Y = 1/p 给 出 的 一 种 双 参 量 介质 (例如 完 
全 气体 ) 的 状态 空间 . 在 这 样 的 介质 中 , 包括 温度 在 内 的 所 有 热 

力学 函数 都 应 当 是 p 和 1/p 的 函数 . 现在 我 们 将 用 字母 9 表示 温度 ， 


1 
我 们 来 研究 在 这 样 的 介质 中 进行 的 等 温 (9 = const) 平衡 过 程 . 在 状态 空间 (p， 1/p) 
中 作曲 线 9 = const (等 温 线 , 图 30 (a)). 


§4， 双 参量 介质 . 完全 气体 . 卡 诺 循环 .157 . 


在 完全 气体 的 情况 下 , 平面 (p, 1/p) 上 的 等 温 线 显然 是 双 曲 线 


和 ~ const. (4.6) 
p 


我 们 总 是 可 以 从 热流 方程 l 
dU tpd; = dg(®) 
来 计算 等 温 过 程 中 系统 所 必须 吸收 的 热流 dgte). 对 于 理想 的 完全 气体 , 该 热流 等 于 
(dat)，， = pd = Rbp a 

完全 气体 在 等 温 膨 胀 时 dg(e) > 0, 在 等 温 压缩 时 dgte) < 0. 对 于 任意 的 气体 , 平面 
(p, 1/p) 上 等 温 线 的 形状 取决 于 状态 方程 的 形式 . 

我 们 指出 , 例如 , 水 的 沸点 与 凝固 点 所 对 应 的 点 可 以 位 于 同一 条 等 温 线 0 = const 
上 , 因为 水 沸腾 与 凝固 的 温度 取决 于 压强 . 
。 容易 看 出 , 热流 方程 在 绝热 过 程 (da(e) = 0) 的 情况 下 具有 以 下 形式 : 
泊 松 绝热 线 


dU+ pd SS (4.7) 


如 果 已 知 内 能 UV(p, 1/p), 由 此 就 可 以 求 出 在 连续 的 绝热 过 程 中 p 对 p 的 依赖 关系 . 
对 于 完全 气体 , 式 (4.7) 的 形式 为 


Cy ,Pp 1 
六 d-+pd-=0, 
Rp Fp 


或 者 , 若 引 入 比值 y= cp/cv, 则 


二 多 
从 而 

Ld =0. 

p p 
积分 后 得 


2 = const. (4.8) 


平面 (p, 1/p) 上 的 这 条 曲线 称 为 泊 松 绝热 线 , 而 y = cp/cy 称 为 绝热 线 指数 或 泊 松 
系数 .经 过 状态 平面 (p, 1/p) 的 每 个 点 po, 1/p 显然 可 以 引 一 条 等 温 线 (4.6) 和 
一 条 绝热 线 (4.8). 

现在 我 们 来 阐述 完全 气体 的 等 温 线 与 绝热 线 在 平面 (p, 1/p) 


计 舍 吕 体 管 温 爸 绝 的 每 个 点 的 相互 位 置 是 怎样 的 .对 于 经 过 点 po, 1/po 的 等 温 
0 线 上 的 点 , 我 们 有 
?7-P0 即 Ph -2 
p po Po Po 


”在 国家 标准 中 Y 称 为 质量 热 容 比 . 一 译注 
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沿 经 过 同一 点 的 绝热 线 , 则 有 


p _po paa (poY 

mm pm oa (总 ) 
绝热 线 指数 y=cp/cy >1, 所 以 当 p/po<1 时 pisotn>paa, 当 pypo>1l 时 pisoth<pad， 
即 在 平面 (p, 1/p) 上 的 点 po, 1/po 的 右 侧 , 等 温 线 在 绝热 线 的 上 方 , 而 在 点 po, 1/po 
的 左 侧 , 等 温 线 在 绝热 线 的 下 方 (图 30 (b)). 

我 们 指出 , 等温 线 和 绝热 线 的 这 个 性 质 是 对 完全 气体 确立 的 ， 它 对 许多 其 它 的 

介质 也 保持 不 变 . 然而 , 例如 , 它 对 温度 为 +4°C 的 水 却 不 成 立 D . 
未 六 所 做 的 功 ， 我 们 再 次 强调 , 如 果 给 出 关系 p(p), 即 给 出 平面 p, 1/p) 上 的 一 条 曲 


线 , 就 总 可 以 计算 出 内 力 的 功 / pd2， 这 意味 着 , 对 状态 平面 上 的 
点 和 与 及 之 间 的 任何 过 程 名 都 可 以 计算 出 内 力 的 功 /pd2.， 但 是 在 无 穷 缓慢 


的 过 程 中 , 内 力 的 功 与 外 力 对 系统 做 的 功 大 小 相等 而 符号 相反 , 或 者 , 内 力 的 功 等 于 
系统 本 身 对 外 部 物体 做 的 功 3， 因此 , 在 平面 (p, 1/p) 上 沿路 径 名 计算 的 积分 
dl 一 1 A 
也 pb 一 过 
41B1( 6 ) 

当 4 > 0 时 是 热力 学 系统 在 平衡 过 程 .名 持续 的 时 间 内 对 外 部 物体 做 的 功 的 总 和 | 
或 者 , 车 4 < 0, 这 个 积分 是 外 力 为 了 实现 过 程 名 而 应 当 对 系统 做 的 功 的 总 和 | 

类 似 地 , 对 于 任何 过 程 弘 (p = p(1/p)), 如 果 已 经 给 出 介质 的 
从 外 部 向 系统 输送 的 ”内 能 (rr = Ur(p, 1/p)， 就 可 以 计算 出 实现 过 程 名 所 必须 的 
信访 总 热流 


QG) = dQ(o)， 

A Wk, 
它 是 从 外 部 介质 向 系统 输送 ( 若 8(®) > 0) 或 者 从 系统 向 外 部 介质 释放 ( 若 Q() < 0) 
的 热流 . 由 热流 方程 ， 


Bl 

1 

Q®) = (av + pa3 ) m= avn + A=Una, 一 Di 十 44. 
41Bi(L2) .41 


对 于 水 , 导数 (去 - 在 温度 高 于 +4°C 时 为 正 , 在 温度 低 于 +4°C 时 为 负 , 在 温度 等 于 


+49Q 时 为 零 . +4°C 所 对 应 的 等 温 线 与 绝热 线 重合 ， 而 把 高 于 +4?°C 的 等 温 线 与 低 于 +4°C 的 等 
温 线 连接 起 来 的 绝热 线 是 不 存在 的 (例如 , 参见 : Pyxep IO.B., Perakra M.II，Tepwomaaaxtytga， 
CrarncTrndeckag 中 H3MK8a nx KHEeTHKa， 可 . 1. MockBa: Hayra, 1972, Ta, 1, 817). 

3?) 得 自力 的 作用 与 反作用 定律 . 这 时 , 该 系统 的 点 和 同 它 发 生 相互 作用 的 外 部 系统 的 点 在 二 者 
的 公共 界面 上 具有 相同 的 位 移 . 当 在 这 些 位 移 上 存在 间断 时 , 总 的 能 量 流 还 将 是 相同 的 , 但 力 的 功 
所 对 应 的 能 量 流 一 般 将 是 不 同 的 (关于 间断 的 情况 , 参见 298 页 , 以 及 171 页 的 例子 ). 


re 


§4. 双 参量 介质 . 完全 气体 . 卡 诺 循环 ， 159 ， 


01=const 


天 0,=const 


lp 
(a) (b) 


图 31，(a) 卡 诺 循环 ; (b) 按照 卡 诺 循环 运行 的 热机 


卡 诺 循环 ”我 们 来 考虑 下 面 这 个 封闭 上 可 道 的 平衡 过 程 ， 这 一 重要 过 程 称 为 可 道 
卡 诺 循环 设 完成 这 个 循环 的 工作 物 或 介质 是 一 种 完全 气体 , 或 者 是 由 
参量 p 和 1/p 决定 的 任何 另外 一 种 双 参 量 介质 D). 气体 从 状态 空间 中 的 任意 一 点 
M(po， 1/po) (图 31 (a)) 沿 等 温 线 01 = const 无 穷 缓慢 地 膨胀 至 状态 N, 然后 绝热 脱 
胀 至 温度 为 9。 (< 91) 的 状态 K, 再 从 K 等 温 压缩 至 状态 忆 最 后 可 以 沿 绝热 线 重 
新 返回 初始 状态 M. 
，，。 完成 卡 诺 循环 的 系统 称 为 热机 . 例如 , 可 以 通过 以 下 方式 在 
部 寺 机率 基质 二 这 转 ” 想 象 中 实现 这 各 热机. 取 一 些 温度 为 0, 的 气体 放 入 一 个 两 端 
封闭 的 圆柱 形容 器 中 , 容器 的 一 端 是 静止 的 固 壁 , 另 一 端 是 
运动 的 活塞 , 且 活塞 在 初始 时 刻 处 于 平衡 态 (图 31 (b)) 首先 应 使 容器 中 的 气体 在 
0 = const 时 从 M 膨胀 至 N. 为 此 , 设想 容器 侧 壁 与 活塞 是 隔 热 的 , 而 导热 良好 的 
底部 位 于 一 个 温度 0 保持 不 变 的 加 热 器 一 — 热 库 之 上 .我 们 将 逐渐 从 活塞 印 掉 无 
穷 小 载荷, 使 活塞 无 穷 缓 慢 地 上 升 , 以 便 气体 的 温度 6 来 得 及 与 热 库 的 温度 9 平衡 
从 而 使 气体 的 温度 在 活塞 上 升 的 所 有 时 间 内 都 等 于 01. 此 时 气体 发 生 膨 胀 , 气体 的 
压强 p 减 小 , 体积 增加 . 用 这 种 方法 达到 状态 N 后 , 我 们 将 容器 与 热 库 分 开 , 并 增加 
一 块 隔 热 板 覆 盖 在 容器 底部 , 然后 再 连续 地 从 活塞 印 掉 无 穷 小 载荷 ,使 气体 绝热 脱 胀 
至 状态 K. 此 后 , 我 们 重新 把 容器 放 到 温度 9。 保 持 不 变 的 热 库 上 , 并 开始 无 穷 缓慢 
地 增加 活塞 的 载荷 ,使 气体 压缩 至 状态 P. 这 时 气体 的 温度 显然 有 升 高 的 趋势 , 但 我 
们 利用 温度 为 9 的 物体 来 降低 这 个 温度 , 其 作用 此 时 已 经 不 是 加 热 , 而 是 冷却 、 达 
到 状态 P 后 , 我 们 继续 无 穷 缓慢 地 增加 活塞 的 载荷 , 但 通过 绝热 的 方式 来 压缩 气体 
直到 载荷 增加 到 其 初始 值 ,我们 就 回 到 状态 M. 用 这 种 方法 组 成 的 卡 诺 循 环 不 但 可 
以 沿 一 个 方向 (MNKPM) 进行 , 而 且 可 以 沿 另 一 个 方向 (MPKNM) 进行 , 它 是 一 
个 理想 化 的 进行 得 无 穷 缓慢 的 可 逆 循 环 . 
在 一 般 情况 下 , 既 可 以 研究 可 逆 循 环 , 也 可 以 研究 不 可 逆 循 环 . 在 可 逆 卡 诺 循环 


了 可 以 使 用 等 价 的 量 V = my/p 来 代替 1/p, 因为 所 有 讨论 都 是 对 物质 体 V 进行 的 , 其 质量 m 守 
恒 , 并 且 在 这 个 例子 中 认为 密度 对 物质 体 中 的 所 有 点 都 相同 . 
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的 情况 下 , 它 不 仅 可 以 向 一 个 方向 进行 , 还 可 以 向 另 一 个 方向 进行 . 
我 们 沿 全 部 卡 诺 循环 对 热流 方程 (4.1) (dq** = 0) 进行 积分 . 
作为 热机 或 制冷 机 按 i . ee 


f pd 本 4 dg 中， 或 4= 9@， (4.9) 


式 中 4 是 系统 因 卡 诺 循环 而 “输出 ” 的 总 功 , Q(e) 是 从 外 部 “进入 ”系统 的 总 热流 . 

沿 任何 封闭 的 循环 运动 的 双 参 量 介质 , 其 机 械 功 的 密度 4/m 等 于 #pd(1/p), 所 
以 它 在 数值 上 显然 等 于 状态 平面 (p, 1/p) 上 表示 循环 过 程 的 曲线 所 围 出 的 面积 , 因 
而 一 般 而 言 不 为 零 . 对 于 所 研究 的 卡 诺 循环 , 功 的 密度 A/m 等 于 MNKPM 的 面 
积 . 若 循环 沿 MNKPM 的 方向 进行 , 则 4 > 0; 车 循环 沿 反 方向 进行 , 则 4 < 0. 如 
果 4 > 0, 则 系统 在 循环 中 产生 机 械 功 , 根据 (4.9), 应 当 向 系统 输入 热量 Qte) 才能 得 
到 该 机 械 功 . 我 们 得 到 按 卡 诺 循环 工作 的 热机 , 它 从 外 部 吸 热 并 产生 机 械 功 . 而 如 果 
4 < 0, 则 外 力 对 系统 做 功 , 根据 (4.9), 我 们 从 系统 得 到 热量 . 沿 绝热 段 NK 和 PM 
有 dq‘*) = 0, 系统 只 在 过 程 沿 等 温 段 MN 和 KP 进行 时 才 与 外 部 介质 交换 热量 . 

前 面 已 经 证 明 , 为 了 实现 气体 的 等 温 膨 胀 或 者 等 温 压 缩 ， 应 当 相 应 地 向 系统 提 
供 热量 或 者 从 系统 释放 热量 . 所 以 , 在 气体 膨胀 的 等 温 段 MN 需要 提供 热量 , 这 部 
分 热量 记 为 Qi (> 0), 而 在 压缩 段 KP 则 需要 释放 热量 8Q。 (> 0), 这 等 价 于 提供 热 
量 -Q2 (< 0). 因为 NK 和 PM 段 是 绝热 线 , 所 以 , 对 于 沿 顺 时 针 方向 进行 的 卡 诺 
循环 完成 一 周 所 应 提供 的 热量 Q4e, 得 


Qe = Q1 — 2. 
根据 (4.9) 可 以 写 出 
A=Q) = Q1— Q2. (4.10) 


此 时 , 完成 卡 诺 循 环 的 系统 是 热机 , 它 从 高 温 物体 吸取 热量 Q1, 把 这 些 热量 的 一 部 
分 @a 释放 给 低温 物体 , 并 依靠 热量 Qi - 82 产生 机 械 功 . 如 果 卡 诺 循 环 沿 反 方向 
进行 , 则 在 PK 段 应 提供 热量 Q@: (> 0), 在 NM 段 应 提供 负 的 热量 -Qi (< 0). 在 
反 向 循环 中 所 提供 的 总 热量 @() = 41 < 0 (负数 ), 它 由 以 下 等 式 确定 : 

A1= 0 = QQ1<0. 


此 时 , 按 卡 诺 循环 运转 的 机 器 是 作为 制冷 机 工作 的 ， 即 这 个 机 器 从 低温 热 库 中 吸取 
热量 82, 并 依靠 从 外 部 得 到 的 机 械 功 把 热量 Qi = Q。 - A1 传 给 高 温 热 库 . 
§ 5. 热力 学 第 二 定律 与 炳 的 概念 


我 们 现在 来 研究 热力 学 第 二 定律 , 它 也 像 第 一 定律 那样 是 一 个 普 适 的 结论 , 关于 
物理 现象 的 机 理 的 所 有 已 知 的 实验 数据 和 所 有 理论 上 的 认识 都 证 实 了 这 一 结论 . 热 


§5， 热 力学 第 二 定律 与 炳 的 概念 . 161 . 


力学 第 二 定律 表明 , 不 可 能 有 这 样 一 种 循环 运转 的 装置 , 它 使 热量 从 低温 物体 M 传 
给 高 温 物体 N, 但 不 给 其 他 物体 带 来 任何 变化 , 并 且 这 时 应 认为 , 物体 M 和 N 只 能 
与 外 部 装置 交换 热量 0 (热力 学 第 二 定律 的 第 一 种 表述 ). 

热力 学 第 二 定律 可 以 这 样 来 表述 : 不 可 能 制造 出 所 谓 的 第 二 类 永 动机 , 即 按照 
某 种 循环 运转 且 符 合 热力 学 第 一 定律 的 一 种 机 器 , 它 仅仅 依靠 从 某 个 温度 固定 的 单 
一 热源 吸 热 而 周期 性 地 做 功 (第 二 种 表述 ). 

下 面 将 证 明 , 热力 学 第 二 定律 的 这 两 种 表述 是 等 价 的 . 

我 们 开始 先 利用 对 卡 诺 循环 的 研究 来 得 出 热力 学 第 二 定律 的 一 些 重要 推论 和 它 


在 数量 上 的 表述 . 
i 我 们 来 引入 按 卡 诺 循环 运转 的 热机 的 效率 7 的 概念 .按照 定义 ， 
循环 完成 后 所 得 机 械 功 4 (> 0) 与 循环 进行 时 向 系统 提供 的 热量 
Q1 (> 0) 之 比 称 为 卡 诺 循环 的 效率 nm. 根据 (4.10), 对 于 卡 诺 循环 的 效率 成 立 公式 
他 王 郝 二 1— Or <1. 
对 卡 诺 循环 得 到 性 质 mn < 1 是 热力 学 第 一 定律 的 推论 . 
热力 学 第 二 定律 的 一 个 绝妙 的 推论 是 下 面 这 个 关于 卡 诺 循环 效率 ) 的 卡 
卡 诺 定理 ” 诺 定 理 - 
对 于 任何 可 逆 卡 诺 循环 , 的 值 只 取决 于 等 温 线 MN 和 KP 对 应 的 给 定 的 温 
度 9 和 b (图 31), 它 与 参加 卡 诺 循环 的 工作 物 的 性 质 无 关 (所 以 在 前 面 详细 分 析 
的 例子 中 可 以 采用 完全 气体 ), 与 组 成 循环 的 下 述 方法 也 无 关 , 例如 与 工作 物 的 大 小 
”和 沿 等 温 线 的 膨胀 程度 无 关 . 
我 们 来 证 明 , n 只 与 9 和 9 有关, 它 是 可 逆 卡 诺 循环 的 一 个 绝对 特征 量 , 即 它 
是 一 个 普 适 函数 mn(91， 92). 与 此 同时 将 证 明 , 如 果 温 度 9 和 9 是 固定 的 , 则 按 不 可 
道 卡 诺 过 程 运转 的 热机 ( 即 任何 按照 图 31 (a) 周期 性 运转 的 、 只 从 温度 9 和 b 保 
持 不 变 的 热 库 取 热 的 热机 ), 其 效率 不 可 能 高 于 按 相 应 可 道 卡 诺 循环 运转 的 热机 
的 效率 , 即 
7 <7. (5.1) 


因此 , 卡 诺 循环 的 效率 在 可 逆 循 环 中 最 大 , 并 且 用 任何 方法 都 不 可 能 使 它 等 于 

1, 因为 为 了 得 到 机 械 功 4, 不 但 需要 从 环境 介质 获取 热量 Qi 来 组 成 等 温 膨胀 , 而 且 
必然 要 把 所 得 热量 的 一 部 分 Q2 炙 放 给 环境 介质 来 组 成 等 温 压缩 . 

首先 证 明 结 论 (5.1). 为 此 , 我 们 假设 存在 两 个 卡 诺 循环 : 一 个 是 效率 为 9 的 不 

可 逆 循 环 , 另 一 个 是 效率 为 7 的 可 道 循环 , 并 且 在 这 些 循环 中 , 起 加 热 和 冷却 作用 的 

热 库 分 别 具 有 相同 的 温度 2 和 b, 且 0 > 9. 假如 > 思 我 们 来 证 明 这 一 假设 与 

了 如 果 物 体 M 和 N 能 够 与 外 部 装置 交换 的 不 仅仅 是 热量 , 就 可 以 把 热量 从 低温 物体 传 给 高 温 


物体 而 不 在 其 他 物体 中 造成 任何 变化 . 例如 , 利用 一 个 按 卡 诺 循环 运转 的 制冷 机 就 可 以 实现 这 个 
过 程 , 它 把 物体 M 和 N 当 作 热 库 , 所 需 机 械 能 也 从 物体 M 和 N 获取 . 
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热力 学 第 二 定律 矛盾 .其 实 , 让 效率 为 % 的 热机 正方 向 运转 ,从 而 产生 机 械 功 47， 
让 第 二 个 (可 逆 ) 热机 反方 向 运转 , 即 把 它 用 作 制 冷 机 . 那么 , 对 效率 为 的 热机 有 
Qi > 0, 8;>0, 且 4'= 1 一 QQ;>0, 对 效率 为 n 的 热机 则 有 Qi > 0, Qs>0, 且 
A4= Q2 一 Q1 <0(-4 (> 0) 是 对 制冷 机 做 的 功 ). 

我 们 这 样 来 选取 可 逆 卡 诺 循 环 , 使 等 式 -4 = 4' 成立 D) , 即 9’ 一 @ = Q1-Qz, 
然后 把 这 两 个 机 器 连接 起 来 . 我 们 得 到 一 个 这 样 的 热机 : 


Ao=A+A= 8+Q2—Q1—Q=0. 


该 组 合 热机 所 产生 的 唯一 效果 是 作为 高 温和 低温 热 库 的 物体 之 间 的 热量 传递 . 
热量 Q1 -- 81 = 82 -QQ9 取 自 其 中 一 个 物体 , 又 传 给 另 一 个 物体 . 我 们 所 选取 
的 可 递 循环 和 不 可 道 循 环 满足 |4| = 4', 所 以 mnQ1 = wwQ1. 由 此 可 知 , 从 假设 > 7 
推出 不 等 式 
Qi1<Qi， 或 Qi1-Qi= QQ>0. 


大 于 零 的 量 Q2 - Qs 等 于 取 自 温度 为 9 的 热 库 的 总 热量 , 而 与 之 相等 的 同样 大 于 
零 的 量 81 - 81 等 于 传 给 具有 更 高 温度 91 (> 9,) 的 热 库 的 热量 . 于 是 , 组 合 热机 不 
消耗 外 部 能 量 就 使 热量 从 低温 热 库 传 给 高 温 热 库 , 但 根据 热力 学 第 二 定律 的 第 一 种 
表述 , 这 是 不 可 能 的 . 

因此 , 我 们 所 做 的 假设 mw > ?7 与 热力 学 第 二 定律 矛盾 , 该 假设 不 应 成 立 , 从 而 只 
允许 以 下 可 能 性 : 


7<7 或 了 = 让. (5.2) . 
如 果 效 率 为 w 的 热机 也 是 可 逆 的 , 那么 , 在 上 述 讨论 中 交换 7 与 y 的 位 置 , 得 
n7< 或 7 = (5.3) 
式 (5.2) 与 (5.3) 仅 在 以 下 条 件 下 才 相 容 : 
7 =7. 


这 就 证 明 , 任何 两 个 可 逆 卡 诺 循环 在 9 和 9 分 别 相同 时 效率 也 相同 . 如 果 效 率 为 
7 的 热机 是 不 可 逆 的 , 就 不 能 让 该 热机 反方 向 运转 从 而 给 出 上 述 结果 , 所 以 不 能 这 
样 来 证 明 式 (5.3). 

因此 , 如 果 效 率 为 的 循环 是 不 可 逆 的 , 则 一 般 成 立 不 等 式 


7 <n. 人 
效率 了 表征 在 热机 运转 时 高 温 物体 所 提供 的 热量 Qi 的 利用 率 ; 在 这 些 热量 中 , 仅 有 
量 7 所 决定 的 那 一 部 分 被 热机 转化 为 机 械 功 . 可 逆 热 机 是 最 合算 的 , 因为 对 不 可 逆 


1 通过 简单 地 选取 工作 物 的 尺寸 , 总 能 够 这 样 选取 具有 相同 效率 ， 的 可 逆 热 机 , 因为 在 我 们 所 
研究 的 情况 中 , 功 和 热 的 值 与 工作 物 的 质量 成 正比 . 


§5， 热 力学 第 二 定律 与 迷 的 概念 .163 . 


热机 而 言 , 一 般 ww < nm. 从 这 个 意义 上 讲 , 在 被 消耗 的 能 量 中 , 有 一 部 分 是 因为 不 可 
逆 性 而 额外 损失 掉 的 . 

在 证 明 所 有 可 道 卡 诺 循环 的 效率 相同 时 , 我 们 既 没有 用 到 工作 物 的 性 质 , 也 没有 
用 到 循环 的 个 别 性 质 . 因此 , 可 逆 卡 诺 循环 的 效率 与 工作 物 的 性 质 和 膨胀 程度 无 关 ， 
它 仅 依赖 于 9 和 9, 是 一 个 普 适 函数 7 = (91,，92). 

现在 , 我 们 来 求 出 这 个 普 适 函数 (91, 69s). 由 卡 诺 循环 效率 的 定义 , 有 


M099)= 计 一 1 一 守 . 


Q1 
引入 如 下 函数 来 代替 nm(91，9。): 


f {01, 02) =1— n(01, 02)， 
即 
1 9) = 如 


我 们 来 得 出 f(91, 92) 的 函数 方程 . 为 此 , 考虑 温度 为 91, 0s, gs 的 3 个 高 热 容 物体 1 
和 3 个 可 逆 卡 诺 循环 ， ee 的 高 温和 低温 热 库 . 显然 ， 
* Q2 Qs 


f(01, 02) = :OO = f(03, 02)f(01, 03), (5.4) 


式 中 , 例如 对 于 高 温 热 库 温度 为 bs 而 低温 热 库 温度 为 9。 的 卡 诺 循环 , (93，02) = 
1 一 7(93，02), 等 等 . 我 们 指出 , 函数 自 变量 的 顺序 非常 重要 , 第 一 个 自 变 量 总 是 所 研 
究 的 卡 诺 循环 的 高 温 热 库 的 温度 , 第 二 个 自 变量 则 总 是 低温 热 库 的 温度 . 

当 91 = 0 时 , 方程 (5.4) 归结 为 以 下 条 件 : 


1= f(0s, 01)f(01, 03), 
即 , 当 自 变量 交换 位 置 后 , 函数 f 变 为 1/7. 利用 函数 f 的 这 个 性 质 , 从 方程 (5.4) 得 


Q2 f(03, f(03, 02) 
Q1 De = f(0, 02) = Ff(03, 01) a) 
比值 92/Qi 与 ba 无 关 , 它 仅 依 赖 于 温度 9 和 b 的 值 . 因为 对 于 所 有 可 能 的 
91 和 92 来 说 bs 可 以 认为 是 常量 , 所 以 函数 方程 (5.5) 的 解 具 有 以 下 形式 : 


(5.5) 


_ w(02) 

2 f(01, 02) = poy: 
Qa _ wb2) 
Q1 ww(01) 


”D 这 里 假定 01 > 03 >02. 一 译注 
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Pp 


图 32，(a) 与 一 连 串 卡 诺 循环 的 外 边界 重合 的 过 程 Y; (b) 任意 的 可 逆 循 环 


我 们 把 函数 w(9) 的 值 称 为 绝对 温度 0 2 并 从 而 有 
QH (5.6) 


即 在 可 北 卡 诺 循 环 中 , 由 热力 学 系统 释放 给 低温 热 库 的 热量 Q。 与 系统 从 高 温 热 库 
得 到 的 热量 Qi 之 比 等 于 低温 热 库 和 高 温 热 库 的 绝对 温度 之 比 . 由 此 建立 起 来 的 关 
系 把 作为 等 温 线 特征 量 的 温度 的 概念 与 在 相应 卡 诺 循环 中 所 得 到 和 释放 的 能 量 联系 
起 来 . 

我 们 把 可 逆 过 程 的 关系 式 (5.6) 写 为 以 下 形式 : 
热力 学 第 二 定律 用 于 


可 逆 卡 诺 循环 时 的 定 中- 史 =0 
量 表述 Ee 


、 然后 , 按照 一 般 定义 , 我 们 规定 系统 得 到 的 热量 Q1 = Q(e 为 
正 , 释放 的 热量 -Qs = 8 为 负 . 上 面 的 等 式 这 时 具有 以 下 形式 : 


Q(9) {e) 

re 
此 普 适 结论 得 自 热力 学 第 二 定律 , 它 可 以 作为 热力 学 第 二 定律 对 工作 物 是 任意 双 参 
量 介质 的 任何 可 逆 卡 诺 循 环 的 定量 表述 . 

Wy 考虑 某 可 逆 循 环 .2， 它 在 状态 空间 p，1/p 中 由 一 条 分 段 
pe 曲线 表示 , 该 曲线 与 一 连 串 可 逆 卡 诺 循环 的 外 边界 重合 (图 
| 32 (a)). 因为 等 式 (5.7) 对 每 个 单独 的 卡 诺 循环 都 成 立 , 所 以 ， 

对 于 所 有 的 卡 诺 循环 , 把 这 些 等 式 相 加 , 得 并 Qi/ = 0. 与 


乡 内 部 的 路 径 相对 应 的 那些 项 Q;/T; 在 求 和 时 显然 将 消失 , 因为 这 些 路 径 中 的 每 一 


(5.7) 


5) 直接 计算 就 容易 验证 , 如 果 在 卡 诺 循环 中 使 用 状态 方程 为 p= RpT (7 是 开 氏 温度 ) 的 完全 气 
体 为 工作 物 , 则 82/Q1 = Zz/Ti. 因此 , 这 里 引入 的 绝对 温度 正比 于 开 氏 温度 . 
2 绝对 温度 的 规范 名 称 是 热力 学 温度 . 一 一 译注 


§5， 热 力学 第 二 定律 与 粹 的 概念 号 


条 , 例如 4B, 都 将 沿 不 同方 向 被 经 过 两 次 , 并 且 温 度 为 T 的 工作 物 一 次 是 起 冷却 作 
用 , 另 一 次 则 是 起 加 热 作用 . 所 以 最 终 得 到 


2 亲 = 0， (5.8) 


式 中 只 对 沿 这 些 可 道 卡 诺 循环 之 和 的 外 边界 进入 的 热流 Qi 求 和 , 即 只 在 分 段 曲线 
-2 上 才 进 行 求 和 . 

现在 , 设 2 是 通过 一 个 双 参 量 热力 学 系统 实现 的 任意 的 可 逆 循 环 . 为 了 实现 这 
样 的 循环 , 我 们 需要 大 量 温度 相差 无 穷 小 的 热 库 . 让 系统 依次 与 温度 等 于 循环 微 过 
程 中 的 系统 温度 的 热 库 进行 接触 , 同时 进行 无 穷 缓慢 的 压缩 或 膨胀 . 设 系统 在 封闭 
曲线 .2 的 无 穷 小 段 44' (图 32 (b)) 上 得 到 微 热 量 AQ(9). 经 过 点 4 引 等 温 线 4C， 
经 过 点 4' 引 绝 热线 4/C, 并 用 AQisoth 表示 系统 假如 完成 无 穷 小 等 温 过 程 4C 而 
得 到 的 热量 . 考虑 微 循环 44'C4, 可 得 由 dQ@(*) = AQG) 与 AQisoth 之 间 的 关系 . 


对 此 循环 应 用 能 量 守恒 定律 , AQ(®) 一 i = A4 (循环 44'C4 在 等 温 线 4C 段 
沿 C4 方向 进行 , 所 以 在 对 循环 44'C4 的 能 量 守恒 定律 中 出 现 的 是 (-AQisotn)). 
对 于 循环 的 无 穷 小 部 分 , 热量 AQ@) 和 AQisoth 是 一 阶 无 穷 小 量 , 而 微 循环 所 做 的 
功 A4 是 面积 44'C4, 因而 是 二 阶 无 穷 小 量 , 即 相 对 于 AQ(e 和 AQisotn 的 无 穷 小 
量 . 延长 绝热 线 4'C 至 它 与 .2 的 第 二 个 交点 B', 再 经 过 点 4 引 绝热 线 . 那么 , 系 
统 在 过 程 2 的 B'B 段 上 得 到 的 热量 AQ(®) 在 同样 的 近似 程度 下 等 于 等 温 线 B'D 
段 所 对 应 的 那些 热量 . 显然 , 精确 到 二 阶 小 量 , 过 程 的 44' 和 B'B 段 上 的 两 部 分 热 
量 AQ(®) 等 于 系统 假如 作为 进行 可 逆 卡 诺 循 环 4CB'D4 的 卡 诺 热机 的 工作 物 而 分 
别 从 高 温和 低温 热 库 得 到 的 热量 AQisotn. 

如 果 将 曲线 .2 内 部 的 全 部 区 域 用 一 系列 绝热 线 分 割 为 许多 带 状 区 域 (图 32{b)) 
并 作出 相应 的 等 温 线 , 就 得 到 由 状态 空间 中 的 一 条 分 段 曲线 表示 的 过 程 .2', 该 曲线 
是 由 一 段 段 绝热 线 和 等 温 线 组 成 的 . 对 此 过 程 可 以 应 用 等 式 (5.8)， 


人 人 iisoth 
2 二 二 多 (5.9) 


式 中 对 沿边 界 .2' 进入 的 热流 Qiisotn 进行 求 和 . 

如 果 所 作 绝 热线 的 数目 趋 于 无 穷 , 而 循环 .2 在 这 些 绝热 线 之 间 的 曲线 段 的 长 
度 趋 于 零 , 则 .2 一 2 AQisoth 一 AQte), 又 因为 差 AQ - AGQiscth 是 二 阶 小 量 (无 
穷 小 曲线 三 角形 的 面积 ), 所 以 对 (5.9) 取 极 限 , 得 关系 式 


dQ@e) 
f T= 


2 


它 对 双 参 量 介质 所 进行 的 任何 可 道 循 环 都 精确 地 成 立 . 
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因为 沿 任何 可 逆 循 环 C 都 成 立 等 式 
dQ@(®) 
} We 
Cc 
所 以 , 对 于 状态 4 与 B 之 间 的 任何 可 逆 过 程 .22， a 与 积分 路 径 .2 无 关 . 
AB(Z) 
利用 可 逆 过 程 引入 双 ”如 果 固 定 双 参量 介质 系统 的 初始 状态 4, 则 对 于 能 够 通过 可 
参量 介质 的 晃 逆 过 程 到 达 状 态 4 的 任何 状态 B, 可 以 引入 一 个 被 称 为 业 的 
函数 : 
IN fdQ® 
5(B) = 5 (n :) = /| + 8(4), (5.10) 


其 自 变 量 为 状态 参量 一 一 点 B 的 坐标 . 按照 (5.10), 焙 可 确定 到 相差 一 个 常量 5(4). 
从 (5.10) 得 出 , 当 点 B 的 坐标 发 生 任何 变化 时 , 对 于 入 的 增 量 成 立 公式 


dQ@(®) 
ds = 万- 
所 以 , 尽管 通过 状态 参量 及 其 微分 表示 出 来 的 元 热流 一 般 不 是 全 微分 , 对 它 却 有 积 
分 因子 1/T(p, 1/p) 一 一 绝对 温度 的 倒数 . 
利用 热流 方程 , 对 粹 的 微分 可 得 表达 式 
_ dUm + dA 
= 一 上 一， 


dQ(®) 
dS = -了 


或 者 按 单位 质量 计算 ， 


dg” _ dU +pd(1/p) 


ds TT pa 


(5.11) 


它 可 用 于 计算 双 参 量 介质 的 炉 , 如 果 介质 的 内 能 U 作为 状态 参量 的 函数 是 已 知 的 . 
区 例如 , 对 于 常 热 容 完全 气体 p = pRT, U = cyT), 有 
完全 气体 的 炳 


s = czdT , Rd(1/p) 


. T lp 


或 
a T Ee 时 
5 一 Cy -i + const 一 D0-D77 + Consti 
p p/po 
= cy In +tconsts = cy in 一 一 一 十 s0， 5.12 
pn 本 (o/po)” “” 到 


式 中 Po, Po, 50 为 相应 的 常量 . 
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晃 的 存在 对 状态 方程 ” 式 (5.11) 对 函数 U(p, p) 和 T(p，p) 一 一 介质 的 基本 热力 学 
形式 的 限制 条 件 状态 函数 一 一 施加 了 一 些 限制 . 因为 ds 应 是 全 微分 , 所 以 
(5.11) 的 可 积 条 件 具有 以 下 形式 : 


A i RA 
Op \TOp/ BOp\TOp pT 


oTOU 7T7/0U Dp ZT 
7 | 条 天 
当 函 数 rr(p，p) 给 定时 , 函数 T(p，p) 应 是 (5.13) 的 解 , 因此 , 这 样 的 函数 不 是 任意 
的 , 即使 偏 微分 方程 (5.13) 有 许多 不 同 的 解 . 
我 们 来 研究 如 何 对 不 可 逆 卡 诺 循环 表述 第 二 定律 . 
设 温度 分 别 为 五 和 有 (TI > ZT) 的 两 个 热 库 是 两 个 卡 诺 循 


热力 学 第 二 定律 用 于 一 个 和 
不 可 逆 卡 诺 循环 时 的 环 中 的 高 温 热 库 和 低温 热 库 , 其 中 一 个 循环 可 道 (效率 为 n)， 


或 


定量 表述 另 一 个 不 可 道 (效率 为 1 ). 那么 ， 因为 7 <7= 1 — T/T, 
| 所 以 
“21 QT 
: 1 SS TL 或 Q1 > 页， 
从 而 
d_ Yo 
Tl Ty 
若 认为 进入 系统 的 热量 Q4 为 正 , 从 系统 释放 的 热量 Qs 为 负 , 得 
2 i 
> 字 < 0. 


t=1 
这 就 是 热力 学 第 二 定律 对 不 可 道 卡 诺 循环 的 定量 表述 . 
， 我 们 来 考虑 一 个 特别 的 例子 , 这 个 例子 指出 可 以 怎样 引入 系 
ii 统 整 体 的 炉 , 以 及 炉 在 不 可 逆 过 程 中 如 何 变化 ， 候 设 在 不 可 
例 子 ， 压缩 流体 中 有 两 个 体 微 元 I 和 II, 其 压强 相同 , 但 温度 不 同 . 
设 体 微 元 I 的 温度 为 五 , II 的 温度 为 TZ (有 > 五)， 
如 果 让 这 两 个 微 元 进行 接触 ,它们 之 间 就 将 发 生 热 交换 ,并且 在 每 一 时 刻 都 可 
以 对 微 元 I 和 I 中 的 每 一 个 写 出 确定 的 温度 值 (因为 I 和 I 的 体积 很 小 ). 从 I 向 
I 的 热传导 过 程 是 不 可 逆 的 , 因为 根据 热力 学 第 二 定律 , 若 T2 > 五 , 热 在 不 消耗 外 部 
能 量 时 只 能 从 温度 为 了 的 微 元 向 温度 为 Ti 的 微 元 传递 . | 
用 dQ 表示 在 dt 时 间 内 从 微 元 II 向 微 元 I 传递 的 正 的 热量 . 为 简单 起 见 , 我 们 
研究 微 元 I 与 II 共同 组 成 的 系统 不 与 外 部 介质 交换 热量 的 情况 . 如 果 不 可 逆 性 只 与 
微 元 之 间 的 热传导 过 程 有 关 , 而 每 个 单独 的 微 元 内 部 的 状态 和 过 程 都 可 认为 是 可 道 
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的 , 则 可 对 单独 的 微 元 写 出 

dQ@ 

| 页 ， 

若 认 为 整个 系统 I 十 II 的 和 是 可 加 的 函数 , 即 
93=9I 十 SrT， 


d5ST = -dQ 


d51 = ro 


就 可 以 计算 出 全 部 粹 的 变化 : 
To 一 全 

dS = dS1+ dS = qdQ TT 
因此 , 虽然 在 这 个 例子 中 根本 没有 外 部 热流 进入 系统 T+ II, 该 系统 的 粹 还 是 因为 不 
可 逆 的 内 部 过 程 而 增加 . 

ol 上 文中 作为 状态 函数 的 炉 是 基于 卡 诺 循环 仅 对 双 参 量 介质 引 
pp el a 入 的 . 现在 我 们 来 研究 , 可 以 怎样 对 状态 由 n 个 变化 的 主 定 
和 参量 /1, /12，.…, ym 决定 的 介质 引入 炳 , 并 证 明 , 对 于 在 所 有 

中 间 状 态 都 可 确定 系统 温度 人 的 任意 不 可 逆 循 环 C 都 成 立 


{e) 
Ree 


C 
为 此 , 我 们 把 任意 一 个 系统 所 完成 的 任意 一 个 (可 能 是 不 可 逆 的 ) 循环 C 分 割 为 无 
穷 小 的 微 过 程 dl;. 在 每 个 微 过程 dl; 中 , 系统 的 温度 们 可 以 认为 是 不 变 的 , 而 系统 
得 到 的 热量 记 为 4Qi. 在 每 个 微 过 程 dl; 进行 时 , 可 以 把 多 参量 介质 用 作 一 个 通过 畏 
助 双 参量 介质 实现 的 微 可 逆 卡 诺 循环 的 热 库 , 并 且 可 以 这 样 来 选取 这 些 卡 诺 循环 , 使 
辅助 双 参 量 系统 在 每 个 循环 中 向 所 该 多 参量 系统 释放 出 数量 为 4Q; 的 热量 ， 所 以 ， 
多 参量 系统 在 过 程 C 中 从 外 界 得 到 的 所 有 热量 , 可 以 想象 为 是 通过 与 辅助 双 参 量 介 
质 的 接触 而 得 到 的 . 我 们 取 温度 To 不 变 的 某 个 物体 作为 所 有 辅助 卡 诺 循环 的 第 二 
个 外 部 热 库 . 、 
对 于 每 个 微 卡 诺 循环 , 有 

dQ dQo 

-+ 0， (5.14) 
式 中 -dQ@( 与 dQo 分 别 为 双 参 量 介质 在 等 温 线 T 与 T, 上 得 到 的 热量 . 沿 整个 特 
环 C 对 (5.14) 进行 积分 , 得 


可 _ dQ®) 
i { dQo =To 了 


现在 考虑 由 双 参 量 介质 和 多 参量 介质 共同 组 成 的 热力 学 系统 . 只 有 热 库 To 才 
向 这 个 系统 提供 热量 . 经 过 循环 C 进入 复合 系统 的 外 部 热流 之 和 等 于 Qo. 


>0. 


不 等 式 


§5， 热 力学 第 二 定律 与 粹 的 概念 - 169 . 


根据 能 量 守 恒定 律 , 复合 系统 得 到 的 热量 Qo 等 于 该 系统 对 外 部 物体 做 的 功 4: 
(e) 
二 1 4. 


Cc 

功 4 不 可 能 为 正 , 因为 在 这 种 情况 下 我 们 就 具有 一 个 循环 运转 的 机 器 , 它 只 依靠 来 
自 温度 7 固定 的 热 库 的 热流 就 对 外 部 物体 做 机 械 功 A 不 可 能 制造 出 这 样 的 机 器 
正 是 热力 学 第 二 定律 的 表述 之 一 

oe 这 个 表述 被 称 为 热力 学 第 二 定律 的 第 二 种 表述 ( 见 160 页 ). 
要 不 济 入 二 定律 丙种 我 们 来 下 明 , 它 等 价 于 第 一 种 表述 。 ， 

为 此 , 利用 反 证 法 , 首先 假设 第 一 种 表述 成 立 , 而 第 二 种 

表述 不 成 立 , 即 可 以 实现 这 样 的 循环 运转 的 机 器 , 它 只 与 温度 To 固定 的 一 个 物体 交 
换 热 量 就 能 做 正 功 . 那么, 所 得 到 的 功 可 以 用 于 这 样 的 制冷 机 , 它 按照 卡 诺 循环 运转 ， 
把 热量 从 某 个 温度 为 T* (< n) 的 热 库 传 给 温度 为 T 的 热 库 

由 方程 

A=.Q1— Q2 = Qo>0, 


这 个 机 器 从 温度 为 T* 的 热 库 取出 热量 82, 并 把 热量 Q1 (> Qo) 传 给 温度 为 T 的 
热 库 . 结果 是 , 在 由 该 制冷 机 和 上 述 产生 功 4 的 机 器 所 组 成 的 热力 学 系统 中 , 因为 
Qi - Qo > 0, Qs > 0, 热量 在 不 消耗 外 部 任何 能 量 的 情况 下 就 从 温度 T* 较 低 的 物 
体 传 给 温度 To 较 高 的 物体 , 并 且 温度 分 别 为 T* 和 7 的 物体 与 这 些 机 器 只 有 热量 
交换 . 根据 热力 学 第 二 定律 的 第 一 种 表述 , 这 是 不 可 能 的 . 

在 论述 热力 学 第 二 定律 两 种 表述 的 等 价 性 时 , 为 了 其 完整 性 , 我 们 指出 , 如 果 提 
出 相反 的 假设 , 认为 第 一 种 表述 不 成 立 , 则 由 此 可 知 建造 第 二 类 永 动机 是 可 能 的 . 

其 实 , 如 果 假 设 热量 在 不 消耗 外 部 功 的 情况 下 即 可 从 温度 为 T 的 热 库 传 给 温 
度 为 TT > TD) 的 热 库 , 我 们 就 可 以 把 从 温度 为 T 的 物体 传 给 温度 为 T) 的 物 
体 的 热量 Q, 热量 用 于 一 个 热机 , 例如 按照 卡 诺 循环 运转 的 热机 . 这 个 热机 从 温度 为 
7 的 物体 取出 上 述 热量 Q1, 把 其 中 一 部 分 Q。(Q2 < Q1) 反 过 来 传 给 温度 为 T 的 
物体 , 并 产生 某 些 机 械 功 4 (> 0). 

如 果 把 上 述 两 个 过 程 (自发 过 程 和 热机 中 的 过 程 ) 看 作 一 个 过 程 , 则 显然 其 结果 
将 是 , 仅 依靠 从 温度 为 区 的 一 个 热 库 吸收 热量 Qi - 82 即 可 周期 性 地 产生 机 械 功 . 
这 违反 了 热力 学 第 二 定律 的 第 二 种 表述 . 


这 样 , 上 面 已 经 证 明 , 假设 # dQ 、0 违反 了 热力 学 第 二 
热力 学 第 二 定律 用 于 工 


C 
任何 介质 中 的 不 可 逆 “定律 . 因此 , 对 于 任何 多 参量 介质 (包括 双 参量 介质 ) 所 完成 
过 程 时 的 定量 表述 。 的 任何 循环 C, 应 当成 立 关系 式 


dQ(e) 
所 0. 
$<' 
C 
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热力 学 第 二 定律 用 于 “如 果 原 循环 C 是 可 逆 的 , 则 在 循环 C 逆向 进行 时 重复 我 们 
任何 介质 中 的 可 逆 过 ”的 讨论 , 所 得 结论 将 是 , 4 < 0 的 假设 也 违反 热力 学 第 二 定律 
程 时 的 定量 表述 对 于 任何 介质 所 进行 的 可 逆 循 环 C, 唯一 的 可 能 是 . 


dQ@(®) 


(e 
利用 可 逆 过 程 引入 多 由 此 可 见 , 当 过 程 可 逆 时 , 积分 /党 dQ 与 积分 路 径 无 关 , 它 


参量 介质 的 炳 
在 初 态 4 固定 时 只 是 介质 的 终 赤 B 的 函数 . 因此 , 就 像 利用 


可 道 过 程 对 双 参 量 介 质 引 入 炳 那样 , 利用 可 逆 过 程 可 以 对 多 参量 介质 引入 一 个 被 称 
为 灶 的 单 值 的 状态 函数 : 


dQ(e) 
5(B) = [+s(4). 
| 

设 过 程 .2 使 介质 从 状态 4 到 达 状 态 B. 如 果 这 个 过 程 是 不 可 逆 的 , 就 可 以 通 
过 4 与 B 之 间 相 应 的 任意 的 可 道 过 程 . 色 来 计算 状态 B 的 焙 ， 只 要 假设 这 样 的 
可 逆 过 程 存 在 (图 33). 由 此 得 出 

S(B)— S(A)> do ， 

AB(Z) 

其 实 , 考虑 某 介质 的 两 个 状态 4 与 .8B, 设 在 这 两 个 状 
态 之 间 能 够 实现 两 个 过 程 , 其 中 一 个 (. 名 ) 是 可 逆 的 , 另 一 
个 (多) 是 不 可 逆 的 . 利用 可 逆 过 程 .名 可 以 计算 箭 


dQ@(®) 
TT 


图 33， 用 于 通过 可 道 过 程 
引入 业 5(B)- 5(4) = 
4(-2) 


如 果 考 虑 循环 C = 4. 乡 B44, 则 它 显然 是 不 可 逆 的 , 且 


dQ(e) 
< 
几 <0 


C 


所 以 


(9 
S(B)— S(4) > ~. 
AB(Z) 


应 当 注 意 , 最 后 的 积分 是 沿 不 可 逆 路 径 .2 进行 的 . 
了) 显然, 差 值 5(B) - S(4) 对 状态 4 与 B 之 间 的 每 一 个 不 同 的 可 北 路 径 都 是 相同 的 . 


一 
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非 补 偿 热 ”对 于 连接 两 个 无 穷 接 近 的 状态 4 和 B 的 不 可 逆 过 程 , 我 们 有 


dQ(e) 
TT 


dS > 


因此 , 当 过 程 不 可 逆 时 | 
Td5S > dQ®, 


或 
TdS = dQ +dQ/， (5.15) 


式 中 的 量 dQ' 称 为 非 补偿 热 , 它 永 远大 于 或 等 于 零 . 当 过 程 可 逆 时 dg' = 0. 然而 值 
得 强调 的 是 , 在 dQ' ~ 0 时 过 程 完全 有 可 能 是 不 可 逆 的 . 

上 面 已 经 证 明 , 如 果 假设 任意 两 个 状态 4 与 B 之 间 除 不 可 逆 过 程 外 还 同时 存 
在 可 逆 过 程 , 则 从 热力 学 第 二 定律 可 知 , 存在 炳 这 个 函数 , 它 依赖 于 决定 状态 4 与 
B 的 那些 参量 . 这 个 结论 和 炉 的 那些 被 证 实 的 性 质 在 所 有 宏观 理论 中 都 具有 基本 的 
意义 , 因此 , 作为 任何 力学 、 物理 学 乃至 一 般 自 然 科 学 的 宏观 模型 中 的 一 个 热力 学 函 
数 , 引入 粹 的 概念 就 像 引 入 能 量 的 概念 那样 是 非常 重要 的 . 从 这 个 观点 来 看 , 上 面 发 
展 起 来 的 理论 在 以 下 情况 下 需要 推广 和 扩充 , 如 系统 的 温度 一 般 而 言 没有 定义 的 情 
况 3 或 者 任意 两 个 状态 4 与 B 根据 某 些 模型 的 定义 无 法 由 可 逆 过 程 连接 起 来 的 
情况 

长 久 以 来 , 许多 作者 似乎 觉得 在 物理 学 中 根本 没有 这 类 理论 模型 , 这 种 观点 至 
今 仍然 存在 . 然而, 这 是 不 正确 的 观点 . 例如 , 如 果 在 所 建立 的 模型 的 范围 内 , 连接 
某 两 个 或 多 个 状态 的 所 有 平衡 过 程 都 是 不 可 逆 的 , 上 述 观 点 就 是 错误 的 . 因此 必须 
指出 , 在 许多 普及 的 教材 中 , 其 作者 在 没有 特别 附带 条 件 的 情况 下 “证 明 ” 了 一 个 错 
误 的 结论 : 所 有 平衡 过 程 都 是 可 逆 的 . 

,1 。。 示意 图 34 给 出 了 平衡 但 不 可 逆 过 程 的 一 个 例子 一 个 重 物 
不 多 池 ” 街 过 程 的 (例如 砖头 ) 沿 欧 止 的 水 平 桌面 运动, 考虑 摩擦 . 容易 看 出 , 当 

砖头 无 穷 组 慢 地 匀速 运动 时 3)， 在 水 平方 向 作用 于 砖头 的 合 
力 为 零 , 作用 于 砖头 的 力 到 与 摩擦 力 天 的 总 功 也 等 于 零 . 砖头 对 桌面 的 反作用 力 的 
功 等 于 零 , 而 砖头 对 绳子 的 反作用 力 的 功 不 等 于 零 , 它 与 作用 于 砖头 的 力 F 的 功 平 


3 在 用 (5.15) 和 dQ’ > 0 的 形式 表述 热力 学 第 二 定律 时 , 假设 温度 7 对 系统 的 所 有 部 分 都 相同 ， 
且 系 统 不 与 环境 介质 进行 质量 交换 . 本 章 88 和 8$11 给 出 了 包括 这 些 情况 的 更 一 般 的 表述 . 

2) 见 : KynuroBckuni A.,T., OraaT M.D. O IoHHTHH 95HTPOIII B 中 eHOMeHOTOTHIecKO 首 Tep- 
MOHHaMMKe， 了 OoTpPOCEI HEAmHEVHOi MeXaHHKH CHTOITHO 首 Cpenbl: C6opHK HaydHEIX TPYyXOB、 
Tannuna: Banryc, 1985. 49 一 62 

3) 因为 固体 之 问 的 相对 滑动 在 有 于 摩擦 时 不 可 能 无 穷 缓 慢 地 进行 , 所 以 重 物 沿 桌面 的 运动 不 是 
平衡 ( 准 静 态 ) 过 程 . 不 过 , 这 个 例子 的 条 件 只 要 稍 作 变 化 就 可 满足 要 求 . 我 们 假设 重 物 与 桌面 之 
间 有 一 层 起 润滑 作用 的 液体 . 由 于 液体 在 静止 状态 下 无 法 承受 切 向 应 力 , 很 小 的 拉力 就 能 使 重 物 
运动 起 来 , 液体 层 也 同时 运动 起 来 阻碍 重 物 的 运动 , 从 而 使 重 物 的 受 力 达 到 平衡 . 一 一 译注 
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G=F 


34， 不 可 逆 准 静态 过 程 的 一 个 例子 , f; 为 摩擦 力 


衡 . 在 重 物 与 桌面 的 接触 面 上 释放 出 的 热量 散发 到 温度 了 为 常量 的 巨大 的 热 库 中 . 
也 可 以 不 引入 热 库 而 考虑 重 物 缓慢 运动 的 过 程 , 其 平衡 温度 是 变化 的 . 
显然 , 图 34 给 出 了 一 个 简单 到 极限 的 平衡 但 不 可 逆 过 程 的 例子 ,如 上 所 述 , 这 
与 许多 热力 学 书 中 的 结论 是 相反 的 . 
从 这 个 例子 即 可 看 出 , 作用 于 重 物 的 外 力 的 功 在 一 般 情况 下 并 不 等 于 重 物 对 外 
部 物体 做 的 机 械 功 , 这 与 许多 教材 作者 的 结论 相反 . 在 非 保守 系统 中 , 或 者 甚至 当 该 
力学 系统 与 电磁 场 有 相互 作用 时 , 从 作用 力 与 反作用 力 相 等 这 一 定律 根本 不 能 得 出 
对 纯 机 械 能 交换 也 成 立 类 似 的 定律 , 这 是 极其 显然 和 众所周知 的 . 
作为 上 述 理论 的 延伸 , 以 下 论文 更 加 深入 地 论述 隧 的 概念 : Kaweaapxk .A.， 
Cenos JI.M. MakpocKoTMdecKoe BBemeHIe BeHTPOHIMH HpH .ocxra6reHHPIX IDer- 
IOIOKeHMHX 06 ocCyIIecTBMMPIx rpomeccax. HMM, 1979, 43(1): 3—6.. 
i 现在 将 得 出 在 deQ** 尖 0 条 件 下 工作 的 热机 的 能 量 方程 有 一 
. 480 的 热机 的 功 。 种 使 用 了 所 谓 磁 热效应 的 装置 就 是 这 种 热机 的 一 个 例子 .我 
们 知道 , 顺 磁 物 质 的 绝热 磁化 与 退 磁 类 似 于 诸如 完全 气体 的 双 参 量 系统 的 绝热 压缩 
与 膨胀 . 在 绝热 磁化 时 需要 消耗 外 部 能 量 d9*, 此 时 介质 的 内 能 增加 , 温度 升 高 . 在 
绝热 退 磁 时 系统 释放 能 量 dQ*, 其 内 能 减少 , 温度 降低 . 
磁 热 效应 可 用 来 获得 极 低 的 温度 (用 这 种 方法 获得 了 0.0044 K 的 温度 ). 
当 dQ@* 关 0 时 , 热流 方程 具有 以 下 形式 : 


dUm = —dA() + dQ(®) + dQ™. 
对 于 封闭 的 循环 C, 得 
flas® -a0") = gaoo = oo， (5.16) 
C Cc 


D) 英文 版 : Kameniarzh Ia. A., Sedov L.I. Macroscopic introduction of entropy with relaxed as- 
sumptions about realizable processes. J. Appl. Math. Mech., 1979, 43(1): 1 一 4 


85， 热 力学 第 二 定律 与 炳 的 概念 i 
式 中 Q@G) 表示 进入 热机 工作 物 的 总 热流 . 由 动能 定理 dE = d4G) + d4(e), 对 封闭 的 
循环 ($dE =0) 有 . 
dA®) = — ¢$ dA®), 
J 


所 以 等 式 (5.16) 可 以 改写 为 以 下 形式 : 
一 f (dA®) + dQ™*) = Q®). 


CU 

这 个 关系 式 就 是 描述 热机 做 功 的 能 量 方 程 .此 时 , 热机 完成 封闭 的 循环 并 从 外 部 介 

质 获得 热量 Qte), 这 些 热量 不 仅 用 来 产生 对 外 部 物体 的 机 械 功 , 而 且 还 用 来 向 外 部 
物体 传递 非 力学 (不 同 于 宏观 力 做 功 ) 和 非 热 量 本 质 的 能 量 . 

可 见 , 与 热机 做 功 有 关 的 那些 结论 也 可 应 用 于 dQ* 关 0 的 情况 , 只 要 把 dh 理 

解 为 和 d4(e) + dQ**, 即 认为 


4= 由 (d4(G + dQ**). 
{ 


内 能 相同 而 业 不 同 的 ”最 后 我 们 指出 , 可 以 存在 这 样 一 些 过 程 , 系统 在 经 历 这 些 过 
状态 程 后 内 能 不 变 , 但 系统 的 业 发 生变 化 . 这 是 因为 , 内 能 与 粹 可 

以 依赖 于 不 同 的 热力 学 参量 , 而 一 个 过 程 可 能 对 决定 内 能 的 
参量 封闭 而 对 决定 粹 的 参量 不 封闭 . 例如 , 在 完全 
气体 中 有 


U = cyT + const, 


s=cpln 二 十 const 
P-LD/7 、 T=const 
所 以 , 在 两 个 状态 之 间 的 任何 一 个 过 程 中 , 若 温 度 Wp 
相同 而 压强 不 同 , 该 过 程 就 是 这 个 类 型 的 . 和 让 


这 样 , 当 气 体 在 等 温 条 件 下 从 压强 为 po 的 高 :发 生变 化 
压气 钠 释 放 到 大 气 时 ， 其 内 能 不 变 , 但 焙 s 增加 
(因为 bp 减 小 ) (图 35). 在 这 个 过 程 中 , 气体 以 机 械 功 的 形式 释放 能 量 , 同时 吸收 数量 
完全 相同 的 热量 。 

我 们 指出 , 从 能 量 的 实际 可 用 人 性 的 观点 来 讲 , 相同 数量 的 能 量 可 以 具有 不 同 的 
品质 ,并且 灼 值 恰好 就 决定 了 这 种 品质 ( 粹 越 高 , 所 拥有 的 能 量 的 品质 就 越 低 ). 
其 实 , 例如 , 当 气 体 沿 等 温 线 从 状态 4 移 至 状态 B 时 , 气体 在 每 一 小 段 过 程 中 都 对 
“在 热力 学 中 有 专门 的 理论 研究 能 量 的 品质 和 可 用 性 , 可 以 参考 ，B. M. 布 罗 章 斯 基 证 方法 


及 其 应 用 . 王 加 璇 编译 . 北京 : 中 国电 力 出 版 社 ， 1996. Szargut J. Exergy Method: Technical and 
Ecological Applications. Southampton: WIT Press, 2005. 一 一 译注 
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外 做 机 械 功 ， 并 吸收 等 量 的 热量 
然而 , 热能 是 品质 最 低 的 一 种 能 量 形式 ,因为 根据 热力 学 第 二 定律 , 它 在 循环 过 
程 中 不 能 完全 转变 为 男 一 种 形式 的 能 量 .相反 , 其 他 形式 的 能 量 (例如 机 械 功 ) 则 能 
够 完全 地 互相 转变 , 也 能 够 完全 转变 为 热 
a 可 以 用 统计 方法 引入 炉 ,其 数值 与 相应 状态 的 概率 有 关 . 在 统 
用 统计 方法 引入 往 _ 计 物理 学 中 , 玻 尔 效 曼 对 炳 建立 起 以 下 公式 : 


#=klnP (5.17) 


式 中 大 为 玻 尔 效 显 党 量 , P 为 所 研究 状态 的 概率 的 一 种 度量 , 它 定义 为 该 宏观 状态 所 
对 应 的 可 能 的 微观 状态 的 数目 (许多 不 同 的 微观 状态 具有 完全 相同 的 宏观 特征 量 ) 
光 的 可 加 性 ， 电 (517) 可 得 入 的 可 加 性 , 只 要 系统 整体 状态 的 概率 等 于 单独 各 部 分 
状态 的 概率 之 积 . 此 结论 在 单独 名 部 分 状态 的 概率 独立 时 显然 成 立 
mnt 可 以 把 等 式 (5.17) 看 作 纺 的 定义 , 它 既 适用 于 平衡 态 ,也 适 
作 在 系统 趋 于 平衡 时 用 于 非 平衡 态 、 因 为 实际 出 现 的 状态 对 应 于 最 概 然 态 , 所 以 
由 (5.17) 可 知 , 当 孤 立 系统 趋 于 平衡 时 , 炉 会 增加 
车 一 个 系统 与 热 环境 隔绝 , 但 可 以 受到 任何 力 的 作用 , 则 它 
汪 夺 这 过 过 程 拘 各 ”所 经 历 的 过 程 称 为 绝热 过 程 ， 此 时 ,从 外 部 进入 系统 的 元 流 
为 零 d9@ =0). 在 可 逆 绝 热 过 程 的 情况 下 


7TdS=0， 故 5 = const. 


可 逆 绝 热 过 程 是 等 炳 的 . 

相反 , 若 一 个 可 逆 过 程 是 等 箭 的 , 即 5= const, 则 dQ(® = 0, 过 程 是 绝热 的 . 

若 一 个 过 程 是 绝热 不 可 道 的 , 则 dS > 0, 因为 dQ' > 0; 如 果 炳 发 生变 化 的 话 , 它 
只 能 增加 . 

在 不 可 逆 非 绝热 过 程 中 , 炉 既 能 减 小 也 能 增加 , 因为 此 时 


TdS = dQ(®) + dO! 


可 以 具有 任何 符号 , 而 由 热力 学 第 二 定律 仅 能 得 出 dQ' 是 非 负 的 . 
在 建立 连续 介质 的 具体 模型 时 , 如 果 其 中 可 能 出 现 不 可 逆 过 程 , 就 必须 通过 一 
些 专门 的 实验 、 假 设 或 者 统计 物理 学 结果 来 补充 关于 dQ' 的 结果 . 
可 以 说 , 热力 学 第 二 定律 决定 了 实际 出 现 的 过 程 的 方向 . 绝热 不 可 逆 过 程 只 能 
向 烂 增加 的 方向 进行 , 而 非 绝热 不 可 逆 过 程 只 能 向 udQ' 非 负 的 方向 进行 . 
因为 在 孤立 系统 的 (实际 上 不 可 逆 的 ) 所 有 过 程 中 粹 只 能 增 
ee 加 , 所 以 显然 , 在 孤立 系统 中 焙 最 大 的 状态 是 平衡 态 ， 因 此 ， 
对 于 孤立 系统 的 内 部 过 程 , 炉 最 大 的 条 件 就 是 平衡 条 件 . 


和 
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86. 双 参 量 介质 的 热力 学 势 


我 们 再 来 研究 双 参 量 介 质 热力 学 的 一 个 重要 问题 ， I (并 
且 认 为 dg** 等 于 零 ). 

前 面 已 经 指出 , 对 于 双 参 量 介质 , VU, s 与 了 这 3 个 状态 函数 不 可 能 是 任意 的 | 
例如 , 若 通 过 p 与 p 的 函数 给 出 内 能 UV, 则 函数 T(p，p) 应 当 满 足 条 件 (5.13). 当 
U(p, p) 给 定时 , 这 个 条 件 应 当 视 为 用 来 确定 T(p, p) 的 一 个 线性 偏 微分 方程 . 

众所周知 , 该 微分 方程 有 许多 解 , 即 在 U(p, p) 给 定时 有 许多 不 同 的 关系 T(p, p)， 
介质 的 热力 学 性 质 因 而 不 是 唯一 确定 的 . 为 了 消除 这 种 不 确定 性 , 必须 从 方程 (5.13) 
的 特 解 中 选取 一 个 解 , 即 选 择 出 状态 方程 了 = T(p, p) 的 具体 形式 . 此 后 , 粹 由 (5. 1) 
求 出 (精确 到 相差 一 个 常量 ). 

可 以 选取 不 同 的 变量 组 合作 为 双 参 量 介质 的 热力 学 主 定 变量 , 例如 p 和 s, p 和 
s, 0 和 了, 等 等 . 这 样 做 经 常会 带 来 方便 . 由 此 出 现 一 个 问题 : 能 否 通过 一 些 变量 的 
函数 给 出 内 能 六， 使 得 其 他 一 些 热力 学 函数 可 以 完全 由 此 唯一 地 确定 下 来 ?答案 是 


肯定 的 . 
，， 设 内 能 通过 p 和 。 的 函数 给 出 , 那么 , 根据 微分 法 则 与 可 
站 能 与 炳 是 热力 学 势 逆 过 程 的 热力 学 第 二 定律 及 热流 方程 (5.11), 有 


OU aU 
dU = ( 守 ) s+ (多 ) dp = 了 ds -pa (6.1) 


因为 ds 与 dp 是 任意 的 , 由 此 可 得 


oN, 
-人吉 “的 四 


即 了 与 2 作为 p 与 s 的 函数 被 唯一 确定 下 来 . 内 能 U 此 时 称 为 热力 学 势 .从 式 
(6.1) 还 可 以 看 出 , 对 于 变量 U 与 p 来 说 炉 是 热力 学 势 , 因为 如 果 米 s 通过 U 与 p 


的 函数 给 出 , 则 
3 (器) ,= (77) 


自由 能 车 jp 与 了 是 热力 学 主 定 变量 , 则 式 (6.1) 更 宜 写 为 以 下 形式 : 


d(U — Ts) = -sdT+ 万 dp， 


或 
dF =—sdT+ 应 dp， (6.3) 


式 中 表示 一 个 状态 函数 
F=U-Ts, (6.4) 
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它 称 为 自由 能 0 . 如 果 下 作为 p 与 了 的 函数 是 已 知 的 , 则 p 与 s 可 由 (6.3) 唯一 确 
定 . 当 使 用 变量 p 与 了 时 , 自由 能 F(p,T) 是 热力 学 势 . 其 实 , 从 (6.3) 可 知 


a Ga 


烩 ”类似 地 , 如 果 压 强 p 与 烂 s 是 主 定 参量 , 则 式 (6.1) 写 为 以 下 形式 为 宜 : 
PpYs 时 
a(v+s) 一 了 ds 十 PE 
或 


d=Tds+ TF. | 


此 时 , 状态 函数 
ilp, s)=U+ (6.6) 


称 为 烩 , 它 是 热力 学 势 , 因为 
{EY 工 - (于 
(8). p 人 
吉 布 斯 热力 学 势 ” 最后, 如果 压强 p 与 温度 T 是 主 定 参量 , 则 最 好 把 式 (6.1) 写 为 
以 下 形式 : 
a(v-Ts+2) = -sd7 + 2 


dV 二 一 s dT 十 pA 


函数 
v(p, T)=U— Ts+ > (6.7) 


称 为 吉 布 斯 热力 学 势 ? , 简称 热力 学 势 , 而 p 与 s 则 由 它 唯一 确定 : 


‘9T)h,” p Op /rr 


内 能 与 粹 可 以 确定 到 相差 一 个 常量 , 而 自由 能 F 与 热力 学 势 亚 则 可 以 确定 到 相差 
一 个 温度 的 线性 函数 . 
”显然 , 在 上 面 列 出 的 那些 情况 下 ,引入 上 述 变 量 可 以 把 求解 所 有 状态 函数 的 问 
题 归 结 为 仅仅 求解 一 个 相应 的 热力 学 势 , 对 于 变量 p 与 p 或 者 了 与 。 没有 相应 的 
1) 量 -下 按 国家 标准 称 为 (质量 ) 效 姆 霍 兹 自由 能 或 交 姆 置 兹 函数 . 从 (6.3) 可 见 , 交 姆 起 兹 自由 


能 的 减少 量 相当 于 等 温 (dT = 0) 可 逆 过 程 中 能 够 “自由 地 ”转化 为 功 的 那 部 分 能 量 . 一 一 译注 
2 量 按 国家 标准 称 为 (质量 ) 吉 布 斯 自由 能 或 吉 布 斯 函数 . 一 一 译注 
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热力 学 势 
gg 这 本 到 参量 理想 介质 的 热力 学 性 质 和 力学 性 质 完全 次 定 于 
给 出 热力 学 势 即 确定 wd s), Flp, T) 和 VV(p, ee 人 
了 一 种 介质 < 函数 U, 了 下 和 亚 不 足以 完全 确定 种 介质 ， 
此 时 还 要 给 出 额外 的 关系 式 , 例如 状态 方程 状态 方程 是 一 
个 确定 的 偏 微分 方程 的 某 个 解 
”为 了 确定 实际 流体 的 相应 热力 学 势 , 可 以 利用 在 相应 物理 模 
从 实验 确定 热力 学 势 型 中 通过 某 些 简单 假设 得 出 的 一 些 统计 物理 学 结果 ,或 者 利 
用 ( 量 热学 和 力学 的 ) 实验 结果 
例如 , 测量 物质 的 质量 热 容 值 具有 重要 意义 众所周知 , 质量 热 容 定 义 为 单位 质 
量 的 介质 在 温度 升 高 1°C 时 (测量 温度 时 使 用 摄氏 温标 ) 所 吸收 的 热量 . 
对 于 双 参 量 介质 , 热 容 对 2 个 参量 的 变化 都 有 很 强 的 依赖 性 . 只 有 在 温度 升 高 
的 过 程 完全 给 出 时 , 热 容 才能 被 唯一 确定 下 来 ; 
可 压缩 介质 的 定 压 热 容 ,与 定 容 热 容 cy 具有 重要 意义 . 对 于 热 容 。 与 cy, 成 


立 公 式 
s=-( 属 ]-( 襄 ) - (器 ) -二 (器 ) 
-的 的 + 的 -的 ) mn 
~-( 徐 )-( 路 )-( 多 ) (器 )+( 臣 ) -3( 路 )、 ea 
对 于 差 c, 一 cy, 由 公式 (6.8) 与 (6.9) 可 得 等 式 


9 -w=[(55) -到 (路 =| 各- 下 ( 路 em 
由 (6.10) 与 热流 方程 还 可 得 等 式 


T 0 
cc 一斑 的 ) (到 )， (6.11) 


-了 工 (ap (fao 
疡 (总 (小 ) 6 
D 其实, 仿照 (5.13) 的 推导 过 程 , 只 要 把 p 与 T 当 作 主 定 参量 , 由 等 式 (5.11) 的 可 积 条 件 即 得 
2 _ 卫 =- 工 (如 
(全 和 (人 


此 方程 称 为 亥 姆 起 北方 程 , 它 和 方程 (5.13) 具有 类 似 的 用 处 . 一 一 译注 


此 式 还 可 写 为 以 下 形式 : 
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这 是 因为 oe 
(到 一) ( 动 
而 此 公式 得 自 


ey A op 
EAR 
式 (6.10) 一 (6.12) 对 任意 双 参 量 介质 均 成 立 . 在 实验 中 测量 出 热 容 cv 和 cv 的 值 ， 


以 及 在 温度 变化 时 的 定 压 密度 系数 (8p/8T)p = k。 和 定 容 压强 系数 (8p/67T)。 = 馈 
的 值 之 后 , 利用 所 得 数据 即 可 求 出 内 能 的 导数 


(6.13) 


和 和 烩 的 导数 


Oi cp 一 cr 1 1 Op G1 
(B). BE 六 区 (器 ) + 中 


作为 热力 学 第 一 定律 与 第 二 定律 的 推论 , 显然 , 此 时 应 满足 以 下 可 积 条 件 : 
T {9p) _ (ow 
p? (os) ( Op )， 


Ocp\ _ 7 [ep) 
(动人 
这 些 条 件 可 以 用 于 减少 实验 次 数 或 者 检验 实验 结果 . 
在 本 章 前 面 几 节 中 证 明了 , 对 于 所 有 热力 学 系统 都 可 以 引入 2 个 状态 函数 一 一 
内 能 UU 与 粹 s, 对 于 平衡 过 程 则 还 可 以 引入 1 个 状态 函数 一 一 温度 T; 得 出 了 1 个 
新 的 普 适 方程 一 一 热流 方程 


py {e) 本 本 
dU = Vvdt+ dg + da”, 


或 者 当 p3 =pii 时 | 
dU = Sedt 十 dgte) + dg””, 
并 研究 了 在 建立 具体 连续 介质 模型 时 一 般 必须 应 用 的 热力 学 第 二 定律 
TdS=dQ®)+dQ’, dQ’'>0, 
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或 者 (对 于 单位 质量 ) 
Tds=dg()+dg, d9' = 


现在 我 们 将 用 这 些 结果 来 建立 一 些 具体 的 连续 介质 模型 . 


> 0. (6.15) 


87. 理想 介质 与 黏 性 介质 的 例子 及 其 热力 学 性 质 . 热传导 


为 了 利用 上 述 普 适 方程 组 (连续 性 方程 , 动量 方程 , 经 典 情况 p35 = 2 的 动量 算 
方程 , 热流 方程 和 热力 学 第 二 定律 的 方程 ) 来 研究 连续 介质 运动 的 个 别 问题 , 必须 补 
充 一 些 给 出 具体 介质 模型 性 质 的 关系 式 . 

现在 我 们 来 研究 某 些 重要 的 连续 介质 模型 , 同时 还 考虑 其 热力 学 性 质 . 


(A) 理想 不 可 压缩 流体 模型 
从 不 可 压缩 条 件 可 知 , 对 于 每 个 流体 微 元 都 有 


p= po = const. 
在 非 均匀 流体 的 情形 下 , 密度 p 可 以 视 为 由 拉 格 朗 日 坐标 21, &2, &3 给 出 的 函数 . 对 


于 均匀 流体 , 密度 对 所 有 流体 微 元 都 相同 . 
依照 前 面 给 出 的 定义 , 一 种 流体 称 为 理想 的 , 若 


p3 = —pg. 


我 们 知道 , 在 理想 不 可 压缩 均匀 流体 的 情形 下 , 为 了 确定 压强 pz? t) 与 速度 矢量 
v(zi, t), 封闭 方程 组 由 4 个 标量 方程 组 成 , 即 连续 性 方程 


divv 一 0 


和 3 个 欧 拉 方 程 


如 果 理 想 不 可 压缩 流体 不 是 均匀 的 , 则 为 了 确定 欧 拉 观点 下 的 函数 p(zi, 妇 , 还 应 补 


充 这 些 方 程 之 外 的 第 五 个 方程 : 
p 
一 一 0. 
dt 


因为 在 理想 不 可 压缩 流体 中 内 应 力 的 功 永 远 为 零 ， 
7 , . 
d40 = —2 edt = Lgiesdt= Lei;dt = ?divvdt=0, 
p p p “Pp 


所 以 热流 方程 
dU = ddqte) 
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可 以 视 为 确定 内 能 密度 U 的 方程 或 者 流体 中 的 传 热 方程 . 
~ MT WY Y 可 PE 是 3 
理想 不 可 压缩 流体 的 在 理想 不 可 压缩 流体 模型 的 定义 中 还 包括 一 个 假设 , 认为 其 


炳 与 内 能 中 的 力学 过 程 是 可 逆 的 , 从 而 
dg®) =Tds, dg = 0. (7.1) 
利用 (7.1), 热流 方程 给 出 
dU = 了 ds. 


由 此 可 知 , 若 s = const, 则 UV = const, 所 以 U 只 是 s 的 函数 , 7 = U(s). 但 因为 


所 以 显然 工 =T(s), 或 者 U=U(T) 且 s = s(T). 
对 于 不 可 压缩 流体 的 质量 热 容 c, 可 以 写 出 


_dg®) dU 
dr dr 


理想 不 可 压缩 流体 的 炳 与 内 能 按 以 下 公式 计算 : 
v= /cmaz := /> 
其 中 热 容 c(T) 是 温度 的 给 定 函数 . 如 果 c = const, 则 


U=cT+const, s=clnT + const. 


= c(7). 


热流 方程 
=- 一 < 本 王八 2 ( 香 +v 下) (7.2) 

可 以 用 来 确定 温度 分 布 . 

因此 , 从 连续 介质 力学 的 观点 来 看 , 仅 由 密度 值 与 热 容 c(T) 即 可 给 定 一 种 理想 
不 可 压缩 流体 . 

此 外 , 为 了 解决 具体 问题 , 还 需要 给 出 外 质量 力 FF, 热流 ge)， 以 及 一 些 附加 的 
边界 条 件 、 tied 
运动 中 力学 问题 对 热 动 ， 区 二 力学 问题 的 解决 煌 立 于 温度 在 这 并 于 和 
学 问题 的 独立 性 及 其 ”解决 , 也 不 需要 知道 内 能 . 相反 , 当 热 流 给 定时 , 用 来 求解 温度 
关系 T 的 分 布 的 方程 (7.2) 只 有 在 从 力学 问题 求 出 速度 v(zi, 肖 
的 分 布 之 后 才 成 为 确定 的 . 因此 , 当 介质 运动 时 , 热学 问题 的 解决 依赖 于 力学 问题 的 
解决 
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(B) 理想 可 压缩 流体 模型 
我 们 把 理想 气体 定义 为 满足 下 述 3 个 假设 的 介质 : 第 一 , 其 应 力 张 量 为 球 张 量 


PY = 一 D9g5i 
第 二 , 它 是 一 种 双 参 量 介质 , 其 内 能 只 依赖 于 2 个 参量 , 例如 p 与 s， 
U= Ul(p, s); 
第 三 , 其 中 所 有 力学 过 程 在 连续 运动 的 情况 下 都 是 可 朔 的, 因而 
da' = 0. 


在 U(p,s) 给 定 的 条 件 下 , 这 三 个 假设 不 但 在 热力 学 意义 下 , 而 且 在 力学 意义 下 
完全 确定 了 理想 气体 或 理想 可 压缩 流体 模型 . 

实际 上 , 如 果 质 量力 FF 与 外 部 热流 dd(e) 已 经 给 定 , 则 被 称 为 状态 方程 的 2 个 
方程 (6.2), 热力 学 第 二 定律 


T'ds = dq(e) 
或 热流 方程 . 
dU = pdi + dgl®), 
p 
以 及 连续 性 方程 a 
p Se 
下 +pdivv=0 
和 3 个 欧 拉 方 程 
1 Op 
oi=Fi— -a 
pO: 


就 组 成 封闭 的 方程 组 , 用 来 求解 7 个 未 知 函数 p, w, p, s 与 也 
我 们 指出 , 状态 方程 (6.2) 在 任何 过 程 中 都 成 立 ， 可 以 给 出 热力 学 势 FUp，7)， 
如 果 在 物体 每 个 微 元 中 的 过 程 都 是 绝热 可 逆 的 , 则 dy = 0， 
理想 可 压缩 流体 绝热 da(e) =0 于 是 
过 程 的 封闭 的 运动 方 . 二 
程 组 5 一 人， 名 人 


即 每 个 微 元 的 炉 不 变 . 微 元 的 箭 值 应 从 额外 的 条 件 给 出 或 求 

出 , 这 些 条 件 源 自 具体 问题 的 提 法 . 对 于 非 均匀 不 可 压缩 流体 的 密度 , 情况 是 类 似 的 . 
了 有 时 会 研究 理想 气体 中 的 一 些 不 可 逆 的 物理 化 学 过 程 , 例如 化 学 反应 . 此 时 ， 与 这 些 过 程 的 不 
可 逆 性 相关 的 dg' 可 以 不 等 于 零 . 此 外 我 们 指出 , 只 要 对 内 能 (或 自由 能 ) 的 形式 作 相 应 假设 , 再 假 


设 过 程 可 道 , 就 可 得 出 应 力 张 量 是 球 张 量 的 结论 , 见 第 二 卷 第 九 章 82 中 关于 把 理想 流体 看 作 一 种 
特殊 的 非 线 性 弹性 体 的 讨论 . 
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如 果 在 绝热 过 程 中 所 有 物质 微 元 的 箭 都 相等 , s = const, 则 由 状态 方程 (6.2) 可 
知 , 压强 p 与 温度 了 只 依赖 于 p, 即 过 程 是 正 压 的 , 而 力学 方程 组 在 U(p, s) 已 知 时 
是 封闭 的 . 

二 后 让 二 二 如 果 p 与 了 是 独立 的 热力 学 变量 , 则 在 决定 连续 介质 模型 时 
"3 2 温 给 0 中 态 区 
过 程 的 时 闭 的 运动 方 “ 最 好 给 出 月 由 能 Flp, 7) = UV 一 Ta， 此 时 , 状态 方程 的 形式 
程 组 为 (6.5). 尽管 它们 对 任何 过 程 都 成 立 , 但 他 们 的 这 种 形式 在 

研究 等 温 过 程 时 特别 方便 . 
实际 上 , 这 时 车 给 出 函数 TT(f1，&?, &3) 或 全 = const, 则 从 (6.5) 立即 得 出 , 对 于 
每 个 物质 微 元 , pz 都 是 p 的 已 知 函 数 , 并 且 当 grad =0 时 p 仅 是 p 的 函数 (不 依赖 
于 &i). 在 这 种 情况 下 , 只 要 已 知 函 数 F(p, T), 力学 方程 组 就 是 封闭 的 ， 
此 时 , 炳 可 从 (6.5) 的 第 一 个 方程 计算 , 热流 方程 可 写 为 
OF 
dq) =—Td (5 
由 此 即 可 计算 出 维持 等 温 过 程 所 必须 的 外 部 热流 . 
完全 气体 模型 理想 气体 模型 的 一 个 例子 是 理想 完全 气体 模型 . 完全 气体 的 密度 p， 
Se 压强 p 与 绝对 温度 了 之 间 的 关系 由 克拉 珀 龙 方程 给 出 : 
p= pRT, (7.3) 
式 中 忆 为 气体 常量 . 根据 克拉 珀 龙 方程 与 理想 介质 可 逆 过 程 的 热力 学 第 二 定律 及 热 
流 方程 (6.1), 有 
= £ 
dU=Td (s+ aint 下 (7.4) 


0 


因此 ， 对 于 服从 克拉 珀 龙 方程 的 气体 , 组 合 s+ {Fup 仅仅 依赖 于 U， 又 因为 


T= ey 所 以 T 只 是 U 的 函数 . 由 此 可 知 , 内 能 UD 与 组 合 s+ / Roap 
只 能 依赖 于 温度 而 不 依赖 于 密度 . 显然 , 在 形 如 (7.3) 的 状态 方程 中 , 如 果 量 是 密 
度 p 的 任何 函数 , 而 不 像 在 克拉 珀 龙 方程 中 那样 是 常量 , 则 上 述 结论 依然 成 立 . 

取 dU = cv(T)d7T, 从 (7.4) 得 


s= {2 -RnL. 
于 po 


为 了 给 定 一 个 完全 气体 模型 , 必须 给 出 克拉 珀 龙 方程 中 的 常量 R, 再 以 温度 了 
的 函数 的 形式 给 出 质量 内 能 . 第 二 个 要 求 精确 到 相差 一 个 常量 等 价 于 以 温度 了 的 函 
数 的 形式 给 出 定 容 热 容 . 因为 方程 (7.3) 以 及 后 面 的 结论 不 依赖 于 微 元 质量 , 所 以 ， 
根据 $6 中 的 定义 , 对 于 质量 为 m 且 R= const 的 均匀 的 完全 气体 微 元 , 容易 得 出 炳 
与 热力 学 势 的 所 有 公式 . 


87. 理想 介质 与 黏 性 介质 的 例子 . 热传导 183 ， 


这 些 公 式 具 有 以 下 形式 : 
Fi 


tm =m (t+ far), 


To 


T 
dT p 
S=m|s + /加 ~- -RnZ 5 
@ T 2) 
To 
到 
Pt | wer) (7.5) 


T 
Fm = "(treo+t fvar- |- RTIn 号) 


To 
sn 人 5-ra+ fair-r /s+ ers) 
To To Po 


式 中 cy(7T) 与 cp(T) 为 质量 热 容 , 常量 Uo, so io 对 应 UD, s, i 在 温度 T, 压强 po 与 
密度 po 下 的 值 . 在 研究 不 同 气体 时 , 在 许多 情况 下 可 以 认为 量 Uo, so, io, cp, cv 与 
已 反比 于 摩尔 质量 MMX. 

在 实际 中 有 一 种 重要 的 情况 , 可 以 认为 热 容 cv 是 常量 , 即 认 为 它 不 依赖 于 温度 ， 
此 时 公式 (7.5) 特别 简单 , 并 且 从 迈 耶 公式 (4.5) 


R= Cp—Cy 
可 知 , 热 容 cy 也 是 常量 . 对 于 热 容 cv 和 cp 为 常量 的 完全 气体 , 从 (7.5) 得 公式 
Umn = mcevyT + const, 


im = McpT + const, (7.6) 


Tp )= m( ppo 
s=m(e ln 二 一 一 -十 3 C 了 一 一 十 3 
V Np- 0 V pop7 0 


7 
p 2 ) 
D 三 pl 一) expl— |],， 
s(&) \ cv 
本 (0 
— =U=cyDo|{— e 十 Const， 
i Vi0 po XP 


式 中 Y = cp/cy 为 泊 松 系数 . s, p, p 之 间 的 关系 式 (7.7) 或 者 s, T, p 之 间 的 相应 关 
系 式 对 于 任何 过 程 都 可 以 视 为 类 似 于 克拉 珀 龙 方程 p = pRT 的 状态 方程 . 显然 , 只 


从 而 


(7.7) 
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要 给 出 一 个 函数 U(p,，s): 


YF 
U=cyTo (2) exp Ge 十 const 
po Cv 


就 可 以 完全 确定 热 容 为 常量 的 完全 气体 模型 . 

对 于 被 高 度 压缩 的 密度 非常 高 的 气体 , 克拉 珀 龙 状 态 方程 并 不 符合 实际 情况 . 对 
于 接近 气体 液化 点 的 状态 和 液体 , 该 方程 也 不 成 立 . 此 外 我 们 指出 , 在 接近 绝对 零点 
的 极 低 的 温度 下 , 克拉 珀 龙 状 态 方程 与 公式 (7.5) 不 再 满足 热力 学 的 一 般 定律 (第 二 
定律 , 能 斯 特定 理 及 其 关于 物质 在 绝对 零点 附近 的 性 质 的 一 些 推论 ). 
范 德 瓦 耳 斯 气体 i 种 理想 气体 , 它 满足 以 下 形式 的 范 德 瓦 耳 斯 状态 方 


p= Es — ap’, (7.8) 
式 中 R, 5b 与 a 为 正 的 物理 常量 . 方程 (7.8) 是 对 克拉 珀 龙 状 态 方程 的 一 种 修正 , 它 
描述 气体 液化 点 附近 的 过 程 和 液 相 某 些 区 域 的 实际 关系 . 在 状态 方程 (7.8) 中 引入 了 
分 母 1- 如 =1- po/po*, 这 导致 当 密 度 p 趋 于 取 值 很 大 的 p* 时 压强 急剧 增加 . 附加 
项 -ap2 也 仅 在 密度 p 很 大 时 才 变 得 重要 , 利用 这 一 项 可 以 考虑 分 子 之 间 的 排斥 力 ， 
这 种 排斥 力 只 有 在 高 密度 的 条 件 下 当 分 子 互相 靠近 时 才 会 出 现 . 

从 状态 方程 (7.8) 与 公式 (6.13) 可 知 


(0) nn (元 ) ey Se 


如 果 把 其 中 第 一 个 等 式 对 T 进行 微分 , 则 显然 范 德 瓦 耳 斯 介质 的 热 容 cv 只 与 温度 
有 关 . 函数 cv 由 介质 的 性 质 决定 . 当 介质 的 模型 固定 时 , 除了 状态 方程 (7.8), 还 必 
须 给 出 这 个 函数 的 形式 

从 公式 (7.9) 可 知 , 范 德 瓦 耳 斯 气体 的 内 能 由 以 下 公式 给 出 : 


TT 
_ 到 三 二 | 2)(1 po)| 一 | 
6 an 十 const 一 下 (2+ op )(1 ww)| ap. {7.10) 
函数 ®(T) 以 明显 的 方法 通过 函数 cy(T) 进行 计算 . 
为 了 计算 范 德 瓦 耳 斯 介质 的 焙 的 微分 , 由 理想 介质 可 道 过 程 的 热力 学 第 二 定律 
及 热流 方程 (6.1) 和 状态 方程 (7.8) 易 得 公式 
_ dr _ DIT, Ra(l/p) 


p,l 
ds = Da Rd(1/p) 
Tr'p T l/p—b’ 


5 能 斯 特定 理 又 称 热力 学 第 三 定律 , 它 表 明 , 当 温 度 T 趋 于 0 K 时 , 所 有 可 逆 等 温 过 程 的 炉 不 
变 . 因此 , 炳 在 了 一 .0 K 时 是 一 个 常量 , 可 以 选取 为 零 . 一 一 译注 
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所 以 


2 
=- /2 十 Rn 全 2 十 const . (7.11) 


Tb 


范 德 瓦 耳 斯 气体 的 热力 学 势 F, i 与 更 的 公式 直接 得 自 其 定义 (6.4), (6.6)， (6.7)， 
科 的 公式 (7.11), (7.10), 以 及 范 德 瓦 耳 斯 气体 的 状态 方程 (7.8). 
给 一 ， 乡 
压强 只 依赖 于 密度 的 我 们 再 研究 双 参 量 介质 的 一 种 一 般 情 况 , 其 内 能 满足 以 下 形 
式 的 公式 : 
介质 
U = f(p) + p(s). (7.12) 
此 时 , 从 状态 方程 (6.2) 得 


T=Y"(s), p=p°f'(p). (7.13) 


因此 , 在 这 种 情况 下 的 任何 过 程 中 , 压强 只 依赖 于 密度 , 而 温度 只 依赖 于 炉 ， 对 于 这 
样 的 介质 , 普通 的 关系 式 (7.13) 可 以 完全 取代 热流 方程 . 
显然 , 从 公式 (7.12) 与 (7.13) 还 可 得 出 以 下 公式 : 


1 一 万) 十 2(s)， 
F = f(p) + w(T), (1.14) 
V= fi(p) +w(T). 

容易 看 出 , 只 要 (7.14) 中 的 一 个 公式 成 立 , 就 可 得 出 (7.14) 中 的 其 他 公式 和 公式 


(7.12) 也 成 立 . 

还 有 一 个 明显 的 结论 是 , 如 果 在 某 种 介质 诸 微 元 的 所 有 可 能 的 可 道 过 程 中 压强 
2 只 依赖 于 密度 p, 则 由 此 可 知 , 温度 只 能 依赖 于 入 , 而 热力 学 势 应 满足 公式 (7.12) 
与 (7.14). 
(C) 条 性 流体 模型 


黏 性 流体 模型 的 定义 ” 黏 性 流体 ( 见 第 四 章 ) 是 指 这 样 一 种 介质 , 其 应 力 张 量 的 分 量 
与 应 变 率 张 量 的 分 量 通过 形 如 


p37 = 一 pg5 + TY (emg) (7.15) 


的 关系 式 相 联系 , 式 中 7 为 条 性 应 力 , 2eag = Vavg + Veva, 而 p 与 eap 无关. 
如 果 六 与 ep 的 关系 是 线性 的 , 且 流 体 是 各 向 同性 的 , 则 


Tij = Agij div v + 20ei (7.16) 
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因此 , 对 于 各 向 同性 线性 黏 性 流体 ， 
pI = -pg + Mg divv 十 20gieg7aeap. 
可 以 引入 第 二 黏度 5 
6 一 入 十 3 


来 代替 系数 和 系数 6, 和 与 4 对 不 同 介质 是 不 同 的 , 它们 可 以 是 温度 的 函数 , 也 可 

以 是 给 定 介质 的 物理 常量 . 在 某 些 应 用 中 还 需要 研究 这 样 一 些 介质 , 其 系数 和 与 4 

是 张 量 ei; 的 某 些 标 量 不 变量 、 温度 了 和 其 他 一 些 热力 学 特征 量 的 函数 . 为 简单 起 

见 , 我 们 以 后 将 只 研究 对 实际 非常 重要 的 一 种 符 性 介质 , 其 系数 ¢, /为 给 定 的 常量 . 
为 了 定义 黏 性 流体 模型 , 还 应 给 出 内 能 , 例如 通过 p 与 的 函数 给 出 : 


UV=U(p, s). 


此 外 , 还 应 当 给 出 量 dg' 的 有 关 信 息 , 因为 和 共性 流体 的 运动 一 般 而 言 是 不 可 逆 过 程 
(dd #0). 

众所周知 ， 条 度 为 常量 的 线性 条 性 流体 的 运动 方程 一 一 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 
一 一 具有 以 下 形式 : 
| dv 


1 6 Lv ph 
= F— pe (s 十 ) grad divv 十 ZAv， 


式 中 v = A/p 为 运动 条 度 . 
热流 方程 及 热力 学 第 二 定律 可 以 写 为 以 下 形式 : 


dU = 2 +Tds—dg. (7.17) 


黏 性 流体 中 内 力 的 功 ”我 们 来 计算 单位 质量 黏 性 流体 中 内 应 力 的 元 功 . 把 (7.15) 中 
的 NA 得 
dAQ) pi Te 二 dt 
p . 


Pye = Li Es = 过 
eijdt 2 eijdt 6 dt divodt — 


由 连续 性 方程 pdivv = -dp/dt, 有 


d4( 1 T 订 ei 
一 dt. (7.18) 
黏 性 流体 中 的 压强 与 ”从 (7.17) 和 (7.18) 得 
温度 。 1 Ti @;; 
d= pds + t+tTds -dq. (7.19) 


按照 定义 , 我 们 认为 在 恭 性 可 压缩 流体 ( 黏 性 气体 ) 的 任何 过 程 中 , 压强 p 与 温度 T 


vo 
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” 就 像 在 理想 可 压缩 流体 (理想 气体 ) 中 那样 由 以 下 关系 式 确定 0 : 


dU = -pzdz +Tds, (7.20) 


(5 7 (a) 


引入 类 似 模型 的 某 种 根据 是 , 条 性 流体 在 静止 时 , 即 当 ez = 0 时 , 其 参量 p 与 p 应 
当 等 于 静止 的 理想 流体 中 的 相应 参量 . 当 流 体 像 刚体 那样 运动 时 也 是 这 样 . 黏 性 应 
力 只 出 现 于 有 变形 的 运动 . 

在 我 们 引入 的 医 性 流体 模型 中 , 联系 压强 、 温 度 、 焙 与 内 能 


即 成 立 公式 (6.2) 


类 位 流体 中 的 非 补偿 i 关系 式 与 条 性 无 关 . 比较 方程 (7.19) 与 (7.20), 我 们 得 到 非 
补偿 热 的 表达 式 : 
dd = dt, (7.21) 
它 在 非 线性 医 性 流体 的 一 般 情况 下 也 成 立 . 


. 我 们 来 证 明 , dy' 的 存在 导致 条 性 流体 运动 过 程 中 机 械 能 的 耗 
散 . 其 实 , 黏 性 流体 的 动能 定理 可 以 写 为 以 下 形式 : 
v2 dA(®) 


黏 性 流体 中 的 机 械 能 
耗 散 


Tn 
量 riesy dt/p = -dg 是 单位 质量 流体 中 猪 性 应 力 的 功 , 它 水 远 是 负 的 (或 者 等 于 
办, 着 cy = 0), 因为 dq > 0. 所 以 , 秋 性 应 力 的 功 只 能 导致 流体 的 动能 减 小 

_ 对 于 各 向 同性 线性 粘性 流体 把 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 (7.16) 
下 谋 和 竺 一 共度 孝 是 ”代入 非 补偿 热 的 表达 式 (7.21), 得 


1 dt 2 E a 
do' = -7iie; dt 二 一 二 1 2 je 
9 eij | 人 jn) (ei)° + 2pe™'ei; 


1 ij es 
p 1 


= 3 区 十 21 (5 一 4 | (7.22) 


式 中 五 和 五 为 应 变 率 张 量 的 第 一 和 第 二 不 变量 , 由 公式 五 = g5eij J2 二 eteij 定 
义 . 容易 验算 , 在 应 变 率 张 量 的 主轴 下 可 以 把 表达 式 .I - 及 /3 表示 为 平方 和 的 形式 ， 


即 
2 2 2 
12 -于 (= 一 4 十 @ 一 3) 十 @ 一 4) 宕 0. 
由 此 直接 可 知 , 对 于 任意 坐标 系 中 的 任意 运动 都 有 I -及 /3 > 0， 因 为 式 (7.22) 
可 应 用 于 任意 的 运动 , 并 且 依 条 件 知 〈 与 j 不 依赖 于 ei;, 所 以 从 热力 学 第 二 定律 


0 这 个 重要 假设 称 为 吉 布 斯 公式 , 由 此 能 够 立刻 建立 起 非 补偿 热 da' 的 公式 
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(dd 之 0) 可 知 6> 0, 人 > 0. 

其 实 , 如 果 在 运动 时 每 个 流体 微 元 的 体积 都 不 变 , 则 五 = 0, dq’ = 2p12 dt/p > 0. 
但 五 > 0 永远 成 立 , 所 以 /> 0. 当 微 元 沿 各 个 方向 发 生 程 度 一 致 的 压缩 或 膨胀 时 ， 
即 当 eij = eg;; 时 , 有 I 一 78/3=0, dq = C2dt/p>0, 所 以 ¢>0. 

现在 我 们 再 来 研究 向 连续 介质 物质 体 传递 热量 的 问题 . 
热流 矢量 向 介质 传递 热量 可 以 有 不 同 的 机 理 ; 如 热传导 、 辐 射 、 电 流 、 化 学 反应 ， 
2 等 等 . 我们 来 考虑 热传导 过 程 , 即 温度 在 物体 中 的 不 平衡 分 布 所 导致 的 
热量 传递 过 程 . 此 时 , 对 于 取 自 介质 的 任何 物质 体 Ar, 热量 只 有 通过 其 表面 区 才能 
进入 其 中 . 因此 , 我 们 有 


dQ® = J Qao, 


式 中 8 为 物质 体 Ar 的 表面 2 的 点 的 某 个 函数 . 由 热流 方程 可 知 , 当 2 收缩 至 一 
点 时 , 量 dt) 的 量 级 为 Ar dt, 即 dQ(®) = dg(ejp Ar, 式 中 dg(® 为 dt 量 级 的 小 量 . 


由 此 可 知 习 ， 曲 面积 分 / @do 应 可 化 为 体积 分 , 即 对 
Zi 
人 于 史上 的 量 Q 应 当成 立 以 下 公式 : 
Q= (qm +g nz 十 gma3) dt 

式 中 ni 为 的 单位 外 法 向 矢量 的 协 变 分 量 . 因为 @ 是 标 

图 a6 热流 失 量 。 tn 为 “ 量 , 所 以 可 以 把 有 限 的 量 itzz，z2，za, 二 视 为 一 个 定义 于 
> 的 单位 外 法 向 笑 量 ; 介质 中 所 有 点 的 矢量 q 的 道 变 分 量 . 矢量 g 称 为 热流 矢量 
该 矢量 表征 热量 传递 的 方向 , 其 大 小 等 于 单位 时 间 内 通过 和 

直 于 该 方向 的 单位 面积 的 热量 . 在 dt 时 间 内 通过 任意 方向 的 面 微 元 do 的 热量 显然 


等 于 gq.ndo dt (n 为 do 的 法 线 ), 而 进入 物质 体 V 的 总 热流 dQ() 可 以 表示 为 以 下 
形式 (图 36): 


dQte) = - fa-naoas, 
。 也 


式 中 nn 为 曲面 2 的 外 法 线 . 按 奥 一 高 定理 ， 
dQ@e) = — | divgdrdt. 
/ 
在 dt 时 间 内 , 进入 无 穷 小 物质 体 dr 的 热量 等 于 dQ(s) = -divqdr dt, 而 进入 单位 
质量 介质 的 热量 则 等 于 


date) = -3 div gq dt. 


0 得 到 这 个 结论 的 方法 与 得 到 第 三 章 中 p,, 的 公式 (2.4) 的 方法 相同 . 
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傅 里 叶 热传导 定律 ”确定 矢量 g 的 定律 可 能 各 不 相同 . 一 个 基本 的 、 使 用 最 广泛 的 
定律 是 傅 里 叶 热 传导 定律 , 其 形式 为 : 


gq=—xgradT. 


该 定律 的 正确 性 在 许多 实际 情况 下 都 得 到 证 实 . 
热流 矢量 与 温度 梯度 自然 具有 相反 的 方向 , 所 以 x > 0. 系数 x 称 为 热 导 率 . 可 
以 研究 一 些 重 要 的 特例 , 这 时 系数 x 是 常量 , 或 者 是 温度 T 的 函数 . 
我 们 来 研究 x = const 这 一 在 实际 中 非常 重要 的 简单 情形 . 


热传导 服从 傅 里 叶 定 重 3 
律 时 的 热流 表达 式 这 时 , 对 于 单位 质量 介质 所 接受 的 热流 dg(%, 得 


(e) 
全 divgrad7 = 总 的 7 一 XYviT, 
dt p 
时 (e) 
dg'® x 
一 一 AT， 
dt p 


式 中 AT 表示 对 温度 取 拉 普 拉 斯 算 子 . 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 
dq®) _ OT OT 8T 
dt 二 A th 球 ) 
条 性 导热 流体 的 热流 ”因此 , 若 热流 是 由 服从 傅 里 叶 定 律 的 热传导 引起 的 , 则 黏 性 


方程 流体 的 热流 方程 具有 以 下 形式 : 
dU d ; 
A -ph + reg 二 AT, . (7.23) 
或 者 , 根据 (7.20)， 
TY = STH 十 AT, 
对 于 满足 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 的 流体 , 利用 (7.22) 还 可 把 此 方程 写 为 以 下 形式 : 
TY 一 div 2)2 十 2 be 一 (div oj 十 AT. (7.24) 


上 述 方程 可 以 用 来 确定 温度 在 流体 中 的 分 布 . 这 时 , 内 能 UV 或 燃 s 应 当 是 温度 
与 密度 的 已 知 函 数 . 例如 , 若 


U = f war + const, 


则 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 有 
dy dT Le oT ,87 ,07) 
Va Va " 吕 )， 


而 热流 方程 (7.23) 在 介质 静止 时 等 同 于 通常 的 热传导 方程 
DT x (和 OT 无 ) 


下 75/ 
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黏 性 流体 运动 的 封闭 “车 外 力 已 经 给 定 , 则 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 、 连 续 性 方程 、 热 
方程 组 流 方 程 (7.24) 与 状态 方程 组 成 了 描述 可 压缩 (线性 各 向 同性 ) 

黏 性 导热 流体 运动 的 封闭 方程 组 . 黏 性 导热 完全 气体 模型 可 
以 作为 黏 性 可 压缩 介质 模型 的 一 个 例子 , 其 中 


U=cyT+const, p=pRT. 


我 们 详细 研究 了 液体 和 气体 的 某 些 重要 的 模型 .以 后 还 将 详细 研究 可 变形 固体 
的 某 些 最 重要 的 模型 , 例如 弹性 体 模型 . 


8 8. 连续 介质 物质 体 的 热力 学 第 一 与 第 二 定律 . 某 些 不 可 逆 过 程 的 
灶 产 生 


连续 介质 物质 体 的 热 ” 现 在 我 们 对 介质 的 有 限 物 质 体 写 出 积分 形式 的 热力 学 第 一 与 
力学 第 一 与 第 二 定律 ”第 二 定律 . 为 简单 起 见 , 我 们 仅 限 于 内 能 与 业 的 可 加 性 假设 

即 假设 它们 对 有 限 物质 体 诸 微 元 的 质量 是 可 加 的 . 根据 前 面 
发 展 起 来 的 理论 , 这 些 方 程 可 以 写 为 以 下 形式 : 


ad v2 eb 
m/e TY dr= | pF:vdr+ | pn,:vdo— | q»dot+ a pdr, (8.1) 
5 V 


V V > 
dS dd Tl dg(®) dg 
守 = 旬 /war=/ 主 (四 + pdr7, (8.2) 
V V 


式 中 V 为 运动 的 有 限 物质 体 , 并 且 在 外 部 能 量 流 中 把 通过 物质 体 V 的 表面 的 能 
量 流 提取 出 来 , 用 矢量 g* 来 定义 . 在 该 矢量 (q*) 的 记号 中 , 星 号 表示 这 是 与 机 械 力 
做 功 无 关 的 全 部 能 量 流 ( 既 包括 热流 , 也 包括 形式 与 热流 不 同 的 能 量 流 ) 在 (8.1) 中 
含有 dgx /dt 的 附加 项 确定 了 单位 质量 介质 所 接受 的 外 部 能 量 流 , 这 可 以 是 焦耳 
热 , 外 质量 力 偶 的 功 , 等 等 , 其 他 记号 的 含义 如 前 所 述 . 

A 考虑 静止 物体 中 的 热传导 过 程 ， 同 前 面 的 个 别 例子 ( 见 本 章 
热传导 是 不 可 逆 过 程 -8 5) 一样 , 我 们 认为 此 时 dy = 0 于 是 


sp Pm -3 i (8.3) 
此 式 对 静止 黏 性 导热 流体 成 立 . 这 时 用 奥 一 高 公式 进行 变换 , 方程 (8.2) 给 出 
ds 、 | 
B= /ker /Bart f (0 wt) (8.4) 


此 式 在 条 件 (8.3) 下 对 介质 的 给 定 部 分 与 外 部 物体 之 间 的 任何 热 交 换 都 成 立 . 
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根据 (8.4), 当 w, 天 0 时 ,积分 - / 后 do 既 能 导致 炳 增加 , 也 能 导致 精 减少 . 如 


I 
果 物 体 是 隔 热 的 , 这 就 表明 在 其 表面 4,, = 0, 但 在 物体 内 部 , 矢量 g 却 可 能 因 温 度 分 
布 不 均 而 不 等 于 零 . 因此 , 对 隔 热 物体 可 得 
ds _ gd. gradT 
-|/ Ta dr. 


证 = (8.5) 


V 
此 时 , 量 dS/dt 永远 大 于 零 , 因为 热传导 导致 粹 增加 . 于 是 , 根据 热力 学 第 二 定律 , 矢 
量 qd 与 gradT 的 标 积 永远 是 负 的 . 
由 傅 里 时 定律 ，qg = -xgradT，x > 0. 式 (8.5) 在 健 里 叶 定律 成 立时 具有 以 下 


ds 
证 = | 部 maazPar 


因此 , 尽管 在 整体 上 没有 外 部 热流 进入 物体 , 在 Tds = dgo, dq' = 0 的 条 件 下 
却 可 得 出 , 物体 整体 的 烂 是 增加 的 . 上 述 讨 论 推广 了 本 章 $5 中 给 出 的 例子 . 
”从 上 述 讨论 可 知 , dg' = 0 的 条 件 不 是 过 程 可 逆 的 充分 条 件 . 
不 可 逆 性 判 据 ee 可 以 采用 以 下 方法 . 令 ! 


dS =deS$+diS, (8.6) 


式 中 d5 为 业 的 微分 , de5 与 di 为 无 穷 小 量 , 并 且 d。5 用 来 确定 外 部 灶 流 所 导致 的 
粹 变化 ; 它 是 因为 与 外 部 物体 进行 热量 与 质量 的 交换 而 形成 的 , 可 能 具有 任意 符号 . 
量 diS 给 出 内 部 不 可 道 过 程 所 导致 的 烂 增 , 并 且 按 照 热 力学 第 二 定律 , 这 一 项 在 存 
在 不 可 逆 性 时 严格 为 正 , 而 对 可 道 过 程 diS$ = 0. 在 上 述 例子 中 , 对 于 整体 上 的 物体 ， 


-我们 有 ds dS dis _ -人 -/* 蜗 gradT 
之 do d7. 


dt dt ta 


根据 上 面 给 出 的 定义 ， 


由 此 可 得 箭 变化 密度 
ds = des 十 dis， 
0 公式 (8.6) 和 diS > 0 ( 当 且 仅 当 过 程 可 逆 时 取 等 号 ) 是 热力 学 第 二 定律 的 现代 表述 , 其 中 des 


称 为 灶 流 , di5 称 为 篇 产生 ， 有时, 炳 流 和 粹 产生 也 特 指 其 密度 des, dis 或 相应 量 的 时 间 变 化 率 . 
一 一 译注 


192 ， 第 五 章 热力 学 的 基本 概念 和 方程 


式 中 


0 dt. 
p T 


gq: gradT 

一 

从 这 些 公式 可 知 , 在 一 般 情况 下 Td;s 关 dq'. 有 时 , 例如 在 没有 温度 梯度 的 某 些 情况 

下 , Tdis = dg' 能 够 成 立 ?. 

炳 产生 dis 的 公式 “确定 量 ds 与 dis 的 公式 通常 具有 以 下 形式 : 

des des 

Paar =-“( 党 一 div 9， 
dis 


par mo > 0, 


(8.7) 


式 中 S 为 和 流 矢量 , o 确定 了 因 内 部 过 程 而 导致 的 粹 的 不 可 逆 增 长 率 , Xe 称 为 广义 
热力 学 流 , 而 X。 称 为 广义 热力 学 “ 力 ”. 对 于 静止 介质 中 的 热传导 , 我 们 有 

1 0T 

T? DOxza 

对 于 黏 性 导热 流体 的 运动 , (8.7) 中 dis/dt 和 


矿 X” =g°, Xa=— 


ds _ Tey _ gq gradT _ £4 _ 工 二 成 订 
Pa TT T2 Tdt T2 X Xij + XkX” 》 
TE 1 67 
人 ”= TT Xi = ei7) Xk 一 TT2 Bek xX* = gat. 


在 许多 情况 下 , 可 以 假设 流 Xe 与 “ 力 ”X。 之 间 存 在 联系 . 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 与 
健 里 叶 定律 就 是 联系 广义 热力 学 流 与 广义 热力 学 “ 力 ”的 特例 . 
Xa 与 x* 之 间 的 关系 称 为 动 理 关系 ?) . 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 
元 好 二 Aiikie, 即 X= AYIN YH 
， ， 了 
和 傅 里 叶 定律 引 
即 x* 一 了 2xxkl xX 


下 


2 其 实 , 由 非 补偿 热 的 定义 (6.15) 或 (8.2) 可 知 , 在 一 般 情况 下 


$=- /gao /+t 
dt 2 


所 以 粹 产生 与 非 补偿 热 的 关系 为 
dis _ _g: gradT ldg 


a pr tia 


( 原 书 第 四 版 在 正文 中 给 出 了 这 个 公式 ), 即 dg/T 只 是 炉 产 生 的 一 部 分 . 一 一 译注 


2) 动 理 关 系 也 称 唯 象 关 系 , 式 (8.8) 中 的 动 理 系数 Lag 也 称 唯 象 系数 . 一 译注 
3) 这 是 傅 里 叶 定律 gi = -9%5xz87V8z7 向 各 向 异性 情况 的 推广 . 一 一 译注 


§8， 物 质 体 的 热力 学 第 一 与 第 二 定律 . 粹 产生 .193 . 


都 是 动 理 关系 的 例子 . 车 一 种 介质 中 的 过 程 是 不 可 逆 的 , 则 在 决定 其 数学 模型 的 一 
组 关系 式 中 一 定 包括 dis/dt 的 表达 式 和 动 理 关系 , 它们 是 在 实验 结果 与 各 种 原理 的 
基础 上 提出 的 . 


晶 萨 格 倒 易 关系 在 许多 模型 中 , 广义 热力 学 力 被 认为 是 广义 热力 学 流 的 线性 函数 : 


Xu = > Lapx®, (8.8) 
B 
式 中 Lop 在 一 般 情况 下 是 状态 参量 的 函数 , 称 为 动 理 系 数 . 昂 萨 格 倒 易 关系 一 一 动 
理 系 数 的 对 称 性 原理 ?一 一 指出 ; 如 果 在 Lag 的 自 变 量 中 没有 轴 矢 量 , 则 


了 ap 一 Lpa, 


而 如 果 耗 散 过 程 与 轴 矢 量 B (例如 磁场 强度 ) 有 关 , 即 Log 与 轴 矢量 B 有 关 ， 则 昂 
萨 格 倒 易 关系 表明 


DilB) a Loo(=B 
耗 散 函数 “在 Xe 与 Xs 之 间 存在 联系 3 的 一 般 情况 下 , 量 o 可 以 视 为 x 或 X 
的 函数 , 即 
》 Xax® = c(Xe) = o(x°). (8.9) 


我 们 将 把 o 称 为 耗 散 函数 . 例如 , 对 于 黏 性 导热 流体 , 基于 传 里 叶 定律 与 纳 维 一 斯 托 
克 斯 定律 可 得 以 下 公式 : 
2 
o= nls 十 其 ee: ) +2p|eves 一 Se } 
在 不 可 逆 过 程 的 许多 理论 中 假设 以 下 公式 成 立 (它们 不 能 直接 得 自 (8.9)): 


Bo wp 
Ox®’ 


式 中 入 与 m 为 某 些 标量 函数 . 根据 (8.9), 它们 满足 以 下 公式 : 


Xo = 入 (8.10) 


GT 


[ea 
a 
Pxas TX 


a 


(8.11) 


由 (8.10) 与 等 式 
do = > (x° dXa+ Xadx*) (do #0) (8.12) 


a 


也 动 理 系 数 的 对 称 性 表明 , 如 果 热 力学 流 x8 对 热力 学 力 X。 (或 者 说 力 Xu 对 流 x8) 有 贡献 ， 
则 热力 学 流 xs 对 热力 学 力 Xe (或 力 Xe 对 流 x*) 也 有 贡献 , 并 且 贡 献 方 式 是 相同 的 . 例如 , 热流 
与 物质 流 的 相互 作用 就 体现 了 这 种 交叉 影响 : 温度 梯度 不 但 引起 热流 , 还 会 引起 扩散 , 这 种 效应 称 
为 热 扩散 效应 ; 同样 , 扩散 过 程 也 伴随 着 热量 的 传递 . 一 一 译注 

2) 对 于 所 有 可 能 的 连续 介质 模型 , xe 与 Xe 之 间 的 有 限 关系 式 不 一 定 都 存在 . 
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可 知 
A+m=1. 


根据 (8.12) 容易 看 出 , 从 (8.10) 中 的 一 个 等 式 即 可 得 出 另 一 个 等 式 , 如 果 假设 
所 有 微分 dXa 与 相应 微分 dx 在 变量 X。 或 x* 的 某 些 取 值 区 间 上 是 线性 无 关 的 . 
车 存在 以 下 形式 的 约束 : 


fu(Xe)=0，w>1 或 po(x) =0，x>1 


这 个 假设 就 不 再 成 立 . 在 一 般 情况 下 , 如 果 知 道 函数 o 依赖 于 xz, 则 (8.10) 中 的 第 
一 个 等 式 在 并 x*0o/6x* 尖 0 时 可 以 替换 为 


bs 


Bx + Qo, 


并 且 从 (8.9) 与 (8.11) 可 得 
>》 Nax® = 0. (8.13) 


量 Qo 可 以 视 为 “ 力 ”Xe 中 不 引起 耗 散 的 部 分 . 如 果 
Qo = 》 kapXp， 
月 


式 中 (kap) 为 任意 反对 称 和 矩阵 (ke = 一 kga), 则 式 (8.13) 恒 成 立 . 
当 x8 之 间 存 在 约束 时 , 在 模型 的 定义 中 可 以 引入 一 些 满足 式 (8.13) 的 非 零 量 
Qa, 并 且 它 们 满足 (8.13) 的 唯一 原因 是 约束 方程 


pz(X6) =0, x=1, 2, .… ,8 (s> 1). 


如 果 耗 散 函 数 是 其 自 变量 的 齐 次 函数 , 则 根据 齐 次 函数 的 欧 拉 定 理 , 和 与 m 为 

常数 . 如 果 耗 散 函 数 是 其 自 变量 的 二 次 型 , 则 

入 一 7 一 5 
此 时 , 式 (8.10) 确定 了 “ 力 ”X。 与 流 x? 之 间 的 线性 关系 . 当 c 是 xs 的 二 次 型 时 ， 
从 式 (8.10) 可 知 , 这 些 线性 关系 的 系数 矩阵 是 对 称 的 , 这 与 昂 萨 格 倒 易 关系 一 致 . 所 
以 , 假设 动 理 关系 在 非 线性 情况 下 具有 (8.10) 的 形式 , 可 以 视 为 昂 萨 格 倒 易 关系 的 
推广 . 

我 们 将 在 本 书 第 二 卷 中 证 明 , 在 理想 塑性 理论 中 可 以 研究 这 样 的 关系 式 (8.7)， 
其 中 函数 rc 是 Xe 的 一 阶 齐 次 函数 ; 此 时 入 = 1, 公式 Xu = ac/6xa 能 够 成 立 , 但 是 
量 X。 由 形 如 上 万 (Xe) = 0, w > 1 的 约束 相关 联 . 与 (8.10) 相 比 , x* 的 相应 公式 的 
形式 则 有 所 变化 . 关于 昂 萨 格 倒 易 关系 , 还 可 参见 本 章 §11. 
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8 9. 考虑 组 元 化 学 反应 与 扩散 的 液体 或 气体 混合 物 模型 理论 引 论 


混合 物 整体 运动 问题 ”在 许多 重要 现象 中 需要 研究 混合 物 的 运动 过 程 , 这 种 运动 伴 
的 提 法 随 有 化 学 变化 、 相 变 或 其 他 某 些 变化 , 以 及 扩散 现象 . 组 成 混 
合 物 的 或 者 是 不 同 的 气体 和 液体, 或 者 是 含有 固体 微粒 的 气 
体 和 液体 , 或 者 仅仅 是 一 些 液体 , 而 扩散 则 是 组 成 混合 物 的 那些 物质 的 内 部 相对 运 
动 . 相应 过 程 在 某 些 情况 下 可 以 认为 是 可 逆 的 , 然而 在 一 般 情况 下 就 需要 考虑 不 可 
逆 性 与 力 和 能 量 的 各 种 内 部 相互 作用 .为 了 描述 相应 的 现象 , 可 以 建立 不 同 的 模型 
来 分 别处 理 具有 相应 物理 化 学 变化 的 某 类 混合 物 与 运动 
下 面 在 建立 个 别 模型 时 , 我 们 将 从 多 组 元 连续 介质 0) 这 样 一 种 问题 的 提 法 出 发 
见 第 三 章 81. 因此 , 对 于 体积 为 AV 的 无 穷 小 区 域 , 我 们 对 组 成 混合 物 的 N 种 不 同 
组 元 引入 相应 的 组 元 质量 m; = p,AV 与 扩散 流 矢量 I 二 (wu ~ v), 这 些 组 元 定义 
为 同时 占据 同一 个 区 域 , 但 在 物理 或 化 学 上 不 同 的 、 一 般 相互 发 生 反 应 的 物质 
a _， 。 在 一 般 情况 下 , 为 了 描述 混合 物 组 元 之 间 的 相互 作用 需要 定 
尝 合 物 宏观 微 元 的 特 二 迁 出 表征 各 组 元 和 混合 物 整体 的 重要 性 质 的 一 些 参量 
所 谓 重要 性 质 , 是 指 那些 在 所 用 观点 和 相应 要 求 下 对 描写 和 
表述 基本 规律 起 本 质 作用 的 力学 、 物 理学 和 化 学 性 质 , 而 这 些 观点 和 要 求 决定 于 如 
何 提出 所 研究 的 问题 . 例如 , 可 以 引入 以 下 参量 作为 这 样 的 主 定 与 被 定 参量 : 混合 物 
的 质量 精 。 混合 物 整体 的 密度 p, 混合 物 各 组 元 的 密度 总 oo，.…, pr 当 混合 物 微 
元 的 不 同 组 元 处 于 热力 学 非 平衡 态 ,但 相同 组 元 处 于 热力 学 平衡 态 的 时 候 ， 可 以 把 
各 组 元 的 绝对 温度 胞 , Ty, .…, ZN 用 作 状 态 特征 量 3 .可 以 加 入 此 列 的 还 有 前 面 已 
经 引入 并 研究 过 的 表征 微 元 变形 性 质 的 几何 与 运动 学 特征 量 , 而 如 果 考虑 组 元 的 扩 
散 , 则 还 有 诸如 扩散 流失 量 大 等 特征 量 ， 在 许多 实例 中 , 组 元 的 原子 与 分 子 的 一 些 
特征 量 是 非常 重要 的 参量 , 例如 在 发 生 电离 时 ,它们 的 电荷 量 与 电磁 场 特征 量 , 或 者 
分 子 与 原子 的 激发 态 能 量 , 等 等 . 在 一 般 情况 下 , 为 了 表述 相互 作用 与 能 量 输 运 的 定 
律 和 动 理 方程 , 不 仅 需要 考虑 上 述 参量 的 取 值 , 一 般 而 言 还 要 考虑 它们 的 各 种 梯度 
即 它们 对 坐标 与 时 间 的 各 阶 导 数 
建立 混合 物 模型 也 可 用 于 研究 等 离子 体 运动 的 现象 , 因为 等 离子 体 是 离子 、 电 
子 与 中 性 粒子 的 混合 物 . 对 等 离子 体 而 言 , 非常 重要 的 是 宏观 的 电磁 场 相互 作用 , 包 
括 在 等 离子 体 微 元 内 部 各 组 元 之 间 的 相互 作用 和 微 元 作为 混合 物 在 整体 上 与 外 部 电 
磁场 的 相互 作用 . 
混合 物 在 宏观 上 可 以 视 为 一 种 具有 复杂 性 质 的 介质 , 其 性 质 由 一 组 内 部 参量 来 
表征 , 这 些 参量 首先 可 以 包含 混合 物 各 组 元 的 密度 值 pp,, .…, pw. 为 了 确定 一 个 
“3 在 某 些 情况 下 , 下 述 理论 的 部 分 结论 也 可 应 用 于 混合 物 组 元 占据 相 邻 区 域 的 情况 
2) 占据 同一 区 域 的 不 同 组 元 ， 其 中 每 一 组 元 在 诸 微 元 内 部 的 温度 是 平衡 的 , 但 不 同 组 元 在 微 元 
内 的 温度 不 平衡 , 这 是 一 个 相当 强 的 假设 . 在 所 研究 的 现象 中 , 这 个 假设 的 正确 性 必须 通过 额外 的 
物理 方法 加 以 证 实 . 
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混合 物 模型 , 除了 前 面 已 经 建立 起 来 的 普 适 的 力学 方程 与 热力 学 方程 ,还 必须 进 一 
步 建立 一 些 方程 来 表述 用 来 确定 内 部 状态 特征 量 的 定律 , 例如 用 来 确定 组 元 密度 p， 
的 方程 
_ 在 一 般 情况 下 , 除了 速度 。 与 密度 p 的 力学 方程 , 还 可 以 写 
混合物 组 元 的 质量 守 出 在 第 三 章 81 中 建立 的 包含 密度 p; 与 混合 物 米 休 速 度 w 

的 质量 守恒 方程, 这 些 方程 ) 具有 以 下 形式 : 

2 = pdivo = ndivi | (9.1) 
量 x AV 与 divIAV 确定 了 在 整体 混合 物 的 运动 物质 体 AY 中 , 序号 为 i 的 组 元 
的 质量 ms 在 单位 时 间 内 因 物 理化 学 变化 和 扩散 而 导致 的 增 量 ， 为 了 从 (9.1) 得 出 
ps 或 质量 分 数 c; 的 实际 方程, 必须 先 要 得 出 x 与 I 所 满足 的 一 些 物理 化 学 定律 
而 为 了 确定 符合 实际 情况 的 zx 与 到 的 定律 , 则 必须 先 以 一 些 假设 为 基础 , 然后 再 
通过 应 用 (9.1) 的 实验 来 检验 这 些 假设 , 这 类 似 于 使 用 动力 学 第 二 定律 来 建立 那些 
决定 力 对 相互 作用 的 类 型 与 条 件 的 关系 的 定律 

例如 在 化 学 中 , 当 发 生 相 变 与 化 学 反应 时 , 基本 的 质量 守恒 


各 生化 守 灾 化 的 帮 量 方程 就 是 这 样 建立 起 来 的 : 首先 在 不 考虑 运动 的 情况 下 建立 
方程, 然后 将 其 外 推 至 运动 的 情况 . 这 些 方程 具有 以 下 形式 : 
x = 元 人 = M; Dou i=1, 2,.…., WN, (9.2) 


式 中 , 为 同时 进行 的 独立 的 3 反应 或 相 变 的 数目 ; 量 dmi/dt 给 出 了 在 给 定 体 微 元 
AV 中 序号 为 i 的 物质 组 元 的 质量 mi; 在 单位 时 间 内 因 物 理化 学 变化 而 导致 的 增 量 ; 
Mi 为 摩尔 质量 ; wa 为 化 学 计量 数 , 它们 对 反应 物 为 负 , 对 产物 为 正 , 此 时 以 满足 条 
件 wa > 0 的 方向 为 反应 的 正方 向 ; 车 序号 为 i 的 给 定 组 元 不 参加 序号 为 a 的 反应 ， 
则 wa = 0; 乘积 Miv;。 确定 参加 序号 为 a 的 反应 的 相应 组 元 的 质量 比例 ; 量 w。 表 
征 该 混合 物 中 序号 为 a 的 反应 进行 的 快慢 引 . 显然 , 在 所 研究 的 反应 中 , 混合 物 组 元 
在 单位 时 间 和 单位 体积 中 的 质量 增 量 正比 于 量 we. 若 序 号 为 a 的 反应 正在 进行 , 则 
wa 天 0, 否则 wa = 0. 

了 在 应 用 中 可 以 把 组 元 的 密度 mw 替换 为 质量 分 数 ci = pi/p (i = 1, 2 :…，N), 这 样 处 理 经 常 更 
为 方便 . 显然 , ci 满足 以 下 方程 : 


eR Ps a t=1, 2,...,N. 


AV dt dt 
?3) 每 个 独立 的 反应 都 对 应 着 含有 不 同 组 元 的 不 同 反应 方程 式 , 一 般 而 言 , 这 样 的 反应 在 所 有 其 
余 的 反应 都 停止 时 仍 可 发 生 . 


关于 平衡 态 下 独立 反应 的 可 能 数目 和 独立 相 变 的 可 能 数目 ( 吉 布 斯 相 律 ) 的 问题 是 在 物理 化 
学 中 进行 研究 的 . 
引 量 wo 称 为 第 a 个 化 学 反应 的 反应 速率 , 它 与 化 学 反应 方程 式 的 写法 有 关 . 车 反应 方程 式 为 


0= 导 maBs 则 定义 wa = | 式 中 ni 为 体 微 元 AV 中 组 元 B; 的 物质 的 量 . 一 译注 
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混合 物 整体 和 单独 每 一 个 反应 的 质量 守恒 定律 给 出 下 述 关 系 式 : 


式 (9.2) 给 出 量 x (i = 1, 2, …, 和 N) 通过 反应 速率 wu (a = 1, 2, …, r) 的 表达 
式 . 根据 (9.2), 确定 函数 x 的 问题 归结 为 建立 反应 速率 wa 这 7 个 函数 所 满足 的 额 
外 的 一 些 物理 化 学 定律 . 当 7 < N 时 , 对 x 的 额外 关系 式 的 数目 依照 (9.2) 可 减少 
N 一 r 个 . 

若 在 N 组 元 混合 物 (N > 0) 中 只 发 生 组 元 1 与 组 元 2 之 间 的 一 种 相 变 , 并 且 
两 相 的 摩尔 质量 相同 , 则 


r=1, i=1,2,*.…:,N, Mi=M=M, 


v=-l, va=1, v=***=vVN1=0, 


w=—Mw, w= Mw, HK=:*= XN =0. 


再 考虑 一 个 例子 . 假设 在 氢气 Hs (摩尔 质量 Mi = 2 g.mol-!)、 氧气 0 (摩尔 
质量 Ma = 32 g:mol-!)、 水 燕 气 HzO (摩尔 质量 Ms = 18 g.mol 0) 和 某 种 惰性 气 
体 所 组 成 的 混合 物 中 只 发 生产 物 为 水 蒸气 的 唯一 一 种 化 学 反应 , 其 化 学 方程 式 为 


2H。 + O» = 2H20O. 
此 时 显然 有 以 下 数值 与 关系 式 : 


r=1, N=4, vi1=-2, v=~l, vs1=2, il=0， 


A=—2Miw, x =—M2ow, x =2M3w, ma=0. 


对 于 不 可 逆 过 程 , 速率 wa 对 决定 混合 物 状态 和 成 分 的 参量 的 依赖 关系 称 为 化 
学 反应 的 动 理 方程 , 而 如 果 组 元 质量 分 布 发 生变 化 的 原因 并 不 是 因为 组 成 这 些 组 元 
的 粒子 的 本 质 发 生变 化 , 则 上 述 依赖 关系 称 为 物理 过 程 的 动 理 方程 . 如 果 根 据 一 些 
附加 的 定律 或 数据 得 以 确定 量 p; 与 v 对 某 些 参量 的 依赖 关系 , 并 且 质 量 守恒 方程 
成 立 , 则 在 没有 扩散 时 , 量 wo 在 7 < N 时 可 以 从 (9.2) 与 (9.1) 求 出 . 下 文 表明 , 当 
物理 化 学 变化 以 可 逆 方 式 进行 时 就 是 这 样 . 

关于 扩散 流失 量 五 由 哪些 定律 来 决定 的 问题 是 不 可 道 过 程 热 力学 所 关注 的 核 
心 ; 下 面 之 所 以 研究 这 些 定律 , 是 因为 它们 关系 到 能 量 内 部 耗 散 所 致 粹 产生 的 公式 . 


1 原文 在 这 里 和 下 文中 使 用 的 是 分 子 量 ( 现 称 相对 分 子 质 量 ) 而 不 是 摩尔 质量 . 为 了 与 式 (9.2) 
中 的 Mi 的 含义 保持 一 致 , 译文 将 分 子 量 改 为 摩尔 质量 , 并 对 相关 表达 式 进行 了 调整 . 一 一 译注 
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混合 物 整体 的 内 能 “引入 一 个 具体 的 混合 物 模型 主要 关系 到 选 出 主 定 参量 组 , 并 把 

混合 物 整 体 的 内 能 通过 这 些 参量 的 一 个 固定 的 函数 确定 下 来 . 
在 $6 中 研究 了 双 参 量 理 想 可 压缩 流体 ,, 其 微 元 的 内 能 正比 于 微 元 的 质量 m 并 通过 
质量 粹 s 与 密度 p 的 某 个 函数 确定 . 在 研究 混合 物 整体 的 时 候 , 作为 一 个 基本 假设 ， 
可 以 认为 混合 物 微 元 的 内 能 Cr 具有 以 下 形式 : 


Um = ml(s, p; Mi Ma, , MN) x Xi ly Xx), (9.3) 


式 中 xu Xx?,…, Xl! 为 表征 混合 物 内 部 过 程 和 状态 的 某 些 参量 . 例如 , 这 可 以 是 组 元 
的 各 种 温度 , 组 元 内 部 宏观 相对 运动 的 一 些 特 征 量 , 还 包括 扩散 流失 量 或 者 组 元 的 
位 置 与 结构 所 导致 的 相互 作用 特征 晤 , 混合 物 各 组 元 的 应 变 张 量 的 分 量 , 表征 组 元 
电磁 性 质 的 参量 , 以 及 其 他 一 些 量 . 可 以 研究 因 参 量 xi 变化 而 导致 的 内 能 变化 , 这 
种 变化 与 组 元 因为 扩散 而 发 生 相 对 运动 时 各 组 元 之 间 的 内 部 宏观 相互 作用 质量 力 做 
功 有 关 . 

如 果 简 化 函数 (9.3) 的 形式 , 利用 以 下 基本 假设 即 可 给 出 在 86 中 研究 过 的 双 参 
量 理想 介质 模型 向 混合 物 的 一 种 最 简单 的 推广 : 


Um = Um(s, p, m1; Moy, MN). (9.4) 


在 公式 (9.4) 中 没有 x 之 类 的 其 他 参量 , 从 而 导致 一 系列 简化 , 但 与 此 同时 也 使 某 
些 效 应 无 法 研究 , 这 些 效应 可 能 在 实际 现象 中 出 现 于 具有 复杂 性 质 的 混合 物 中 , 例 
如 等 离子 体 . 

根据 公式 (9.4) 可 以 写 出 : 


Ov, OU ,1 OUn, 
py 8 B(1/p) 和 二 和 Bmx dmx.. (9.5) 
在 公式 (9.4) 和 (9.5) 中 , 自 变量 与 微分 ds， a 以 及 N 个 微分 dm 可 以 认为 是 独 
立 的 , 它们 在 某 些 范围 内 是 任意 的 . 

按照 公式 (9.5) 计算 的 增 量 dU 可 以 对 应 于 物质 微 元 在 运动 过 程 中 内 能 的 变 
化 , 或 者 一 个 微 元 相对 于 另 一 个 微 元 的 U,, 的 变化 , 乃至 一 般 而 言 许多 其 他 实际 情 
况 下 的 这 种 变化 . 由 公式 (9.4) 和 (9.5), 可 以 考察 以 下 函数 : 


OU, 
mb(s, Pp; Mi, Mo, "**, mn) 3 ( ) ; 
pmp 
OUm 
mp'(s, p; m1, M2, , MN)=— (总 入 ) ， (9.6) 
, OUm, 
Wk(s, Pi M1, M2, "**), myn) ee Ome 》 
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根据 双 参 量 介质 中 的 可 逆 过 程 在 dq** = 0 时 的 公式 (6.2), 成 立 等 式 9 = 了 和 
2 = P, 式 中 了 为 绝对 温度 , p 为 压强 . 显然 , 当 过 程 可 逆 并 且 mj = const 和 dg** = 0 
成 立时 , 上 述 情况 下 的 9 与 z 也 具有 同样 的 含义 . 

在 更 一 般 的 情况 下 , 对 于 不 可 逆 过 程 , 当 mi 是 变量 并 且 dg** 不 等 于 零 时 , 公 
式 (9.6) 在 96=T 和 p/=p 时 可 以 视 为 温度 与 压强 在 这 些 复杂 情况 下 的 定义 . 函 
数 (9.4) 由 实验 数据 确定 , 进而 可 以 通过 实验 确定 函数 9(s, p, mi, m2,… ,my), 
0(s，p;， mi ma ， mw) 与 中 (sp m1， m2，… ,mw), 它们 应 满足 可 积 条 件 . 

函数 


La 
一 嘱 一 0 二 二 (9.7) 


称 为 化 学 势 根据 (9.5) 和 (9.6) 不 难 检验 , 成 立 以 下 公式 3 


/aU 
Hk 一 Om 


) ; (9.8) 
大 Sm ,AV, mizk 


式 中 
Sm=ms, AV = WL 
-p 


混合 物 的 自由 能 与 吉 ”为 了 更 详细 地 解释 量 yw 的 物理 意义 , 除了 混合 物 微 元 的 内 


布 斯 热力 学 势 能 Um, 我 们 还 考虑 由 以 下 公式 定义 的 自由 能 瓦 。 与 热力 学 
势 Vm: 
Fmn(s, p, mi, M2, *** , MN)= — mbs, 
p {9.9) 
Vm(s, p, m1, Mo , MN) = dn 


根据 公式 (9.6), 可 以 在 函数 FE 与 亚 w 中 分 别 引 入 自 变 量 p, 9 与 9, p' 来 代替 自 变 
量 s, pp. 


”在 这 里 和 后 面 的 公式 中 , 下 标 mi ck 是 ml, mo … ，mk_iy mk mya, .… ,my 的 简写 
表示 在 这 些 量 不 变 时 求 偏 导数 . 这 是 田 淮 确 起 见 由 译 者 添加 的 一 一 译注 
3) 公式 (9.8) 也 可 视 为 化 学 势 的 定义 , 式 中 Um = Um(Sm，AV, mi mz, … ,mw): 此 外 , 由 于 
在 化 学 中 使 用 物质 的 量 (单位 为 摩尔 ) 来 度量 物质 的 多 少 比 使 用 质量 更 加 方便 ， 所 以 常常 也 将 以 下 
量 定义 为 化 学 势 : 
OUm 
Hk 三 (名 


‘Ong ) m; AV, nizk 


式 中 Um = Um(Sm, AV, Nl, No "°°" nN), Ti 一 mi/ Mi 为 第 i 种 组 元 的 物质 的 量 . 此 外 ， 化 学 势 
还 可 等 价 地 通过 自由 能 6 .和 热力 学 势 亚 ， 来 定义 , 见 (9.10) 和 (9.11). 一 一 译注 
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根据 公式 (9.9) 容易 直接 验证 , 成 立 公式 ? 


Om ry 5 58, py Mi#k Pp p,0, mistk 
OF 


OVm OUm, 
有 a ey . (em) em 
Om p’', 0, Misk Om Sm， AV, Mizk 0 0,AV, MA#k 


在 某 些 情况 下 , 在 实验 中 确定 函数 Un(s，p，ma，ma，… ，mw) 更 宣 蔡 换 为 确定 
函数 Fm(0, p, m1, m2, ***, My) 或 Vm(0, p', m1, mo, ++, MN), 而 直接 根据 
实验 确定 化 学 势 对 自 变量 9 = T, 7 = ? 与 mi 的 函数 关系 通常 也 比 确定 函数 
多 (5s，p，ma， ma ，mw) 更 加 方便 . 
如 果 可 以 忽略 内 能 对 质量 的 不 可 加 性 , 例如 , 如 果 忽 略微 元 
千 说 二 妆 灿 相对 于 质 “的 表面 能 或 者 与 微 元 形状 有 关 的 能 量 , 则 作为 一 个 基本 的 实 
验 结果 可 以 认为, 当 质量 炳 。 与 密度 p 不 变 时 , 若 组 成 混合 
物 的 所 有 质量 mk 都 增加 n 倍 , 内 能 也 将 增加 n 倍 .例如 , 如 果 可 以 认为 整个 物体 
的 内 能 等 于 物体 各 部 分 内 能 之 和 , 上 述 假设 对 所 有 这 样 的 物体 就 都 是 成 立 的 ， 这 个 
侵 设 要 求 函数 (9.4) 满足 以 下 关系 : 


nUm(s, p; m1, M2 7, MN) = Um(s, p,m 7T27722 7T00T2NV )， (9.12) 


即 内 能 对 质量 m, 是 一 阶 齐 次 函数 . (9.12) 这 一 假设 在 内 能 不 可 加 时 也 可 能 成 立 . 
令 1/n= mi +mz+t++my=m, 从 (9.12) 得 


Un(s, p; M1, Mo, '*), mn) = mMmUm(s, Pp; Cl; C2, **',， CN)， 
式 中 
oh 
m p 
是 混合 物 组 元 的 质量 分 数 . 


由 公式 (9.12) 与 (9.9) 可 知 , 函数 Fn (9, p,; m1, m2, ;mn) 与 于 m(p', 90, mi 
mz，… ;， mn) 也 满足 形 如 (9.12) 的 等 式 , 即 它 们 对 质量 mi 也 是 一 阶 齐 次 函数 . 此 
时 , 根据 齐 次 函数 的 欧 拉 定理 与 式 (9.10), 得 


N OV N 
Ym = Dm (9) = > meke(0, p', C1, ca ，cN)， 
k=1 k/p',0mizk k=1 
N N 
Um = me (Be = = 内 | py en cn 7 en) +0s -2|, 
比 = Om Ey 2 ! p 


二 ( 束 ) Si ; (6, p, c1, co cn) | 
mm 一 kl = k\V, Pp) C1 ys CN) ~ wea 
k=1 om pO,mizgk k=l 2 


D) 应 当 强 调 , 公式 (9.6), (9.9), (9.10) 与 (9.11) 在 数学 上 得 自 定义 (9.4). 
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我 们 强调 , /在 一 般 情况 下 不 只 是 s, p 或 9, p 或 ,yy 的 函数 , 它们 可 能 还 依赖 于 
比值 mi/m = cl，7nay/m = co, 1…,， mn/m= en. 
_，，，、、，， 我 们 以 完全 气体 混合 物 为 例 来 研究 其 热力 学 函数 的 公式 . 完全 气 
完全 气体 混合 物 “ 什 执 力学 函数 的 表达 式 由 公式 (7.5) 给 出 , 它们 可 以 视 为 质量 为 
mi 的 单独 组 元 的 热力 学 函数 的 公式 , 其 中 相应 的 量 为 p,, Ti, ps cv (Ti), con(T)， 
所 有 常量 的 值 也 都 给 出 . 另 一 方面 , 如 果 混 合 物 整 体 也 可 以 当 作 完 全 气体 的 话 , 这 些 
公式 还 可 以 视 为 混合 物 整体 在 平衡 态 的 特征 热力 学 函数 的 定义 , 相应 密度 为 ”温度 
为 荆 , 压强 为 p. 

为 了 得 到 混合 物 整体 的 热力 学 函数 和 所 有 常量 对 混合 组 元 的 质量 m， 与 其 他 特 
征 量 的 依赖 关系 , 可 以 进行 下 面 这 些 思想 实验 ， 如 果 将 质量 为 m, 和 rm 的 同一 种 
完全 气体 用 不 透气 隔膜 隔离 开 ,并 且 每 部 分 气体 都 处 于 平衡 态 , 则 撤 挤 隔 膜 之 后 , 只 
要 两 部 分 气体 的 压强 和 温度 相同 , 平衡 就 不 会 被 破坏 . 因为 压强 相等 , 所 以 不 产生 运 
动 , 又 因为 温度 相等 , 所 以 不 发 生 热 交换 . 根据 状态 方程, 由 压强 和 温度 相等 可 知 密 
度 相等 .两 部 分 气体 都 满足 公式 (7.6), 其 中 的 系数 分 别 为 m,,m, 由 此 可 知 , 同样 
的 公式 对 两 部 分 气体 所 组 成 的 整体 系统 也 成 立 , 目 常 量 cy, 6 不 变 , 只 是 系数 变 为 
mi + ma 显然 , 当 许多 部 分 质量 分 别 为 m1, mo, .…, mw 的 同一 种 气体 发 生 接 触 时 
也 会 有 相似 的 情况 

如 果 用 质量 分 别 为 m， 和 ms 的 两 种 不 同 气体 进行 同样 的 实验 , 那么 , 尽管 在 搬 
掉 隔膜 之 前 压强 和 温度 相等 , 在 撤 掉 隔膜 之 后 , 由 两 种 不 同 气体 组 成 的 系统 在 整体 上 
也 不 是 平衡 的 , 因为 此 时 扩散 使 混合 气体 中 的 每 一 种 物质 在 全 部 区 域 中 平均 分 布 的 
状态 比 质量 非 平均 分 布 的 初始 状态 具有 更 大 的 概率 . 在 没有 外 部 热流 时 , 从 ( 撒 掉 隔 
膜 之 后 瞬间 的 ) 初始 非 平衡 态 向 更 概 然 的 ) 最 终 平衡 态 的 转变 导致 入 的 增加 . 设 初 
始 状态 的 精 为 5 ;wm。， 它 等 于 被 分 开 的 组 元 的 精 之 和 , 而 最 终 状态 的 炳 为 Sn ,nm ， 


0 此 结论 是 相应 热力 学 势 对 质量 mi 的 一 阶 齐 次 性 的 重要 推论 . 例如 , 由 (9.9), (9.6), (9.7) 可 知 
N 
dm = —msd0 + Tdp’ + Yn dmy, 
: k=1 


所 以 更 m = 王 m(9, Pp'， mi， mz; … ， mw). 利用 上 述 一 阶 齐 次 性 , 有 


亚 m (0， 2P/， Tm Mo, mnN) = mY¥m(0, 2 ， CL， C2 cN)， 
所 以 
oe ) OVm(0, p', ci co, + ，cN) 8ci 
-= ( 狂 = We on en) tm mr ee 
Om p's 0, mistk rp aci Dr 
N 
OVm(0, p', cl cc 
= Ym(0, p', cb ca + scN) + ee od; 
i=1 


即 Hx = jp.(0, ps C1} C2 **') cw): 一 一 译注 


:202 ， 第 五 章 热力 学 的 基本 概念 和 方程 


故 对 混合 物 整 体 应 有 
mi +ma Sm, (p, 7) 本 Sm, (p, 7). 


然而 , 得 出 这 个 结论 的 一 个 重要 因素 是 , 不 同 的 气体 发 生 混合 . 如 果 发 生 混合 的 
气体 是 相同 的 , 则 初始 状态 与 最 终 状态 相同 , 从 而 


Orm +ma = Sm, (p, 7T) Sm, (p, 到 大 


如 果 从 某 些 重要 的 物理 化 学 特性 来 看 确实 有 种 不 同 的 完全 气体 , 则 对 于 它们 的 混 
合 物 可 以 假设 , 这 种 气体 占据 同一 个 区 域 , 并 且 可 以 对 每 一 种 气体 的 平衡 态 单独 
引入 特征 量 与 状态 方程 而 不 必 关 心 在 该 区 域 中 还 有 其 他 气体 . 按照 这 一 假设 , 气体 
相互 作用 的 能 量 被 忽略 , 所 以 根据 (7.5) 成 立 等 式 
N Ts 
Um = Um (TI) + Um (Ta) + +t Uns (TN) = m DT (w+ /oo ) (9.13) 
k==1 Toy | 
此 外 , 对 于 气体 混合 物 中 的 N 种 完全 气体 , 我 们 还 引入 分 压 pj, po, …, pw 和 
混合 物 整体 的 压强 p, 它们 是 由 状态 方程 p, = pi RET = pr.RoTh/Mi (Ro 为 普 适 气 
体 常量 ) 和 道 尔 顿 定律 


N N N Rem 
p= pe= dpeRrTe 一 2 tT (9.14) 
确定 的 . 


如 果 认 为 每 种 气体 组 元 的 状态 概率 独立 于 其 他 组 元 的 状态 概率 , 则 混合 物 的 粹 
可 表示 为 相应 状态 下 各 组 元 的 炉 之 和 , 所 以 混合 物 整 体 的 米 由 以 下 等 式 引 入 : 


N 
Sm(p, 1 M1, Mo, my) = 》 Sm, (pk; Ts my), 
k=1 
式 中 , 依照 (7.5)， 
,TT 
Dm, = ME @ 十 / Tk aT — Rx ln 号 ) (9.15) 
工 Pok 


Tok 
在 内 能 Dr 的 基本 公式 (9.4) 中 并 未 考虑 可 能 出 现 组 元 温度 不 同 的 情况 , 与 问题 的 
这 种 提 法 相应 , 我 们 假设 组 元 的 温度 在 无 穷 小 的 微 元 中 相同 , 即 
T=B=.=Ty=7, 
从 道 尔 顿 定律 还 可 得 出 
mp > TUDE . 


Fe k=1 Pr 
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所 以 , 对 于 混合 物 整 体 的 热力 学 势 成 立 公式 


N N N 
Vn = Un ~ TSn + TL = De + DY The 
Pp B=1 R=1 Wy Pk 
N N 
= 2 Vm, (pk T) = > mep (9.16) 
k=1 k=1 
从 公式 (9.13), (9.15) 与 (9.16) 可 得 以 下 化 学 势 公 式 : 
T T 
Mk (Pk Ty 一 Lok 十 RkTo = sokT 十 1/ dT 一 nf 党 dT 十 RT In > {9.17) 
总 入 Ok 
因为 在 T=T%=….= Tw 时 利用 (9.14) 有 
' R Rm Rm 
ZK 一 了 ee 一 2 ok =p ， 
2 Rims 


t=1 


所 以 从 公式 (9.15) 可 得 
Slp, T, mi mz, mv) 一 3 四 二 9 Cu 
k=1 DD Rim 


显然 i 
Sm > 》 Sm, (p, 7), 
天 一 1 


因为 


N 
=~D Ron ine >0, (9.18) 
;> Rimi kl 2 mi 


4 4 一 1 

式 中 m 为 质量 为 m= 沁 mi 的 微 元 中 第 ; 种 组 元 的 物质 的 量 
如 果 在 初始 时 刻 将 质量 为 me 且 压 强 p 与 温度 了 者 分别 相同 的 N 种 气体 用 
隔膜 隔离 开 , 则 在 撤 掉 隔膜 之 后 的 瞬间 , 请 等 于 沁 Sn,(p， 们 .气体 在 体积 不 变 且 


没有 外 部 热量 输入 的 条 件 下 发 生 混合 ， 混合 物 达到 平衡 态 后 压强 与 温度 的 值 不 变 0 ， 
炉 变 为 Sm.(p,，T， mi mz,，… ,mw). (9.18) 中 的 量 AS 给 出 扩散 过 程 的 不 可 逆 性 
所 导致 的 炉 增 加 . 我 们 重点 指出 , 因 扩 散 而 导致 的 焙 增 加 (9.18) 与 发 生 混合 的 气体 
的 本 质 无 关 , 它 只 依赖 于 其 物质 的 量 . 


0 得 自 能 量 守恒 定律 与 平衡 态 下 的 道 尔 顿 定律 . 


-> Rm in 
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吉 布 斯 伴 廖 ”对 于 由 不 同 完全 气体 组 成 的 混合 物 , 上 面 发 展 出 了 确定 其 热力 学 函数 
的 理论 . 如 果 在 形式 上 将 此 理论 应 用 于 同一 种 气体 的 N 个 部 分 , 就 会 
产生 矛盾 . 其 实 直接 可 见 , 此 时 “混合 物 ” 的 焙 应 等 于 


N 
> Sm, (p, T), 
k=1 


然而 上 述 理论 给 出 粹 S" 大 于 此 值 . 

这 一 矛盾 称 为 吉 布 斯 伴 廖 .问题 的 本 质 可 解释 为 , 诸 组 元 的 物理 化 学 性 质 不 同 
这 一 假设 在 上 述 混 合 物理 论 中 极其 重要 . 这 种 区 别 可 能 很 小 , 但 是 它 在 物理 上 总 是 
被 定义 为 某 种 有 限 的 区 别 . 这 种 区 别 导 致 的 结果 是 ， 当 气体 不 同 组 元 所 在 的 区 域 在 
压强 p 与 温度 了 都 相同 的 条 件 下 (在 撤 掉 隔膜 之 后 的 瞬间 ) 合 在 一 起 形成 一 个 共同 
区 域 时 , 其 中 的 气体 处 于 强 非 平衡 态 . 然后 , 此 状态 在 体积 不 变 且 没有 热量 输入 的 条 
件 下 通过 扩散 过 程 变化 到 p 与 了 的 值 不 变 的 平衡 态 . 从 统计 方法 直接 可 得 , 对 于 数 
目 相 等 的 不 同 粒子 与 相同 粒子 , 包括 粹 在 内 的 热力 学 函数 是 不 同 的 . 

如 果 一 种 气体 由 相同 的 分 子 组 成 并 占有 区 域 AV, 则 物理 上 无 法 区 别 占据 同一 
区 域 AV 的 不 同 的 物质 组 元 , 所 以 上 述 计算 烂 的 方法 只 能 用 于 由 物理 上 不 同 的 组 元 
组 成 的 混合 物 , 但 不 能 用 于 由 相同 的 粒子 组 成 的 气体 . 
根据 热力 学 第 二 定律 ( 见 85) 


混合 物 的 热力 学 第 一 
与 第 二 定律 的 方程 TdSm = dQ(®) + dQ’ (9.19) 
和 混合 物 整体 的 热流 方程 ( 见 $2) 
dU pa vidt+dQ(®) + dQ”™, (9.20) 
我 们 有 
dUm = 5 Vividt+TdSm+dQ” -d9/. (9.21) 


为 了 在 一 般 情况 下 确定 一 个 模型 , 除了 内 能 函数 (9.3) 或 (9.4), 一 般 而 言 还 必须 
给 出 量 dQ' 与 48*. 量 dQ** 是 由 给 定 微 元 的 外 部 对 象 引 起 的 非 热 量 形式 的 一 部 分 
能 量 流 , 它 不 同 于 使 介质 整体 移动 的 外 力 的 功 . 例如 , 与 该 微 元 的 边界 2 接触 的 相 邻 
介质 微 元 会 引起 这 种 能 量 流 . 此 外 , dQ** 还 可 能 是 因为 与 电磁 场 的 相互 作用 而 导致 
的 能 量 流 ( 见 后 面 第 六 章 ). 因为 在 给 定 微 元 与 相 邻 微 元 之 间 由 质量 力 和 分 布 于 表面 
3 的 应 力 35 以 及 外 部 热流 引起 的 相互 作用 并 未 计 入 dQ@**, 所 以 , 当 没 有 扩散 和 外 
部 场 , 在 了 上 也 没有 广义 力 (例如 面 力 偶 , 见 第 三 章 $3) 的 时 候 , 可 以 认为 4Q** = 0. 
然而 在 存在 扩散 时 , 能 量 流 dQ** 能 够 不 等 于 零 . 其 实 , 物质 微 元 既然 是 对 混合 物 整 
体 定义 的 , 不 同 组 元 的 质量 由 于 扩散 便 可 通过 该 微 元 的 边界 2 进入 其 中 , 从 而 导致 
这 种 非 热量 形式 的 能 量 流 . 
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8$10. 混合 物 的 可 逆 过 程 模型 


我 们 来 研究 满足 以 下 条 件 的 过 程 : 
dQ' = 0; 五 =0，1=1 2 … ，N. (10.1) 


我 们 在 此 仅 考 虑 这 样 一 些 模型 , 这 时 对 于 混合 物 整 体 的 内 能 上 成 立 形 如 (9.4) 的 
公式 , 此 外 我 们 还 假设 成 立 等 式 
dQ* =0. (10.2) 


混合 物 在 可 送 过 程 中 “根据 热力 学 第 二 定律 , 混合 物 整体 的 热流 方程 (9.21) 此 时 可 
的 状态 方程 以 改写 为 


de -Tpdivodt + 了 (0 十 pg5)Viwi dt 十 mmTds， 
或 


OUm mm OUm, a 可 
Bm/p) dp + 39 dm :多 dm 一 pd + TdSm 十 a Vvidt. ot 


因此 , 如 果 定 义 


(om ee fg 
j= 人 (5 人 ) 
并 假设 张 量 分 量 r = pi + pg5 与 速度 梯度 Vi vi 无关, 则 由 dS 与 dm 的 独立 
性 可 得 关系 式 本 
人 (52 ee 国情 Wo 
和 
Ti 一 0， 
而 利用 化 学 势 必 的 公式 (9.7) 与 x 的 定义 (9.2) 可 得 关系 式 
;DD (和 ) Pe = 5 Lx dmx = Sd dtAV =0. (10.6) 
f={ \ Om /m, sm,m k=1 k=1 
式 (10.4) 与 (10.5) i 只 要 按照 (10.4) 与 (10.5) 给 出 函数 (9.4), 即 可 确 
定 混 全 物 的 压强 p (2， A 号 ma ] 与 记 了 1 :We "a my 
p mm mm mm p mm mm mm 


此 外 还 可 得 7 = 0、 因此, 从 所 作假 设 可 知 ， 我 们 建立 起 集 的 这 个 介质 模型 是 狂 


流体 . 
化 学 平衡 条 件 当 没 有 化 学 变化 或 相 变 时 , 我 们 有 dm = x dt AV = 0, 所 以 等 式 

Eg (10.6) 恒 成 立 ， 当 有 化 学 变化 或 相 变 但 没有 扩散 时 , 量 mj, we 与 
AV 在 有 限 的 时 间 间 隔 内 可 以 视 为 一 个 固定 的 介质 微 元 的 特征 量 , 因此 , 这 些 量 是 
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拉 格 朗 日 坐标 和 时 间 的 函数 ( 拉 格 朗 日 坐标 对 所 有 组 元 都 相同 , 因为 w = v). 此 时 ， 
每 个 微 元 在 发 生物 理化 学 变化 时 的 质量 守恒 方程 在 对 时 间 t 积分 后 可 以 表示 为 以 下 
形式 : 


: 
mi — mo; 一 Ad >》 Ziawa 
cz 一 1 


或 i=1, 2,...,N, (10.7) 
= 纤 
po td 2 Wa RS 


式 中 使 用 了 等 式 m = mo = const, 并 且 根 据 介 质 整体 的 连续 性 方程 引入 了 记号 ， 
t 


“a= /eard- "fu 


to 


利用 物理 化 学 变化 的 守恒 方程 (9.2), 式 (10.6) 具有 以 下 形式 : 。 


Tr N 
sR > pave) Wa dt = 
a=l1 \i=l 


因为 > 个 反应 依 条 件 是 独立 的 , 所 以 量 wa dt 可 以 视 为 线性 无 关 的 , 从 这 个 关系 式 就 
hd 7 个 反应 得 到 r 个 平衡 条 件 2) : 


Se =0,， a=1, 2,.…, 7. (10.8) 
t=1 
这 些 方程 是 化 学 变化 或 相 变 的 热力 学 平衡 的 基本 方程 
2 因为 化 学 势 J 可 以 视 为 p,, p 与 7 的 函数 , 所 以 , 根据 物理 
pr 化 学 变化 的 质量 守恒 方程 在 积分 后 的 形式 (10.7), 平衡 条 件 
(10.8) 可 以 视 为 决定 r 个 量 ws/AV 的 7 个 方程 , 而 这 些 量 
是 混合 物 组 元 的 p, T 和 “初始 ” 质量 分 数 p。,/p。 = cu， 的 函数 .这 样 , 在 可 逆 过 程 
中 , 组 元 的 质量 分 数 p,/p = ci 一般 决 定 于 混合 物 的 密度 p, 温度 和 混合 物 组 成 的 
不 变 的 “初始 ”特征 量 co 


D 量 wo 称 为 第 a 个 化 学 反应 的 反应 进度 , 它 与 化 学 反应 方程 式 的 写法 有 关 . 车 反应 方程 式 为 
, 为 组 元 B; 的 物质 的 量 . 显然 wo 二 2 (参见 196 页 的 


0= ViaBi, 
多 


人 


2) 我 们 强调 , 关系 式 (10.8) 是 热流 方程 (10.3) 在 条 件 (10.1) 和 (10.2) 下 的 推论 , 所 以 它们 实际 
上 是 化 学 反应 的 可 逆 性 条 件 . 如 果 考 虑 化 学 反应 的 不 可 逆 性 ( 见 $511), 则 关系 式 (10.8) 仅 在 化 学 反 
应 达到 平衡 时 才 成 立 ， 此 时 炳 产生 为 零 这 是 (10.8) 被 称 为 平衡 条 件 的 原因 . 


量 4o=- 2 NM 2 fiivia 称 为 第 a 个 反应 的 化 学 亲 和 势 . 化 学 亲 和 势 是 推动 化 学 
反应 发 生 的 热力 学 力 . 化 学 平衡 条 件 (10.8) 即 化 学 亲 和 势 为 零 . 一 译注 
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对 于 可 逆 过 程 , 混合 物 整 体 的 状态 方程 


mm m 
1 m1: mm mm 

= ab ee 二 
也 pz 人 ”mm mi’ ’ mm, 
PE fs We 
PY mm’ mi ” mm 


可 以 改写 为 
Um 一 muUlp, 了 Co1; C02; … ) coN)， 


= . 
?一 ?AD 全 co con], {10.9) 


1 
ss (F, T, car eon +s con ‘ 


混合 物 的 这 些 状态 方程 具有 双 参 量 介质 状态 方程 的 形式 , 但 其 中 包含 的 常 参量 cos 
在 具体 实例 中 对 不 同 物 质 微 元 可 能 具有 不 同 的 数值 . 

如 果 过 程 是 不 可 逆 的 , 或 者 存在 扩散 , 则 上 述 理论 根本 不 成 立 . 然而 , 如 果 化 学 
反应 进行 得 很 快 , 在 每 一 时 刻 都 可 以 认为 化 学 平衡 所 对 应 的 关系 式 成 立 , 则 在 这 种 
情况 下 也 能 应 用 状态 方程 (10.9). 但 由 于 存在 扩散 , 而 这 可 能 改变 每 个 给 定 物质 微 元 
中 各 组 元 的 相对 组 成 , 所 以 量 co; 可 能 变化 . 这 时 , 为 了 确定 状态 方程 (10.9) 中 的 变 
量 co;, 必须 利用 表示 扩散 定律 的 方程 . 

当 摩 尔 质量 相同 的 两 相 达到 平衡 时 , 我 位 有 7 = 1 = 1 2, ml = 十, zol = 一 1， 
Mi = Mo, 所 以 平衡 方程 (10.8) 的 形式 为 

Aa 三 /1. 
显然 , 当 三 相 平衡 时 应 同时 成 立 两 个 方程 
Hi = 2, Wz 三 13. 
所 得 相 平衡 条 件 在 忽略 表面 效应 时 可 用 于 固态 、 液 态 和 气态 介质 共存 的 情况 . 
古 尔 德 贝 格 一 瓦 格 定 作为 第 二 个 例子 , 我 们 来 考虑 一 个 关于 可 逆 化 学 反应 的 重要 
、 ”问题 , 其 中 包括 运动 的 完全 气体 混合 物 中 的 离 解 与 复合 问题 . 


发 生 可 道 反应 的 N 种 完全 气体 的 混合 物 , 其 化 学 平衡 条 件 
(10.8) 利用 凡 (Z, mk) 的 公式 (9.17) 可 以 写 为 


N 和 
> (wm + RiTo 一 Tso; 十 /an dT 一 ry 学 dT + Th 用 jn = 0. 
人 加 总 2 0 


此 方程 的 形式 可 以 改写 为 


Vo V2o ZNa 
(2 ( 吾 ) 3 (了 于) 一 Ltd 52a i ES; Q=1, 2,.… ,7, (10.10) 
Pol Po2 Do 
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式 中 


ki(T) = exp -ET 5 (w 十 RiTo 一 Tsoi 十 1 dT 一 和 ct az 


考虑 到 克拉 珀 龙 方程 后 , 平衡 方程 (10.10) 和 质量 守恒 方程 (10.7) 所 组 成 的 方程 组 
包含 >+ 六 个 方程 , 用 来 确定 >+ N 个 量 we/AY 和 miy/poi 这 些 量 给 出 了 混合 物 的 
成 分 和 化 学 反应 的 进展 , 例如 离 解 程度 . 

式 (10.10) 表示 质量 作用 定律 一 一 古 尔 德 贝 格 一 瓦 格 定律 . 量 &;(T) 与 Tb, so， 
Voi 有 关 , 它们 一 般 对 应 着 混合 物 在 组 元 密度 为 po; 时 的 “初始 ”状态 . 如 果 可 以 认 
为 热 容 cpi 与 cvi 是 常量 , 则 量 k;(T) 由 以 下 公式 给 出 : 


ki(T)= (二) ee exp (a i Uo a ); 
式 中 和; = cpi/cys. 在 一 般 情况 下 , k;(T) 由 实验 数据 决定 . 
如 果 使 用 以 下 记号 : 


1 WW 2 wh > 
zia = Via 0, Vija = 人 LM Zja， Za ST Via? 


则 方程 (10.10) 还 可 以 改写 以 下 形式 : 


Vo 网 
v’ pi vv pi 
(RoT)” — (RoT)” ( ) =0. 
II Mjpo; ky Il Mipoiki 


混合 物 的 参量 w/AV 和 成 分 作为 p 和 了 的 函数 确定 之 后 , 就 不 难 通过 随 体 导 
数 dp/dt 和 dT/dt 来 确定 化 学 变化 的 有 限 的 “速度 * 值 
出 只 方程 在 可 北 变 化 的 条 件 下 研究 混合 物 成 分 的 上 述 方法 可 以 用 来 研究 被 电 高 的 
9 气体, 因为 电子 与 通过 各 种 途径 激发 出 来 的 原子 或 分 子 的 离子 可 以 视 为 
混合 物 的 不 同 组 元 , 而 电离 程度 由 相应 的 参量 we 来 表征 . 此 时 , 质量 守恒 方程 (10.7) 
与 平衡 条 件 (10.8) 决定 了 电离 程度 , 而 平衡 条 件 在 完全 气体 近似 下 即 是 方程 (10.10) 
应 用 于 此 现象 的 条 件 (10.8) 或 条 件 (10.10) 称 为 撤 哈 方程 . 
tha 和 人 wazs 图 37, 38, 39 给 出 了 作为 气体 混合 物 的 空气 在 平衡 态 下 的 组 
冬 六 习作 混合 多 的 空 元 浓度 、 摩 尔 质量 、 表 观 热 容 cy 、 质 量 内 能 、 质 量 业 和 密度 
对 温度 和 压强 的 依赖 关系 , 它们 是 依照 上 述 平衡 态 理论 通过 
计算 得 出 的 5. 这些 图 像 表明 了 (10.9) 这 种 类 型 的 依赖 关系 , 其 中 密度 被 替换 为 应 
用 上 更 加 方便 的 变量 一 压强 


3 在 空气 的 各 种 热力 学 性 质 手册 中 以 表格 的 形式 列 有 相应 数据 . 
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nN;=0.7808n 
nio,=0.2095n 
nar=0.0097n 


, p=0.001 atm, SA < 0.0097 


图 37，(a) 在 压强 p = 0.001 atm 时 空气 的 物质 的 量 浓 度 与 温度 的 关系 . 物质 的 量 浓度 在 温度 高 于 
2000 K 时 因 离 解 而 发 生 显著 变化 , 在 温度 高 于 7000 K 时 因 电 离 而 发 生 显著 变化 . No, 02 和 NO 
是 所 分 子 、 氧 分 子 和 一 氧化 氨 分 子 , N 和 O 是 氮 原 子 和 氧 原子 , Oo+ 和 N+ 是 一 价 离子 , e 是 电子 . 
氨 的 浓度 ns,./n 总 是 小 量 . (b) 空气 的 平均 摩尔 质量 与 温度 和 压强 的 关系 
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(a) 空气 的 热 容 对 温度 和 压强 的 函数 关系 . 热 容 在 温度 高 于 2000 K 时 发 生 显著 变化 . 


(b) 空气 的 质量 内 能 对 温度 和 压强 的 函数 关系 


图 38. 
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| p=0.001 atm 
0 


图 39，(a) 空气 的 密度 与 温度 和 压强 的 关系 . (b) 空气 的 质量 烂 对 温度 和 压强 的 函数 关系 


混合 物 可 逆 过 程 的 封 ”车 混合 物 中 的 过 程 是 可 北 的 , 则 封闭 的 运动 方程 组 由 混合 物 
闭 的 运动 方程 组 整体 的 连续 性 方程 、 理 想 可 压缩 介质 的 3 个 欧 拉 方程 、 状 态 
”方程 (10.9), 以 及 热流 方程 或 表述 热力 学 第 二 定律 的 如 下 方 
程 组 成 : 
dU =pd> + dg 或 Tds = dy. 


外 部 热流 dafe) 必须 额外 给 出 . 在 绝热 过 程 中 dg(9 = 0, 此 时 , 由 于 有 化 学 变化 发 生 ， 
密度 和 温度 之 间 的 关系 依赖 于 混合 物 的 组 成 , 它 可 由 式 s = const 根据 (10.9) 计算 
出 来 . 


811. 混合 物 的 不 可 逆 过 程 模型 


混合 物 不 可 逆 过 程 的 “我们 来 研究 混合 物 的 最 简单 的 一 些 不 可 逆 过 程 模型 , 其 热力 
运动 问题 的 一 般 提 法 ”学 不 可 逆 性 表现 在 状态 方程 和 表征 该 模型 的 其 他 关系 式 中 ， 

并 且 这 种 不 可 逆 性 只 稍微 偏离 热力 学 可 逆 过 程 的 相应 性 质 . 
在 $10 中 研究 的 可 逆 过 程 模型 将 因为 考虑 黏 性 、 热 传导 、 扩 散 和 化 学 反应 所 造成 的 


» 
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不 可 逆 效 应 而 变 得 更 加 复杂 . 

如 前 所 述 , 作为 一 个 基本 假设 , 我 们 认为 质量 为 m 的 混合 物 微 元 的 动能 等 于 
mv2/2, 而 混合 物 的 内 能 Ui 满足 式 (9.4) 或 其 特例 (9.13), 并 且 成 立 一 个 重要 的 附加 
条 件 : 混合 物 组 元 的 温度 相同 ， 


T=P=...=Ty=T. (11.1) 


换言之 , 我 们 假设 在 每 个 微 元 中 混合 物 各 组 元 之 间 都 达到 了 温度 平衡 . 

在 某 些 应 用 中 , 例如 在 描述 微 元 状态 变化 很 快 的 过 程 时 , (11.1) 是 一 个 过 强 的 假 
设 , 所 以 在 许多 情况 下 需要 建立 组 元 温度 不 同 的 其 他 一 些 模型 ， 我 们 认为 , 与 内 能 
Um 中 的 以 相对 较 高 温度 为 特征 的 随机 热 运动 的 平均 能 量 相 比 , 各 组 元 相对 于 微 元 
整体 发 生 运动 的 动能 是 小 量 , 因而 可 以 忽略 7) . 
炳 变化 的 一 般 方程 关于 粮 变 化 的 热力 学 基本 方程 (9.19) 和 热流 方程 (9.20) 显然 可 


以 改写 为 
TdSm = dQ(®) +dQ’ = dQ +dQ* + dQ’ — dQ™, (11.2) 
dUm = ms Om A > Lk dm 


Om/p) p OSm 

s a +TdSm+ TieyAV dt+ dQ — dQ®, (11.3) 
式 中 已 经 考虑 了 应 力 张 量 的 对 称 性 , 即 pi = pii, 以 及 公式 eij = (Vj vi 十 Viv;)/2. 
利用 式 (11.3), 根据 压强 p 的 定义 并 假设 量 8** - dQ' 不 包含 形 如 4d5w 的 项 2 , 式 


中 4 为 主 定 参量 的 函数 , 我 们 得 到 状态 方程 
OU OU Un _ OU 


p= -BR TB (11.4) 
再 利用 质量 守恒 方程 (9.1) 和 (9.2), 得 等 式 
dQ' — dQ** = 人 om 一 5 从 lw 2 Vea Wa — div 加 |ar dt. 
k=1 a=1 
根据 此 式 , 炉 变 化 方程 (11.2) 可 改写 为 
TdSm = dQ(® +dQ™+ (ret rom div I — 作 Sy pres ) AV dt. (11.5) 
k=1 1 


了 在 以 下 专著 中 详细 地 研究 了 考虑 扩散 动能 和 组 元 温度 不 同等 一 般 情况 下 的 混合 物 不 可 逆 过 程 
模型 ; Woods L. C. The Thermodynamics of Fluid Systems. Oxford: Clarendon Press, 1975 (第 九 章 ); 
Hutter K., Johnk K. Continuum Methods of Physical Modeling: Continuum Mechanics, Dimensional 
Analysis, Turbulence. Berlin: Springer, 2004 (第 七 章 ). 译注 

2 此 假设 等 价 于 假设 在 不 可 逆 运 动 中 温度 可 由 前 面 对 可 逆 过 程 建立 的 公式 T= 8Uy/as 来 定义 . 
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我 们 强调 , 最 后 一 个 公式 与 状态 方程 . (11.4) 具有 颇 为 一 般 的 形式 , 与 之 密切 相关 的 

是 假设 (9.4), 即 内 能 wm 只 与 混合 物 的 密度 和 炉 以 及 组 元 质量 mj 有 关 . 

对 能 量 流 的 假设 对 于 体积 为 AV、 表 面 为 也 并 且 以 速度 v 运动 的 混合 物 物质 体 
微 元 , 进一步 假设 从 外 部 进入 其 中 的 总 能 量 流 可 由 以 下 公式 确定 : 


dA(®) + dQ(®) + dQ** 


N N 
过 DprF ‘Vk AV dt+ fn njvki dt do 一 ja :ndtdo + dQ(),, 
k=1 k=1 5 


N 
= DprF -VAV dt+ em dt dc 十 .了 Adt 
和 1 工 kk 二 1 


N ij | 
+ Vi 5 es av dt — V;gqi AV dt + dQ(®,,, (11.6) 
k=1 “大 


式 中 , pF AV 为 作用 于 混合 物 第 个 组 元 的 外 质量 力 ; pjnj do 为 表面 2 的 微 元 
do 上 作用 于 混合 物 第 个 组 元 的 面 力 的 分 量 , 并 且 认 为 


N 
Dj do ei = >》 Pr doei 
k=1 


是 混合 物 整 体 在 面 微 元 do 上 的 应 力 矢量 ; qo 是 由 热传导 和 扩散 导致 的 外 部 能 量 流 ; 
dQ@ 如 ss 是 按照 质量 分 布 的 外 部 能 量 流 , 例如 , 4Q)ss 可 以 包括 因为 外 部 辐射 而 被 吸 
收 的 热流 , 或 者 因为 电流 而 释放 的 焦耳 热 ， 外 质量 力 及 对 不 同 组 元 一 般 不 同 , 量 


.I AV dt 等 于 外 质量 力 及 在 扩散 所 致 内 部 运动 的 相对 位 移 上 的 元 功 . 如 果 
N 
外 质量 力 对 所 有 组 元 均 相同 , 则 芝 -AV dt = 0. 例如, 对 于 重力 Fg， 
N 
k=12,…, N (@ 为 重力 加 速度 ), 因为 部 ==0, 所 以 
vn :Ti AV dt=9g.: (>) AV dt = 0, 


k=1 k=1 


按照 混合 物 整体 物质 点 位 移 的 定义 和 式 (11.6), 可 以 取 


N 
dA(®) = 》 pF -vAV dt+ / pinjvi dt do, 
k=1 i 


A 六 
dQ®) + dQ™ = 一 V (4 -> de) AVadt+ DF: TAV dt+ do,. 
大 一 1 k=1 
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根据 此 式 , 方程 (11.5) 可 写 为 质量 炉 s = Sm/m 的 全 导数 的 形式 : 


ds ds 
-=PAV = #(- vg + + 及 I 
dCm 
一 > 5 LpMEVEa Wa 十 了 sy) AT 十 远 2 L ， (11.7) 
» Ek=]1 a=1 
式 中 使 用 了 以 下 记号 : 


N pi Tk; N 
-we = -De g— Yodo -er 
k=1 Pk k=1 


矢量 9 表征 在 混合 物 各 组 元 发 生 相对 运动 时 因为 热传导 、 扩 散 和 面 力 做 功 而 通过 表 
_ 面 的 微 元 的 总 能 量 流 , 
,和 ww ,moh ooton 质量 守 全 方程 , 混合 物 整体 的 动量 方程 , 状态 方程 (11.4) 和 
各 使 和 过 开 的 科 引 广 ” 粮 方程 (11.7) 组 成 混合 物 运动 的 封闭 方程 组 , 只 要 再 补充 上 
热流 dQ 外 的 结果 和 决定 变量 


WY» Tey -Wiey TY 


的 宏观 动 理 方程 . 建立 这 些 动 理 方程 是 不 可 逆 过 程 热力 学 的 一 个 基本 问题 ?). 

介质 的 运动 伴随 着 许多 不 可 逆 效 应 , 对 这 些 效 应 的 性 质 和 机 理 也 有 各 种 类 型 的 
假设 , 上 述 基本 问题 的 解决 总 是 涉及 到 这 些 假设 . 介质 的 具体 性 质 不 同 , 运动 的 类 型 
不 同 , 这 些 假设 也 可 能 不 同 , 它们 还 可 能 与 具有 数学 性 质 的 一 些 假设 有 关 , 例如 基于 
微 元 状态 偏离 平衡 态 很 小 而 做 的 假设 了， 归根结底 , 这 些 假设 总 是 必须 通过 实验 来 
证 实 . 实验 观察 的 数据 经 过 处 理 可 得 各 种 经 验 公 式 , 这 些 公 式 也 可 能 有 助 于 动 理 方 
程 的 建立 . 

当 运 动 和 过 程 偏离 可 逆 情 形 较 小 的 时 候 , 为 了 得 到 动 理 关 系 , 作为 一 个 例子 可 
以 考虑 昂 萨 格 方法 ( 见 $8 和 下 文 ). 用 这 种 方法 对 所 研究 的 介质 和 现象 得 到 的 关系 
式 还 需要 通过 实验 方法 来 检验 或 证 实 , 即使 这 些 关系 式 能 够 进一步 用 统计 理论 中 的 
结论 从 理论 上 证 明 . 
炉 产 生 公式 ”为 了 应 用 昂 萨 格 理论 , 必须 把 总 的 烂 变化 me 表示 为 和 的 形式 : 


从 (11.7) 出 发 , 利用 下 述 公式 所 表达 的 假设 即 可 将 炉 变 化 分 为 这 样 的 两 部 分 . 


了 为 了 确定 混合 物 整体 的 运动 , 并 不 需要 求 出 前 面 引 入 的 量 go, p&, sh, 并 且 对 于 这 些 量 也 没有 
相应 的 方程 , 其 作用 是 辅助 性 的 , 仅仅 是 为 了 启发 式 地 建立 方程 (11.7). 如 果 用 其 他 一 些 假设 代替 
(11.6), 也 可 得 出 这 个 方程 . 

2) 在 下 述 论 文中 提出 了 不 可 逆 化 学 反应 动 理 方程 的 某 些 一 般 形 式 : Cenos TI. WH.， 06 o6mex 


Be yDaBHeHH 首 EHHETHKH XHMHGeCKHX peakuui B rasax. 本 AH CCCP, 1948, 40{1): 73 一 76. 
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二 me 定义 为 从 外 部 对 象 进入 物质 体 AV 的 热流 、dQs。 和 通过 其 边界 了 
的 外 部 炉 流 引起 的 炉 变 化 , 这 与 外 部 对 象 同 给 定 介质 发 生 相 互 作用 有 关 . 因此 , 根据 
公式 (11.7), 令 ? 


(e) N 
mds _ 1 dQ , (> div SE _ div $)ar 


dt T™»- 0¢t E 
es + /5 (Pm 路 :ndo. (11.8) 
相应 地 , 在 me > 确定 之 后 ， 对 于 在 单位 时 间 内 由 内 部 不 可 逆 效 应 引起 的 箭 产生 
me :和 由 
ms — -+ grad 仇 ): .I 

yy -| V. (11.9) 

a=1 k=1 

耗 散 函 数 ” 焕 产生 公式 (11.9) 可 以 改写 为 以 下 形式 : 


dis 
RR 人 > 0， 


式 中 , 量 Xe 是 矢量 的 分 量 9， 站， i T3 (i, j=1, 2, 3; k=1, 
`, 入 ) 和 标量 wa (a = 1 2,…, 7) 在 重新 编号 后 的 统一 记号 , Xe 显然 表示 相应 
X2 的 系数 . 
要 想 进一步 建立 一 个 模型 ， 就 要 假设 量 Xe 与 x 之 间 存 在 有 限 的 关系 . 因此 ， 
量 o 可 以 视 为 Xp 或 Xe 的 函数 , 并 且 p, T 和 混合 物 组 元 浓度 ci = pi/p 是 作为 参 
量 出 现 的 , 即 
> XpX8 = 0o(p, T, ci Xj) 53 5(D， T, ci, Xx). (11.10) 
8 


在 某 些 情况 下 , 可 以 把 建立 动 理 方程 的 问题 看 作 建立 以 下 函数 关系 的 问题 : 
XP = Xe(gih 卫 ， 了 C1，C2， CN， 天 1， X2, 有 (11.11) 


式 中 g;; 为 度 规 张 量 的 分 量 , 量 p, T, ci 为 标量 . 在 一 般 情况 下 , 式 (11.11) 对 于 五 
应 满足 条 件 


(e) 
0 我 们 强调 , 在 公式 (11.8) 中 之 所 以 有 a 这 一 项 , 是 因为 相关 假设 认为 该 热流 是 可 逆 的 . 
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成 对 出 现 的 相应 函数 Xs 和 xs 可 以 利用 以 下 记号 来 表示 : 


Xp 一 xh, 

了 ， 
-5 = w= we 一 9 

Pay 。 
也 一 grad 华 = wk = Whei — Tk, 


N 
a 》、 Hp MV 
2 
k=1 


= ?a 一 人 Wa, 
Ti 

订 一 

在 函数 关系 (11.11) 的 自 变量 中 , 除了 记 为 Xs 的 标量 、 矢 量 分 量 和 张 量 分 量 , 仅仅 
还 列 出 了 一 个 张 量 一 一 分 量 为 9;; 的 度 规 张 量 . 这 等 价 于 假设 所 研究 的 混合 物 模型 
满足 各 向 同性 的 物理 条 件 . 因为 c 是 标量 , 所 以 , 作为 (11.11) 中 c 的 自 变量 , 在 一 
般 情况 下 可 取 标 量 p, T, ck, Ya 而 对 于 矢量 和 张 量 的 分 量 wi, wj eij, gi; 则 只 能 取 
.其 不 变量 组 合 . 

各 向 同性 介质 耗 散 函 “ 我 们 在 $ 10 中 研究 了 可 逆 的 热力 学 平衡 过 程 . 在 研究 偏离 这 
数 的 一 般 形式 . 各 向 “种 可 逆 平 衡 过 程 较 小 的 不 可 逆 过 程 的 时 候 , 在 许多 应 用 中 会 
人 认为 函数 (11.11) 是 Xs 的 线性 函数 , 即 


X8 = 》 TAX6， (11.12) 
6 


式 中 , 和 矩阵 元 素 Z2s 由 标量 、 二 阶 张 量 的 分 量 和 四 阶 张 量 的 分 量 组 成 . 

在 各 向 同性 的 情况 下 , 由 系数 L35 组 成 的 相应 张 量 只 依赖 于 标量 和 度 规 张 量 1 
gi;. 下 面 将 得 出 Z8 对 9% 的 依赖 关系 , 而 对 介质 的 状态 参量 P T, cl co, …, cw 
这 些 标量 的 依赖 关系 则 必须 另行 建立 . 当 线 性 关系 (11.12) 成 立时 , 量 c(Xs) 是 Xe 
的 二 次 型 . 

” 对 于 向 同性 介质 , 不 难看 出 o 的 二 次 型 可 以 写 为 以 下 形式 : 
o= aoT? gi ww] 十 2ak giwiwy 下 aKl gi wiw! 
+ Os™TTY Ym 十 20s7sg5eij 十 FA(gvey)? 十 gigmmesmen. (11.13) 
由 此 可 见 , 为 了 使 函数 o 完全 确定 下 来 , 必须 固定 (11.13) 中 的 系数 a0, a*, a*! = oa 下 ， 
bm = bs bs, 入 和 ,其 中 下, 1 =1,2,…, NN; ms = 1,2,…,T. 这 些 独立 系数 的 
数目 等 于 


1 十 入 十 


N(N+1 1 
SOY + 2 


=3+ Tt) + 


(11.13) 中 的 系数 还 应 满足 条 件 c > 0. 
1) 这 个 直接 的 结论 是 非常 明显 的 , 其 详细 证 明 见 附录 一 . 
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按照 88 中 阐述 的 不 可 逆 过 程 的 一 般 理 论 , 关系 式 (11.12) 在 应 用 昂 萨 格 原理 后 
可 表示 为 


1 pc 2 大 oT 大 Ps 0 Lp 
n= 7g = of 2 w= Bn + oe 一 了 (11.14) 


lo _ kk, 喧 07 > Fi 的 
ri 一 2 Bu =Q@ wi+a [a 一 TD 十 TT driT (11.15) 
1 ed 
Wa = i 一 bdivv 十 > bs°TYy, = 区 - 2 DR (11.16) 
T7353 10900 24 
dd 3 0 机 di ei, 
7 ~ 3 er g > bys + vv Te (11.17) 


最 后 一 个 关系 式 与 狐 性 应 力 的 通常 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 有 所 不 同 , 式 中 第 一 
项 是 由 于 不 可 北 的 化 学 变化 或 相 变 而 出 现 的 , 它 影响 应 力 矢 量 在 所 在 面 微 元 上 的 法 
向 分 量 的 取 值 . 


条 件 I =0 给 出 系数 ok 和 oa 的 N +1 个 关系 , 即 
sz 


N 
Da =0; .Das =0, 1=1,2,..,N. (11.18) 
= k=1 p 
因此 , 公式 (11.13) 一 (11.17) 只 含有 
~ 功 a) 
个 独立 的 系数 , 它们 一 般 而 言 是 p, T, cx 的 函数 . 我 们 指出 , 最 初 的 一 般 形式 的 公式 
(线性 关系 (11.12)) 含有 no = (3 十 3N +Tr 十 6)2 = (9 十 3N 十 7)? 个 系数 L55,. 上 述 一 
般 理论 使 得 必须 给 出 的 系数 的 数目 减少 了 ， 
no 一 n= 二 79 十 PN + N+ 27 + r+ ONr 
个 . 例如 , 当 三 组 元 混合 物 (N= 3) 中 发 生 一 种 反应 (x = 1) 的 时 候 , 我 们 有 no= 361， 
而 独立 系数 的 数目 n = 10, 即 待定 系数 的 数目 减少 了 no 一 = 351 个 . 
如 果 展 开 公式 (11.14)， 2 i oo) 然后 计算 、 合 并 a 下 
和 5 的 系数 ， 就 可 以 对 这 些 公式 进行 一 些 简 化 和 变形 为 了 确定 系数 ao, a 
bs, bso, 入 , 4 或 它们 的 茶 些 组 合 , 可 以 利用 统计 理论 和 相应 的 实验 数据 . 
上 述 理 论 不 只 适用 于 完全 气体 混合 物 , 而 且 适 用 于 实际 介质 的 许多 其 他 模型 . 在 
一 些 专著 和 具体 研究 工作 中 可 以 找到 该 理论 的 进一步 简化 和 应 用 . 


D 在 实际 中 还 额外 认为 bs = 0, s = i 2 
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完全 气体 混合 物 的 只 如 果 对 完全 气体 混合 物 使 用 化 学 势 公式 (9.17), 就 可 以 将 表 
象 系数 ao, a*, a*! 与 ” 达 式 (11.14), (11.15) 所 给 出 的 热力 学 流 g; 和 i 通过 气体 
输 运 系 数 的 关系 动力 学 参量 7, p, c (k = 1, 2, …, NN) 表示 出 来 . 为 此 , 我 们 
把 (9.17) 写 为 以 下 形式 : 


Hg = (Pp, T) + RET In zh, (11.19) 
式 中 
rf 提 
0 - fo 也 
ua(p, T)= Uor+t Re Teow+ / cedr -7 /学 至 虹 +RTn 
入 部 Pox 
z# 表示 第 大 种 组 元 的 物质 的 量 浓度 ， 
Pe ng MM 
Zk 二 也 n Mr. Ck 


根据 (11.19), 我 们 有 


Hx _ Rk Ona 日 由 
了 d7' -Ta 人 (从 + Ran) = 人 dz :+( 半 | spt+7 (充当 后 (11.20) 


0 
(党 ) = RT_RT_ 1 (11.21) 


Op p Mp nMe’ 
0 也 。 
T 人 = - 志 他 ft 1 | = -去 ， {11.22) 
式 中 均 为 第 种 组 元 的 质量 烩 . 利用 (11.20), (11.21) 和 (11.22), 得 wy 的 以 下 公式 : 
wh = (Tv 然 ) = 元 (nm. - Eva + v7). (11.23) 


利用 (11.23), 公式 (11.15) 的 形式 变 为 
ak CR Pm 
-元 vT+ 2 二 汪 -TYS 
ak! ( 必 p. ok 
二 :三 一 一 | Vz 十 十 V -&n)- 二 一 
?2 Tm T -2 本 7™ 
=p》、 -Dad 一 DY 去 VT， (11.24) 
- 
式 中 


di = Vz + (Z — > Vp 十 一 4 (5 PEF 一 串 
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并 且 多 组 元 扩散 系数 DK! 和 热 扩散 系数 D8 是 按照 以 下 公式 引入 的 : 


2 Qi OA CR CA 
D8 = 一 了 (所 Ss <) = 一 ( 宁 - 守 ) (11.25) 
p klM1 \ Pr Pk kM \ pi Pk E 
OK CR 
DX = 示人 ip l=b, 2,.…,N. (11.26) 
公式 (11.24) 和 等 式 


2 D0 DA =0, 2 


之 所 以 成 立 , 是 因为 我 们 有 性 质 (11.18). 从 公式 (11.25) 和 (11.26) 容易 得 出 用 D7 
和 DR 表示 ak 和 ak 的 逆向 公式 . 
0 (11.14) 改写 为 以 下 形式 : 


q= -ovT+ 宛 地 (人 TV 佬 ) = DD 
Kk 


式 中 . 
-2 i Di a (11.27) 


系数 DR DZ 和 大 通常 出 现在 气体 动 理论 中 它们 在 这 里 是 通过 唯 象 系数 au， 
ok 和 akl 用 公式 (11.25), (11.26) 和 (11.27) 定义 的 . 

如 果 介 质 是 各 向 异性 的 , 例如 , 与 电磁 场 的 相互 作用 导致 各 向 异性 , 上 述 理 论 就 
会 变 得 更 加 复杂 . 此 时 , 在 o 的 自 变量 中 , 除了 度 规 张 量 , 还 必须 进一步 引入 表征 各 
向 异性 的 其 他 一 些 张 量 . 
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81. 电动 力学 的 基本 概念 电磁场 . 真空 中 的 麦克 斯 韦 方程 


近来 , 在 考虑 电磁 效应 的 情况 下 研究 连续 介质 运动 问题 具有 越 来 越 重 要 的 意义 . 
因此 , 有 必要 在 连续 介质 力学 中 阐述 电动 力学 的 基本 原理 . 

下 面 将 认为 , 我 们 通过 初等 物理 学 和 普通 物理 学 课程 已 经 知道 了 最 简单 的 一 些 
电动 力学 实验 现象 和 定律 . 我 们 将 把 电动 力学 基本 定律 用 公理 化 的 形式 表述 为 麦克 
斯 韦 方程 , 这 种 形式 是 对 实验 观察 进行 理论 加 工 和 推广 的 结果 . . 

麦克 斯 韦 方程 得 以 表述 的 基础 是 许多 抽象 的 数学 概念 , 这 些 概 念 是 为 了 描述 物 
体 和 场 的 电磁 性 质 而 引入 的 一 些 电 磁场 特征 量 . 对 电磁 现象 的 科学 研究 经 历 了 一 百 
多 年 的 不 平静 的 发 展 过 程 , 为 了 引入 和 分 析 这 些 概念 和 方程 , 前 人 历尽 艰辛 , 完成 了 
大 量 工作 . 

基于 麦克 斯 书 方程 的 许多 理论 方法 获得 了 丰硕 的 成 果 , 所 有 描述 电磁 效应 的 实 
际 工 作 和 所 有 已 知 的 宏观 实验 数据 都 证 实 了 这 些 方法 的 有 效 性 . 

我 们 不 准备 按照 历史 发 展 讲述 电动 力学 , 而 只 是 给 出 其 基本 原理 的 简要 描述 , 目 
的 是 在 连续 介质 力学 问题 中 应 用 电动 力学 . 我 们 仅仅 指出 , 电磁 场 理 论 作为 实际 对 象 
的 一 种 理论 是 由 法 拉 第 提出 的 , 但 是 该 理论 直到 19 世纪 末 才 被 实验 证 实 , 当时 赫兹 
成 功 地 捕获 了 电磁 波 , 从 而 证 明了 电磁 场 存 在 的 事实 . 

我 们 首先 指明 , 电磁 现象 对 连续 介质 力学 为 什么 有 意义 . 在 物理 学 中 已 知 物质 对 
象 之 间 相互 作用 的 4 种 基本 类 型 : 基本 粒子 理论 中 的 引力 、 电 磁力 、 核 力 和 弱 相 互 
作用 力 . 我 们 所 研究 的 内 力 相互 作用 主要 与 电磁 效应 有 关 , 这 些 效应 导致 了 固体 、 液 
体 和 气体 中 的 宏观 应 力 . 例如 , 当 分 子 和 原子 发 生 碰 撞 时 , 电磁 力 的 作用 是 主要 的 . 

此 外 , 物体 在 某 些 条 件 下 可 能 具有 电荷 , 所 以 在 物体 中 可 能 出 现 电 流 , 此 时 产生 
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的 相互 作用 力 必须 在 连续 介质 物质 体 受 力 的 总 平衡 中 加 以 考虑 . 这 类 效应 在 研究 等 
离子 体 运动 时 表现 得 特别 强烈 ,等 离子 体 是 具有 大 量 自由 电子 和 离子 的 气体 , 所 以 
等 离子 体 与 电磁 场 有 明显 的 相互 作用 . 

我 们 现在 回忆 电动 力学 的 某 些 基本 的 定义 和 概念 

实验 表明 ,携带 电荷 。 和 的 两 个 静止 的 介质 微 元 之 间 的 
静止 电荷 的 库仑 定律 ”相互 作用 力 类 似 于 两 个 物体 之 间 的 万 有 引力 ， 


P= 症 k 5 
式 中 7 为 带电 微 元 之 间 的 距离 , 系数 上 为 常量 . 此 关系 式 称 为 库仑 定律 . 万 有 引力 永 
远 是 相互 吸引 的 力 , 力 FP 则 不 同 : 它 在 电荷 e; 和 es 异性 时 是 引力 , 在 电荷 同性 时 
是 斥 力 . 万 有 引力 的 影响 在 发 生 相 互 作用 的 质量 m 和 ms? 非常 大 的 时 候 才 明显 表 
现 出 来 , 电 相 互 作用 力 则 比 万 有 引力 大 得 多 .两 个 电子 之 间 的 万 有 引力 比 它们 之 间 
的 电 斥 力 小 1038 倍 , 这 是 一 个 在 通常 的 认识 中 难以 体会 的 极其 巨大 的 数 . 

电荷 密度 在 连续 介质 力学 中 , 就 像 引 入 质量 的 连续 分 布 那样 , 自然 会 引入 电荷 e 的 
连续 分 布 . 电荷 密度 定义 如 下 : 


gradr, 


, Ae 
Pe™ i AV’ 

式 中 Ae 是 体积 为 AV 的 区 域 中 的 电荷 总 量 . 

对 于 电 中 性 物体 , Ae = 0, p。= 0. 由 于 离子 或 电子 聚集 的 情况 不 同 , 电荷 密度 
在 一 个 确定 的 位 置 既 可 能 是 正 的 , 也 可 能 是 负 的 . 在 实际 中 , 对 于 所 有 的 物体 , p。 近 
似 于 零 , 因为 同名 电荷 总 是 互相 排斥 ,使 得 带 正 电 荷 或 负电 荷 的 粒子 大 量 聚 集 的 情 
况 通常 不 能 长 时 间 存 在 . 
电流 电流 就 是 带电 粒子 的 运动 . 这 样 , 如 果 在 物体 中 自由 电子 相对 于 离子 发 生 定向 
运动 , 这 就 表示 在 物体 中 有 电流 . 此 时 , 尽管 存在 离子 和 电子 的 宏观 流动 , 物 
体 诸 微 元 的 宏观 速度 之 和 仍 可 能 为 零 . 

电流 在 本 质 上 类 似 于 高 强度 的 有 序 扩散 . 在 静止 的 和 运动 的 介质 中 都 可 以 考虑 
电流 . 电流 的 密度 由 电流 密度 矢量 7 来 表征 , 其 数值 等 于 单位 时 间 内 通过 垂直 于 矢 
量 i 的 单位 面积 的 电荷 总 量 . 
原子 的 极 化 在 通常 条 件 下 ， 物质 的 原子 是 电 中 性 的 ， 其 总 电荷 为 零 . 但 是 , 如 果 有 

许多 互相 靠近 的 原子 , 每 个 原子 中 的 电荷 就 会 发 生 相 对 偏 黎 ， 中 性 原 

子 于 是 变 得 类 似 于 偶 极 子 或 多 极 子 . 这 种 现象 称 为 极 化 . 大量 被 极 化 的 分 子 或 原子 
在 外 部 电场 作用 下 会 有 序 排列 , 从 而 导致 介质 的 一 个 宏观 效应 一 一 其 宏观 部 分 在 电 
场 作用 下 发 生 极 化 . 显然 , 随机 的 热 运动 一 般 会 阻碍 宏观 极 化 的 出 现 . 
磁 相 互 作用 除了 上 述 静 止 带 电 粒 子 的 相互 作用 , 还 存在 磁 相 互 作用 . 例如 , 我 们 知 
道 , 磁铁 吸引 铁 悄 , 指南 针 指 向 地 球 经 线 的 方向 . 因此 ， 在 地 球 上 总 是 
存在 一 种 使 指南 针 向 确定 方向 偏转 的 力 . 
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由 于 存在 磁 相 互 作用 , 人 们 曾经 党 试 过 引入 磁 茶 , 并 比 原 电荷 的 库仑 定律 对 磁 荷 
写 出 类 似 的 定律 然而 后 来 表明 , 在 自然 界 中 并 不 存在 任何 碰 茶 , 磁 相 互 作用 归结 为 
电流 ( 即 运动 电荷 ) 的 相互 作用 . 例如 ,各 种 物质 的 磁性 可 用 原子 内 部 存在 微观 电流 
来 解释 , 这 些 电流 是 由 于 电子 围绕 原子 核 运动 以 及 电子 与 原子 核 的 特征 “旋转 ”( 自 
旋 ) 而 形成 的 . 在 通常 条 件 下 , 大 多 数 物体 中 的 原子 的 方位 是 无 序 的 ， 原 子 内 的 电流 
所 产生 的 作用 因而 表现 不 出 来。 如 果 组 成 物体 的 基本 粒子 的 方位 变 得 有 上 物体 机 
性 的 相应 宏观 效应 就 会 因为 磁化 现象 而 表现 出 来 
假设 在 空间 中 有 一 些 电荷 它们 相对 于 革 个 名 性 人 标 系 是 
强 所 尖 提 和 拓 量 和 语 太 ”静止 的 . 在 物理 学 中 有 一 套 通用 的 一 般 方法 来 研究 电荷 系 对 
位 于 空间 给 定点 zl，z2, za 的 检验 电荷 。 的 作用 力 ， 众 所 周 
知 , 对 租 止 检验 电荷 的 作用 力 只 依赖 于 电荷 的 位 置 和 带电 量 , 它 等 于 


五 一 6 五 ， (1.1) 


式 中 殖 为 某 一 矢量 , 称 为 电场 强度 矢量 , 召 = EE(z!, zx?, x3). 矢量 场 EE 是 单个 电荷 
的 电场 强度 之 和 |. 

最 初 , 人 们 认为 这 个 场 是 为 了 便于 计算 作用 在 检验 电荷 上 的 力 而 引入 的 一 种 数 
学 抽象 . 后 来 的 研究 表明 , 电场 强度 EE 可 以 看 作 是 一 种 在 空间 中 存在 的 物理 对 象 , 它 
与 是 否 存在 检验 电荷 无 关 , 并 且 可 以 把 电场 当 作 有 别 于 物体 的 一 种 物质 对 象 . 

对 于 电荷 与 电场 之 间 的 关系 , 可 以 有 两 种 观点 . 可 以 认为 , 电场 是 由 电荷 产生 的 ， 
或 者 认为 , 电荷 是 已 有 电场 的 奇 点 (物理 上 很 小 的 对 象 ). 

类 似 于 电场 强度 矢量 , 通过 对 微观 电流 作用 的 又 加 可 以 引入 磁场 强度 矢量 五， 
它 作 为 磁场 的 一 个 特征 量 可 以 用 来 计算 与 磁场 有 关 的 相互 作用 力 . 为 了 表征 检验 磁 
体 或 检验 电流 , 引入 一 个 很 小 的 磁 偶 极 矩 d, 使 磁场 作用 于 磁 偶 极 矩 为 d 的 小 磁 针 
的 力 偶 矩 按照 以 下 公式 计算 : 

At = dx 五. (1.2) 


如 果 磁 场 是 均匀 的 ,五 = const, 则 磁场 对 小 磁 偶 极 子 的 作用 力 之 和 等 于 零 , 但 
力 偶 矩 Ad 不 等 于 零 . . 

如 果 磁 场 五 不 均匀 , 则 除了 力 偶 矩 M, 还 会 出 现 按照 以 下 公式 计算 的 力 无: 

=(d.VIH= dVH = a 
式 中 8/8s 表示 在 检验 电流 所 在 点 沿 磁 偶 极 矩 方向 的 导数 . 

在 静止 条 件 下 , 为 了 确定 空间 中 给 定点 的 电场 强度 和 磁场 强度 , 可 以 在 该 点 放置 
静止 的 检验 电荷 和 朝向 各 异 的 小 磁体 (检验 电流 ), 并 测量 作用 于 它们 的 力 (1.1) 和 
力 偶 矩 (1.2). 

采用 检验 电荷 与 检验 电流 的 这 些 简 单 的 实验 可 以 变 得 复杂 一 些 , 可 以 把 它们 推 
广 到 检验 电荷 与 检验 电流 处 于 运动 状态 的 情况 , 以 及 场 和 五 随时 间 变 化 的 情况 . 
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这 样 , 真空 中 的 电磁 场 在 空间 中 的 每 一 点 和 每 一 时 刻 可 以 由 电场 强度 巨 和 磁场 
强度 吾 这 两 个 矢量 来 表征 . 矢量 和 互 , 电荷 密度 和 电流 密度 矢量 j 是 电动 
力学 的 基本 概念 

不 难 证 明 , 对 于 在 惯性 坐标 系 中 静止 的 点 电荷 系 或 分 布 电 荷 
_ 租 昌 学 中 的 帮 克 折 有 ”决定 其 电场 的 库仑 定律 可 以 写 为 以 下 微分 形式 


div 五 =4rp。。， rot 五 = 0. (1.3) 


在 无 界 空间 中 , 如 果 矢量 马 在 无 穷 远 处 等 于 零 , 方程 组 (1.3) 的 通 解 就 归结 为 库仑 
定律 

库仑 定律 是 一 个 简单 的 实验 定律 , 而 方程 (1.3) 是 静止 电荷 系 的 麦克 斯 韦 方程， 
从 前 者 过 渡 到 后 者 是 电动 力学 基本 定律 利用 微分 方程 语言 的 一 种 简单 的 重新 表述 ， 
这 很 类 似 于 从 牛顿 万 有 引力 定律 过 渡 到 牛顿 引力 势 理 论 的 微分 方程 .鉴于 这 种 过 渡 
的 重要 性 , 我 们 更 详细 地 解释 一 下 上 述 内 容 ， 

. 如 果 有 质量 为 m 和 m, 的 两 个 质点 , 则 它们 按照 牛顿 定律 互 

答 关 为 各 ”3 力 场 的。 相 吸 引 , 质点 mk 对 质点 m 的 作用 力 等 于 


mm 
> 大 0 
Fr =—f DTk; 
Tk 


式 中 7 为 质点 mi 与 m 之 间 的 距离 , f 为 引力 常量 , m2 是 从 质点 mi 指向 质点 mm 的 
单位 矢量 . 我 们 知道 , 这 是 一 个 有 势 的 力 , 即 及 = grad Uk, 势 函 数 Ui = fmm /7 

如 果 在 空间 中 有 质量 为 mx (上 = 1, 2,…, n) 的 n 个 质点 , 并 考虑 它们 对 一 个 
质量 为 m = 1 且 能 放置 在 空间 中 不 同 点 的 质点 (检验 质量 ) 的 影响 , 则 所 有 质点 mk 
对 检验 质量 m = 1 的 作用 力 为 


F= >》 及， F = grad Ux, 
k 


其 势 函 数 为 
U= YU 1 (1.4) 
[3 天 


质量 m 在 空间 中 的 分 布 形成 势 函 数 为 U 的 引力 场 . 只 要 在 空间 中 所 研究 的 点 放置 
检验 质量 , 就 能 发 现 该 引力 场 . 

我 们 来 写 出 引力 势 7 应 当 满 足 的 微分 方程 . 

设 检验 质量 位 于 点 z, y, z, 而 产生 引力 场 的 第 个 质点 位 于 点 zy, z, 则 函 
数 1/7, 是 调和 函数 , 式 中 


作 二 VC 一 ZK 大 十 已 一 大 大 十 人 一 欢 
为 上 述 两 点 之 间 的 距离 . 在 所 有 7 关 0 的 点 xz, y, z, 函数 1/7 满足 拉 普 拉 斯 方程 


1 0 0 0\1 
人 = (项 + 部 + 项 ) 守 =0 
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因此 , 一 个 质点 的 引力 声势 函数 Ui 满足 方程 
Ar 大 = 0, 


或 
4 
divFi =0, F:=gradU., 旭 rot F; = 0. 


拉 普 拉 斯 方程 是 线性 方程 . 根据 (1.4), 在 某 一 区 域 V 中 连续 分 布 的 质量 所 形成 
的 引力 场 , 其 势 函数 U(x, y, z) 可 以 写 为 


Wi =/ /2 i (1.5) 
V 


显然 , 这 个 函数 U(z, y, z) 在 没有 质量 分 布 的 点 满足 拉 普 拉 斯 方程 


AU =0. 
U 的 拉 普 拉 斯 方程 等 价 于 方程 
divF=0, rotF=0, F= gradU. (1.6) 
.可 以 证 明 , 引力 场 势 函数 (1.5) 在 V 内 部 的 点 z, y, z 满足 泊 松 方程 
AU = -4rp 几 (1.7) 


此 时 对 密度 分 布 p 有 一 些 非常 一 般 的 、 但 在 实际 中 可 以 接受 的 假设 . 方程 (1.7) 等 
价 于 方程 
divF = —4rpf, rotF=0, F=gradU. (1.8) 


因此 , 求 引力 场 势 函数 和 引力 场 对 单位 检验 质量 的 作用 力 的 问题 可 以 这 样 提出 : 
求 这 样 的 函数 U(z, y，z), 它 在 无 穷 远 处 为 零 , 在 V 的 外 部 处 处 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 
而 在 V 的 内 部 处 处 满足 泊 松 方程 ; 或 者 , 求 满足 方程 (1.6) 和 (1.8) 的 力 F. 

牛顿 引力 势 理 论 中 的 这 种 问题 提 法 完全 类 似 于 基于 麦克 斯 韦 方程 (1.3) 的 静电 
学 问题 的 提 法 . 可 以 证 明 , 在 无 限 大 空间 中 求解 在 无 穷 远 处 为 零 的 函数 U 的 问题 归 
结 为 表示 万 有 引力 定律 的 公式 (1.5) 0 . 

在 存在 非 定常 电磁 场 的 时 候 , 可 以 根据 电磁 感应 的 实验 定律 通过 类 似 的 方法 推 
广 方程 (1.3). 

在 不 包含 物体 的 真空 中 (其 中 pe = 0, 因为 只 有 物体 才能 扒 


其 空中 电磁 场 的 麦克 带电 荷 ) 这 些 方程 在 惯性 坐标 系 下 具有 以 下 形式 : 
rot 五 一 -2 divH = 0, (1.9) 
rot 五 一 了 divE=0. (1.10) 


0 本 书 第 二 卷 ( 见 第 八 章 8 26) 详细 分 析 了 这 个 结论 . 


81， 电 动力 学 的 基本 概念 ,225 ， 


麦克 斯 韦 方程 (1.9) 和 (1;10) 适宜 作为 一 些 实验 观察 的 初始 的 、 基 本 的 和 经 过 
数学 抽象 的 表述 , 用 以 代替 历史 上 和 实际 中 与 直接 的 实验 更 为 密切 相关 的 库仑 定律 
和 电动 力学 的 其 他 一 些 定律 . 在 方程 (1.9) 和 (1.10) 中 , e 是 具有 速度 量 纲 的 常量 ; 结 
果 表 明 , 常量 c 应 视 为 电磁 扰动 的 传播 速度 , 即 光速 ， 

方程 (1.9) 和 (1.10) 是 物理 学 的 基石 , 是 光学 和 无 线 电 技术 的 主要 方程 , 它们 描 
述 光 乃至 一 般 的 电磁 波 在 真空 中 的 传播 和 许多 其 他 现象 . 
测量 单位 的 选取 许多 电磁 场 特征 量 是 有 量 纲 量 , 而 具体 公式 和 方程 的 写法 使 得 这 

些 公式 和 方程 所 包含 的 量 的 测量 单位 之 间 有 一 定 的 关系 . 例如 , 使 
用 形 如 (1.9), (1.10) 的 麦克 斯 韦 方程 就 意味 着 百 和 五 具有 同样 的 测量 单位 . 

在 力 、 质 量 和 加 速度 的 测量 单位 可 独立 选取 的 时 候 , 在 基本 的 牛顿 方程 F = kma 
的 写法 中 必须 带 有 一 个 有 量 纲 的 常量 局 当天 = 1 是 无 量 纲 的 量 时 , 上 述 测量 单位 就 
不 是 独立 的 . 

方程 (1.9) 和 (1.10) 中 的 有 量 纲 常量 c 或 万 有 引力 定律 中 的 常量 f 可 以 取 为 1， 
这 是 完全 可 行 的 , 而 且 某 些 作者 也 在 这 样 使 用 . 不 过 , 如 果 在 (1.9) 和 (1.10) 中 c=1， 
这 就 表示 , 或 者 光速 被 用 作 速 度 的 测量 单位 , 或 者 妃 和 五 的 测量 单位 与 长 度 和 时 间 
的 测量 单位 有 关 . 类 似 地 , 当 万 有 引力 定律 中 f = 1 且 牛 顿 定律 F = kma 中 =1 
时 , 质量 的 测量 单位 与 距离 和 时 间 的 测量 单位 有 关 , 等 等 . 在 出 现 所 研究 的 物理 量 的 
大 量 实验 领域 中 , 这 类 附加 条 件 与 物理 量 和 过 程 的 本 质 无 关 . 因此 , 这 样 的 条 件 一 般 
并 不 方便 , 尽管 在 逻辑 上 是 允许 的 . 例如 , 火车 的 速度 自然 可 以 通过 光速 的 分 数 来 测 
量 , 但 这 是 不 方便 的 , 虽然 在 铁路 的 信号 灯 中 使 用 了 光 . 

在 天 文学 和 地 理学 中 , 天 体 或 城市 之 间 的 距离 精确 到 厘米 是 毫 无 意义 的 , 因此 ， 
虽然 把 厘米 用 作 天 文 距离 或 地 理 距 离 的 单位 标准 完全 可 行 , 但 是 从 应 用 观点 来 看 这 
没有 任何 意义 . 这 里 应 当 指 出 , 为 了 在 实验 中 得 到 表示 所 给 长 度 的 数值 , 在 本 质 上 要 
把 一 定 尺度 的 长 度 (长 度 单位 ) 按 一 定 方式 不 断 与 被 测 长 度 进行 比 对 . 

自然 , 不 同 物理 量 所 采用 的 尺度 按照 其 意义 应 当 与 被 测 的 量 是 可 比 的 . 

测量 单位 完全 的 标准 化 和 统一 所 带 来 的 好 处 在 许多 情况 下 根本 得 不 偿 失 , 因为 
由 此 会 产生 种 种 不 便 , 例如 , 这 会 导致 对 所 研究 的 对 象形 失 感 觉 , 也 会 使 既定 的 生活 
实践 和 传统 遭 到 破坏 . 即使 从 科学 的 观点 来 说 仅 使 用 一 种 测量 单位 一 一 例如 厘米 或 
英寸 一 一 无 疑 是 必要 的 , 这 在 实践 中 也 会 遇 到 一 些 困 难 . 

把 物理 常量 固定 下 来 对 于 测量 单位 的 选取 毫 无 方便 可 言 . 尽管 光速 在 物理 学 中 
具有 基本 的 意义 , 然而 在 许多 问题 中 , 这 个 量 无 关 紧 要 , 或 者 可 以 认为 等 于 无 穷 大 . 
在 这 些 问 题 中 引入 与 光速 有 关 的 限制 是 节 外 生 枝 , 是 不 必要 的 和 反常 的 . 

麦克 斯 韦 方 程 的 写法 (i.9) 和 (1.10) 是 一 种 “规矩 的 形式 ”, 过 去 和 现在 的 许多 
最 著名 的 作者 在 大 量 教材 、 专 著 和 学 术 论文 中 都 采用 这 种 形式 . 

我 们 在 此 不 打算 偏离 主题 而 去 讨论 电磁 学 量 的 不 同 单位 制 , 这 些 单位 制 有 很 多 
种 . 关于 电动 力学 测量 单位 的 问题 在 普通 物理 学 和 公共 物理 学 课程 中 有 详细 的 研究 . 
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在 求 具体 问题 的 数值 解 时 , 绝对 必须 知道 测量 单位 , 然而 当 方程 (1.9) 和 (1.10) 以 及 

其 他 一 些 定律 的 方程 已 经 固定 之 后 , 连续 介质 力学 一 般 理论 的 进一步 发 展 已 经 不 再 

与 单位 制 的 选择 有 什么 联系 

eth to 让 各 直方 。 广 各 组 (1.9) 和 (110) 包含 8 个 方程 而 竺 的 电磁 声 天 
ey 量 仅 有 6 个 : 名, E2, Es, 而, H2, Hsa. 不 过 , 该 方程 组 并 不 矛 

答 但 的 封闭 性 和 部 巴 ” 慎 , 因为 可 以 把 关系 式 


divH=0, divE=0 


看 作 (1.9) 和 (1.10) 中 第 一 个 方程 的 推论 , 如 果 初 始 值 是 用 相应 方式 给 出 的 . 

其 实 , 若 A(z, y,% 坟 是 对 坐标 可 微 的 任意 矢量 场 , 则 divrot A 二 0, 所 以 
从 (1.9) 中 的 第 一 个 方程 可 知 吉 div 百 = 0, 即 div 有 与 时 间 无 关 . 若 在 某 初始 时 刻 
div 五 =0, 则 在 所 有 其 他 时 刻 div 吾 = 0 只 要 初始 条 件 满足 无 源 性 条 件 , 磁场 永远 
都 满足 这 个 条 件 . 这 样 , 可 以 把 方程 div 吾 = 0 看 作对 初始 值 的 一 个 限制 条 件 . 

类 似 地 , 从 (1.10) 中 的 第 一 个 方程 可 知 div = 0, 即 , 如 果 在 某 一 确定 的 时 
刻 div 互 = 0 则 它 在 所 有 其 他 时 刻 也 等 于 零 

只 要 在 某 一 “初始 ”时 刻 没有 电荷 , 条 件 div EE = 0 就 可 以 视 为 在 真空 中 不 可 能 
产生 电荷 的 条 件 ; 而 div.H =0 可 以 视 为 没有 “ 磁 荷 ” 的 条 件 . 

尽管 方程 div 五 =0 和 div E = 0 不 完全 是 第 一 个 方程 的 推论 , 它们 也 不 与 之 
矛盾 . 这 些 条 件 是 对 那些 使 麦克 斯 韦 方程 的 解 有 物理 意义 的 附加 条 件 的 重要 限制 . 

形 如 (1.9) 和 (1.10) 的 麦克 斯 韦 方程 不 但 能 够 描述 真空 中 的 
ee 电磁 场 , 而 且 能 够 描述 物体 中 的 电磁 场 , 只 要 物体 对 电 和 磁 
所 性 都 是 中 性 的 , 这 时 在 物体 中 没有 宏观 电荷 , 并且 在 外 部 电磁 
， 场 作用 下 不 产生 电流 , 不 发 生 宏观 极 化 和 磁化 . 

组 成 物体 的 每 一 个 分 子 都 会 在 其 周围 形成 电磁 场 , 这 些 场 的 相互 作用 决定 着 内 
应 力 . 然而 , 组 成 物体 的 粒子 所 带 的 电荷 能 够 这 样 分 布 , 使 得 在 物体 每 一 点 的 平均 内 
京 电磁 场 和 物体 中 的 平均 宏观 电荷 等 于 零 ， 


Emean =0, Hmean = 0. 


有 时 , 思 wean 和 瑟 sen 在 有 外 部 电磁 场 的 情况 下 也 等 于 零 

因此 , 尽管 在 原子 和 分 子 中 永远 存在 宏观 场 , 但 是 由 于 原子 运动 的 随机 性 和 其 
他 一 些 原因 , 这 些 场 在 宏观 上 不 会 表现 出 来 

与 此 同时 ， 作 为 一 个 非常 重要 的 实验 现象 ， 我 们 指出 , 麦克 斯 书 方程 (1.9) 和 
(1.10) 适用 于 描述 直到 原子 尺度 的 微观 场 . 

在 初步 认识 电 的 理论 后 , 一些 基本 的 实验 现象 和 定律 在 物理 

麦克 斯 韦 方程 的 意义 学 中 得 以 描述 , 由 此 向 与 其 等 价 的 麦克 斯 书 方程 的 过 渡 是 一 
种 简单 的 转述 . 


§2， 闵 可 夫 斯 基 空 间 中 的 麦克 斯 韦 方程 “ 227 ， 


在 平常 的 学 术 生活 中 有 一 种 根深 蒂 固 的 观点 认为 , 把 已 经 确立 的 命题 和 概念 用 
另外 一 种 方式 表述 出 来 , 这 在 本 质 上 不 会 有 什么 新 意 . 然而 , 从 电动 力学 定律 过 渡 到 
麦克 斯 韦 方程 的 综合 表述 是 上 述 观 点 的 一 个 反例 . 这 种 转述 是 一 项 天 才 的 成 就 , 它 
商定 了 全 部 现代 物理 学 的 基础 .在 麦克 斯 韦 方程 的 这 种 表述 提出 之 后 , 对 电磁 场 本 
质 和 麦克 斯 韦 方程 组 性 质 的 分 析 就 成 为 相对 论 的 源头 , 对 惯性 参考 系 、 空 间 和 时 间 
这 些 旧 概念 的 相应 的 意义 重大 的 重新 思考 同样 也 源 于 此 . 


82. 闵可夫 斯 基 空 间 中 的 麦克 斯 韦 方程 
麦克 斯 韦 方程 在 四 维 ”为 了 更 加 完整 地 六 明 麦克 斯 韦 方程 的 物理 本 质 , 我 们 用 新 的 


空间 中 的 表述 记号 改写 这 些 方程 . 首先 , 仅仅 作为 一 种 记号 , 我 们 按照 以 下 
矩阵 等 式 引 入 反对 称 矩 阵 Fi; = 一 i;: 
0 Fi2 Hi3 了 14 0 HS —H? chil 
ES Fo1l 0 .Fo3 五 24 一 五 3 .0 H! CE 
(一 Fa Fs2 0 Fal | H? -J-H! 0 cps|’ C9 
Fal Fao Fa3 0 \ —cE! 一 C 五 2 一 CFE3 0 
并 考虑 四 维 流 形 一 一 坐标 为 zl, z2, x3, z4 = t 的 空间 , 且 zl, z2, z3 视 为 三 维 几何 


体 中 通常 的 笛 卡 儿 正 交 坐 标 . | 中 的 4 个 方程 在 笛 卡 儿 坐 标 轴 上 的 投 
影 此 时 可 以 写 为 
OFj;k OFki OF; 
Ori Orzi Ort 
在 引入 和 矩阵 瓦 ; 的 同时 , 如 果 在 这 个 坐标 系 中 再 按照 等 式 1 
0 Hs -H, -Be 
-He 0 fF -Ec 


=0,，i, jk=1, 2, 3,4. (2.2) 


(Fii) = 五 -H 0 -Ee {2.3) 
Ec E23c Ec 0 
引入 和 矩阵 F 亲 , 则 (1.10) 中 的 4 个 方程 可 以 写 为 
2 三 和 0， 三 112) 3 (2.4) 
量 c | 不 难 证 明 , 方程 (2.2) 的 通 解 可 以 表示 为 
04i 0Aj 
Fiy < B77 一 Ori 》 (2. 5) 


式 中 41， 42， 43， 44 是 z! , 22 ,D3 , 24 的 任意 4 个 函数 . 此 时 ， Fi; 显然 是 反对 称 的 . 


1 在 (2.1) 和 (2.3) 中 , H 筷 的 分 量 的 角 标 的 位 置 仅 在 变换 到 曲线 坐标 系 时 才 是 重要 的 ( 详 见 
第 四 章 132 一 133 页 ). 
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我 们 注意 到 , 如 果 A1, 42, 43, 44 分 别 加 上 四 维 梯度 矢量 的 分 量 9 亚 /6zl, 8 亚 /6z2， 
0 亚 /9z3, 8 业 /8z4, 则 五 ; 的 值 不 变 . 利用 这 种 任意 性 , 我 们 使 用 附加 条 件 
+ -0 (2.6) 
来 进一步 规范 函数 4; 的 选取 . 
对 于 任何 给 定 的 4 个 函数 4; 都 可 以 求 出 这 样 的 函数 更 , 使 等 式 (2.6) 成 立 . 等 
式 (2.6) 可 以 视 为 使 函数 更 的 选取 不 再 具有 任意 性 的 条 件 . 
如 果 把 (2.4) 中 的 Fi 替换 为 1 
0 _ 04: 04; 
“I Or Ori’ 
则 根据 (2.6) 得 出 , 4 个 函数 4; 满足 同样 的 4 个 方程 : 
02A; OA: 0h: 104; 
5605 7 55257509 Ot 
因此 , 求解 麦克 斯 韦 方程 可 以 归结 为 求解 满足 (2.6) 式 的 4 个 函数 4;, 并 且 每 个 函 
数 都 满足 方程 (2.7). 方程 (2.7) 称 为 波动 方程 3) . 
我 们 将 在 第 八 章 ( 见 第 二 卷 ) 更 加 全 面 地 研究 波动 方程 的 解 的 一 般 性 质 , 这 里 只 
立刻 指出 解 的 一 个 典型 性 质 . 令 f(&) 是 对 其 自 变量 二 次 可 微 的 任意 函数 , 则 容易 看 
出 , 函数 


=0，i=1, 2, 3, 4. (2.7) 


A= f(z 一 ob 


满足 波动 方程. 按照 这 个 解 , 菜 一 固定 值 ¢ = zl -ct 所 对 应 的 给 定 值 4 = f(€) 以 束 
度 c 沿 zl 轴 传 播 . 由 此 可 见 , c 的 意义 是 光速 . 

| “引入 坐标 为 zl x2 za zt 二 t 的 四 维 伪 欧 几 里 得 度 规 空间 一 
闵可夫 斯 基 空 间 闵可夫 斯 基 空 间 , 其 度 规 由 以 下 公式 定义 人 : 


ds = 一 (dz — (dz?)? ~ (dz3)? +c? dt? = gi; dvi dw’. (2.8) 
0 原文 如 此 . 其 实 , 应 将 


代入 (2.4), 式 中 的 度 规 张 量 gi 由 (2.8) 定义 . 一 一 译注 

2) 波动 方程 也 可 以 从 麦克 斯 韦 方 程 (1.9) 和 (1.10) 直接 推导 , 只 要 在 三 维 室 间 中 引入 矢量 势 和， 
使 百 =rot4 或 瑟 = rot 4, 并 要 求 divA4 = 0. 详 见 第 二 卷 第 八 章 8 26 中 的 相关 讨论 , 还 可 参阅 : 
工区. 朗 道 , E. M. 栗 弗 席 兹 . 场 论 . 鲁 欣 译 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2009. 第 六 章 846. 一 一 译注 

3) 伪 欧 几 里 得 空间 表示 , 度 规 (2.8) 不 是 正定 的 , 但 是 可 以 认为 gi; 在 整个 空间 中 是 常量 . 

多 在 这 里 和 后 面 采用 以 下 条 件 : 对 时 间 分 量 gy :> 0, 对 空间 分 量 ga < 0, 此 外 , 四 维 空间 中 的 
角 标 用 拉丁 字母 表示 , 而 在 单独 表示 三 维 空间 分 量 时 采用 希腊 字母 . 这 些 条件 曾 被 H. 外 尔 使 用 
(Weyl H. Space-Time-Matter. London: Methuen, 1922); 现在 , 许多 作者 也 采用 这 样 的 条 件 , 它们 被 
广泛 应 用 于 许多 普及 的 教材 中 . 另 一 方面 , 对 于 gss 和 gs。 的 符号 以 及 角 标 的 表示 方法 ,: 在 许多 书 
中 和 某 些 科学 文献 中 使 用 的 是 正好 相反 的 条 件 . 
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对 于 该 度 规 的 矩阵 (9 ) 和 (g5), 我 们 有 


1 0 “00 -1 0 0 0 
0 =1 0 .0 0 -1 0 0 

分 由: 一 ?7 
(gi;) a (g”) NS 
0 0 0 c 0 0 0 ie 


从 定义 (2.1) 和 (2.3) 可 见 , Fi 和 瓦 ;) 之 间 的 联系 为 


Fi Fo 9Pi097. 


任意 曲线 坐标 系 下 的 ”如 果 与 坐标 z1，z?， z4= t 一 起 再 引入 任意 曲线 坐标 系 
麦克 斯 韦 方 程 yl, 202; 3, 4 记忆 a Z2, Z3, Z4 一 上 的 关系 由 变换 
y= fi(z!, 22, 23, 4), i=1, 2, 3, 4 {2.9) 


给 出 , 则 ds? 的 变换 公式 具有 以 下 形式 : 
1 i j Ud OT? Or 
ds? = gij dy dy’, i= gp Bo D7” 
如 果 把 量 玉 ;) 和 4; 看 作 闵可夫 斯 基 空 间 中 的 张 量 和 矢量 的 分 量 , 即 如 果 在 新 坐 
标 系 中 FF 和 4! 由 以 下 等 式 确定 : 
Ox? Or Or? 
pg Ovi Oy’ i 二 Ap Ov A 
则 容易 写 出 变换 后 的 麦克 斯 韦 方程 (2.2), (2.4) 和 公式 (2.5). 四 维 张 量 F = Fjeiei 
称 为 电磁 场 张 量 , 而 四 维 矢 量 4 = hiei 称 为 矢量 势 . 根据 张 量 分 析 公 式 , 得 


(2.10) 


WH VR; + VF = 0, (2.11 
ki 了 了 
VE’ =0,- (2.12) 
并 且 
OA 904’ 
1 T/A/ 1 和 J 
Fi;= VA — VA’= 5 By’ 
而 波动 方程 (2.7) 在 条 件 : 
ViA’=0 
下 变换 为 
VIVA:=0. 


这 些 方程 是 从 闵可夫 斯 基 空间 中 的 方程 (2.2), (2.4), (2.5) 和 (2.7) 的 张 量 形式 得 出 
的 . 显然 , 在 坐标 系 z1，z2，z3, t 中 对 坐标 和 时 间 的 导数 等 于 协 变 导数 , 因为 此 坐标 
系 中 的 克 里 斯 托 费 尔 符号 等 于 零 
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我 们 指出 , 由 于 五; 在 任意 坐标 系 中 都 是 反对 称 的 , 方程 (2.11) 中 带 有 死 里 斯 托 

费 尔 符号 的 项 都 会 消去 , 所 以 方程 (2.11) 在 任意 曲线 坐标 系 中 还 可 以 写 为 
oF; OFk: OF 
Oy Oy Ov’ 

方程 四 12) 在 展开 后 具有 以 下 形式 : 


VEY = 5 + PPITi, 十 FipT3 一 0， 
四 


由 F?; 的 反对 称 性 和 [5; 对 下 标的 对 称 性 可 知 FopiTi ， = 0. 此 外 , 根据 第 四 章 公式 
(3.6), 我 们 有 


= 0. (2.13) 


1 ev=7 


2j = V3 Op g = det(g;;), 
所 以 第 二 对 麦克 斯 韦 方 程 (2.11) 还 具有 以 下 形式 : 
1 1 OF’iV-g i 
VY- m0 (2.14) 
因此 , 在 按照 定义 专门 引入 的 四 维 闵可夫 斯 基 空 间 中 , 利用 张 量 羽 ; 可 以 把 麦克 


斯 韦 方程 写 为 张 量 的 形式 . 

从 等 式 (2.1), (2.3) 和 变换 公式 (2.10) 出 发 , 利用 所 得 张 量 方程 可 以 在 不 同 参 
考 系 中 研究 关于 次 克 斯 书 方程 的 形式 以 及 磁场 强度 和 电场 强度 矢量 的 分 量 开 1, 2 
H3 和 如, Bo, Es 的 问题 . 

闵可夫 斯 基 度 规 空间 是 作为 一 个 辅助 的 数学 概念 而 被 引入 的 ,引入 此 概念 暂时 
只 是 因为, 在 闵可夫 斯 基 空 间 中 F; 在 坐标 变换 时 可 以 视 为 张 量 , 而 麦克 斯 韦 方程 在 
该 空间 中 可 以 视 为 张 量 方程 

只 要 再 有 一 些 附加 的 物理 假设 , 就 可 以 把 这 样 引入 的 闵可夫 斯 基 空 间 解释 为 物 
理 空间 , 进而 把 电磁 场 张 量 也 解释 为 物理 对 象 . 这 些 假设 的 本 质 和 意义 将 在 下 一 节 
中 加 以 阐述 . 

_ 我 们 在 这 里 再 指出 下 面 一 些 结论 , 它们 都 是 从 上 述 数学 定义 

空间 坐标 的 单独 变换 推导 出 来 的 . 取 形 如 


y= (2 2T2， 23), a= 1, 2,3, t = rt 


的 特殊 变换 , 其 中 只 有 空间 坐标 发 生变 换 , 但 时 间 所 对 应 的 坐标 保持 不 变 . 

根据 公式 (2.10) 和 和 矩阵 公式 0 (2.1) 容易 检验 , 量 Eo。 和 He 的 相应 变换 公式 分 
别 是 三 维 空间 中 的 极 矢量 和 轴 矢 量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 的 变换 公式 . 对 于 一 般 形 
式 的 变换 (2.9), 也 可 以 在 不 同 坐 标 系 下 考虑 E。 和 五 ", 但 相应 变换 将 不 再 是 某 些 矢 
量 的 分 量 的 变换 . 


0 在 三 维 曲线 坐标 系 中 , 必须 把 矩阵 (2. 1) 中 的 #7 理解 为 HYVdet(9a5)，a, 8 = 1, 2, 3 ( 见 第 
四 章 83 的 公式 (3.23)). 
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洛 伦 兹 变换 “考虑 保持 闵可夫 斯 基 度 规 空间 中 的 二 次 型 (2.8) 的 形式 不 变 的 最 一 般 
形式 的 变换 yy = f(z1，z?，z3，z4), 即 满足 以 下 等 式 的 变换 : 


ds2 = (dz 一 (dz?)2 — (dz3)? + cdt? = —(dy!)? 一 (dy2)2 一 (dy8)2 十 cz dt?. (2.15) 


这 样 的 变换 称 为 洛 伦 兹 变换 . 在 洛 伦 兹 变换 下 , 就 如 同 在 任意 坐标 变换 下 那样 , 张 量 
方程 (2.11) 和 (2.12) 及 相应 的 展开 式 (2.13) 和 (2.14) 在 变换 前 后 的 区 别 仅仅 是 坐 
标 和 分 量 Fi; 的 记号 不 同 而 已 . 
麦克 斯 韦 矢量 方程 (1.9) 和 (1.10) 的 形式 在 洛 伦 兹 变换 下 也 
这 丈 折 下 名 下 让 小 他。 保持 不 变 . 不 过 , 从 变换 公式 (2.10) 可 得 , 坐标 系 zx 中 的 电 
场 强度 和 磁场 强度 矢量 EE, HH 与 坐标 系 yi 中 的 矢量 g', H' 
是 不 同 的 矢量 . 我 们 将 在 下 一 节 中 给 出 在 洛 伦 兹 变换 下 从 EE, 五 到 E', H' 的 变换 
公式 . 
因此 , 当 矢 量 召 和 五 的 变换 满足 相应 条 件 时 , 麦克 斯 韦 方 程 在 洛 伦 兹 变换 下 
不 变 . 从 (2.13) 和 (2.14) 可 见 , 除了 洛 伦 效 变换 , 还 可 以 指出 比 它 更 一 般 的 、 也 使 麦 
克 斯 韦 方程 具有 不 变性 的 若干 类 变换 . 然而 , 后 面 将 表明 , 洛 伦 效 变换 具有 特别 重要 
的 物理 意义 . 


伽利略 变换 “ 形 如 


2 一 z2 十 a8g 一 vt a=1,2,3, 
(2.16) 

y=t=t+to=7+to 
的 变换 称 为 伽利略 变换 , 式 中 to, ag 和 ve 是 常量 . 在 牛顿 力学 中 , 与 变换 (2.16) 相 
对 应 的 是 参考 系 y2 相对 于 参考 系 ze 的 匀速 直线 平 动 , 并 且 ve 是 该 运动 在 参考 系 
z2 中 的 速度 分 量 . 

显然 , 伽利略 变换 不 是 洛 伦 兹 变换 , 因为 伽利略 变换 不 满足 等 式 (2.15). 如 果 进 
一 步 将 参考 系 y* 绕 某 个 任意 的 固定 轴 旋 转 有 限 的 固定 角 , 再 相对 于 各 坐标 平面 进 
行 镜面 反射 , 就 可 以 把 伽利略 变换 和 公式 (2.16) 变 得 更 加 复杂 . 我 们 顺便 指出 , 任何 
旋转 都 可 以 替换 为 一 系列 相对 于 某 些 平面 的 镜面 反射 . 
， 、 在 四 维 闵可夫 斯 基 空 间 中 , 根据 麦克 斯 志方 程 引 入 了 电磁 场 
内 可 夫 斯 夺 空 站 让 的 。 张 量 忆 = Fyetel 和 矢量 势 A = 4iet， 随 着 理论 的 进一步 
量 张 量 发 展 , 还 可 以 引入 其 他 许多 矢量 和 张 量 , 例如 : 四 维 电 流 矢量 

J= Jiei ( 见 $4); 四 维 力 矢量 F ( 见 85); 四 维 速度 矢量 

dr 
das” 
式 中 dr = dziei 为 物质 点 的 四 维 位 移 , ds = |dr|; 电磁 场 的 能 量 动量 张 量 


v= vei 一 


S = Sireier, (2.17) 
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式 中 
. 1 1 
Si*= Ee (Bir™ 一 ot Fon p™") s 


从 方程 (2.11) 和 (2.12) 得 出 以 下 重要 推论 : 
VeSi* =0, i=1, 2,3,4. 
这 些 方程 可 以 解释 为 真空 中 电磁 场 的 动量 和 能 量 方程 . 


8 3. 洛 伦 兹 变换 和 惯性 参考 系 


物理 学 中 的 相对 性 原 “ 一 个 基本 的 物理 前 提 - 普 适 的 侧 利 略 相对 性 原理 一 在 于 
理 以 下 论断 : 对 于 任何 惯性 参考 系 中 的 观察 者 而 言 , 物质 介质 

和 场 相互 作用 的 所 有 物理 定律 都 具有 同样 的 表述 , 而 所 有 物 
理 过 程 和 现象 都 以 同样 的 方式 进行 ， 这 里 假定 存在 惯性 坐标 系 集合 , 这 些 坐标 系 能 
够 彼此 作 相 对 运动 . 然而 , 这 些 惯性 参考 系 在 不 同 理论 中 可 能 有 不 同 的 定义 方法 . 

、 ，，。， 在 牛顿 物理 学 中 假设 物理 空间 是 三 维 的 (三维 欧 几 里 得 空 
牛顿 力学 中 的 惯性 系 “ 语 ” 时 间 是 绝对 的 , 并 且 在 组 成 全 部 惯性 参考 系 集合 的 、 补 
此 作 相 对 常 速 平 动 的 所 有 坐标 系 中 , 时 间 都 被 普 适 地 定义 为 同样 一 种 时 间 ， 决定 惯 
性 参考 系 集合 的 条 件 是 , 孤立 质点 在 这 些 参考 系 中 静止 或 常 速 运动 

伽利略 一 牛顿 相对 性 原理 断言 : 所 有 物理 方程 和 定律 应 当 在 伽利略 变换 (2.16) 
下 不 变 , 该 变换 确定 了 从 一 个 笛 卡 儿 惯 性 坐标 系 z1, z2, z3, t 到 另 一 个 笛 卡 儿 惯 性 
坐标 系 只 , 92, ya,t+t 如 的 变换 . 

在 牛顿 物理 学 中 , 由 (2.16) 和 速度 的 运动 学 定义 可 得 以 下 速度 合成 法 则 : 


Vz = Vy + Vv, (3.1) 


式 中 ww 是 一 个 对 象 或 点 相对 于 惯性 系 y 的 速度 , vz 是 该 对 象 相对 于 惯性 系 z 的 速 
度 , 而 v 是 惯性 系 y 相对 于 惯性 系 z 的 平 动 速度 . 

众所周知 , 真空 中 的 光速 可 以 定义 为 电磁 扰动 前 锋 的 速度 , 或 者 更 简单 地 定义 为 
电磁 场 粒子 一 一 光子 一 一 在 真空 中 的 运动 速度 . 由 (3.1) 可 得 , 在 牛顿 物理 学 中 , 光 
速 对 位 于 各 自 惯 性 坐标 系 进行 测量 的 不 同 观察 者 而 言 是 不 同 的 . 此 外 , 由 时 间 的 绝 


， 对 性 可 知 , 在 牛顿 物理 学 中 信号 有 可 能 以 无 穷 大 的 速度 传播 . 


光速 不 变 假设 但 是 , 这 些 结果 与 实验 有 根本 的 矛盾 , 实验 表明 , 光 在 真空 中 的 传播 
速度 对 任何 彼此 作 常 速 相 对 运动 的 观察 者 都 是 相同 的 , 并 且 这 种 传 
播 对 任何 观察 者 都 是 各 向 同性 的 , 即 在 所 有 方向 上 的 传播 速度 均 相 同 . 著名 的 麦克 
尔 孙 实 验 和 许多 其 他 实验 表明 , 光速 与 惯性 坐标 系 的 选取 无 关 . 
对 物理 过 程 更 深入 的 研究 还 表明 , 物质 对 象 的 运动 速度 和 能 量 的 传播 速度 不 可 
能 大 于 光速 , 光速 可 以 视 为 物质 对 象 的 一 切 相 对 运动 可 能 达到 的 极限 速度 . 


83. 洛 伦 兹 变换 和 惯性 参考 系 .233 ， 


所 以 , 光速 在 所 有 惯性 储 标 系 中 不 变 , 这 一 假设 (定律 ) 是 现代 物理 学 的 基础 
如 果 保留 伽利略 相对 性 原理 这 一 基本 物理 学 原理 , 光速 不 变 假设 就 成 为 改变 惯性 系 
的 概念 和 探寻 两 个 避 性 系 之 间 的 新 的 变换 的 基础 , 这 些 新 的 变换 应 取代 伽利略 变换 
(2.16). 
此 时 , 伽利略 变换 (2.16) 是 不 可 接受 的 , 这 些 变 换 必须 更 复杂 一 些 , 还 必须 否定 
绝对 时 间 的 存在 
，，， imu 现在 , 我 们 开始 考虑 光速 不 变 对 两 个 惯性 系 之 间 的 坐标 变换 
当 呈 检 允 论 中 的 惯 和 全 有 哪些 限制 条 件 . 惯性 系 集合 可 以 从 唯一 一 个 惯性 系 通过 一 
系列 变换 得 出 , 而 选 定 此 唯一 惯性 系 的 条 件 则 基于 实验 数据 
为 了 探寻 相应 的 变换 公式 , 除了 光速 在 所 有 人 惯性 系 中 不 变 的 基本 条 件 , 我 们 还 
使 用 以 下 两 个 自然 的 条 件 : 一 是 任何 两 个 惯性 系 均等 价 的 条 件 , 二 是 可 逆 对 称 性 条 件 
-一 均匀 各 向 同性 条 件 . 均匀 性 的 概念 关系 到 空间 所 有 点 的 儿 何等 价 性 和 运动 学 等 
价 性 , 以 后 将 在 更 具体 的 数学 表述 中 加 以 阐明 
_ 作为 基于 实验 数据 选取 的 初始 惯性 系 K, 我 们 取 坐标 系 za 
生起 换 于 系 过 的 从 z2, 9 zt 一 吉 其 中 空间 坐标 zt, z2, zs 视 为 三 维 欧 几 里 得 空 
间 的 笛 卡 儿 从 标 , 而 变量 + 视 为 时 间 . 设 yy2, yp, yt 二 
是 另 一 个 惯性 众 标 系 K', 其 中 yi 灵 , 妨 也 是 笛 卡 儿 毕 标 , 而 t 是 该 坐标 系 自己 的 
时 间 . 我 们 所 考虑 的 问题 是 : 研究 用 来 决定 变换 


久 二 让， 2,3,4 (3.2) 


的 这 样 一 些 条 件 , 使 得 该 变换 公式 能 够 代替 伽利略 一 牛顿 变换 公式 (2.16), 并 确定 此 
变换 的 性 质 . 

设 dzl, dz?, dz3 是 某 运 动 点 M 在 惯性 系 K 中 在 dz4 = dt 时 间 内 的 位 移 分 量 ， 
相应 地 , dy1, dy?, dy3 是 同一 个 点 在 惯性 系 天 ' 中 的 位 移 分 量 , dy%4 = dt' 是 在 K' 中 
的 时 间 间 隔 . 

对 于 点 M 在 惯性 系 .K 和 K’ 中 的 相应 三 维 速度 w 和 wv, 我 们 有 

(dz 十 (dz2?2+(dza2 2 dy) +(dy2)2 二 (dy3) 
dt dt 
式 中 ye 和 x8 (a, 6 = 1, 2, 3) 的 对 应 关系 由 公式 (3.2) 给 出 . 
引入 量 


ds2 = (c* — v2)dt? = —(dz!)? 一 (dz2)2 — (dz3)2 + c2 dt2， 
ds? = (C2 — v2)dt? = —(dy!)? — (dy*)? — (dy®)? + e? dt?, 


并 考虑 一 个 光子 的 运动 . 我 们 知道 , 不 论 参考 系 是 K 还 是 K', 光子 在 真空 中 都 以 光 
速 运 动 . 
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如 果 同 时 w= wv =c, 则 
ds? = ds2 =0. 
如 果 认 为 ds2 = 0, 则 等 式 
2 2 2 2 
ds2 == 一 ($6 ") 一 ($5 ) ~ ($5) + ( 知 *") =0 
应 当 作 为 变换 (3.2) 所 特有 的 形式 的 推论 而 成 立 , 所 以 在 v 了 关 c 的 一 般 情况 下 应 当成 
立 等 式 
ds2? = x(Tl, £2, 23, £4) ds2, 

式 中 x 可 以 是 其 自 变量 的 任意 函数 . 

由 变换 K 一 K' 和 K' -> K 的 对 称 性 可 知 


ds? = x(y!, Y, ys, y) ds? = x(y!, y, Y3, yx(z!, 22, z3, £1) ds?, 


所 以 
x , 的 的 Jo， 3, £4) =1. (3.3) 
从 空间 的 均匀 性 可 得 x 与 空间 点 无 关 的 条 件 , 即 x 与 坐标 无 关 , 所 以 x 是 常数 . 再 
由 (3.3) 可 知 x = 1. 
因此 , 在 从 一 个 惯性 系 K 转换 到 另 一 个 惯性 系 K' 的 时 候 , 量 
ds 一 一 (dz 一 (dz2)2 一 (dz3)2 十 c2 dt2 (3.4) 


应 当 是 不 变 的 . 公式 (3.4) 可 以 视 为 四 维 空间 度 规 的 定义 . 

因此 , 物理 空间 可 以 视 为 闵可夫 斯 基 空 间 , 而 惯性 坐标 系 之 间 的 变换 可 以 视 为 
洛 伦 效 变换 

现在 已 经 清楚 , 前 面 在 研究 麦克 斯 韦 方程 的 变换 时 作为 辅助 的 数学 对 象 引入 的 
闵可夫 斯 基 空间 和 洛 伦 兹 变换 具有 基本 的 物理 意义 . 

显然 , 麦克 斯 书 矢量 方程 在 洛 伦 效 变换 下 的 不 变性 在 已 经 发 展 起 来 的 理论 中 具 
有 非常 重要 的 意义 . 上 述 假设 和 所 得 结论 是 现代 物理 学 的 基础 

在 整个 参考 系 中 对 有 限 物 体 作出 的 这 一 系列 假设 是 狭义 相对 论 ， 而 只 在 物质 介 
质 或 场 的 局 部 微 元 中 使 用 这 些 假设 则 是 建立 广义 相对 论 的 基础 
、 我 们 来 更 详细 地 研究 洛 伦 兹 变换 的 性 质 . 首先 证 明 , 定义 洛 伦 
洛 伦 兹 变换 的 性 质 效 变换 的 公式 (3.2) 中 的 函数 f(z1，z2，z3, z4) 是 线性 的 
我 们 来 证 明 一 个 更 一 般 的 命题 . 给 定 变换 


2 i of 
1 小 (zl 2 2 2Z4)， det (中 0, 


并 且 设 
ds?2 = 9 dyi dy = gpg dT? dz9， 
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即 ee 
, Of Of _ (3.5) 


gj Bp DTI 一 ga， 
并 且 gl; = const, gpg = Const, det(g!;) 关 0. 我 们 将 证 明 ， 此 时 函数 fi(z!1, z?, Zz3, z1) 
是 其 自 变量 的 线性 函数 . 
把 等 式 (3.5) 对 zs 求 导 , 得 
D2 产 ofi , Of oO2fi 加 
Pj BLPOrs Or SIOrp Bra ~ 
， O2f* 四 O2f* 
式 中 p, s, 9 是 值 为 1, 2, 3, 4 的 任意 角 标 . 显然 , 由 对 称 性 有 er 
网 = 9ii. (3.6) 中 的 角 标 经 过 轮换 p 一 g 一 一 p 后 可 以 写 出 
; OF: 0f; ,Of Of’ 
9 Drogor Or + 9 rr OrrOrs 一 人 Ga 
等 式 (3.6) 与 (3.7) 相 减 , 得 
, Of: O02fi ,O02fi Ofi 
9 Br Dradrs 9 rd dz = 0 G3 
现在 轮换 (3.8) 中 的 角 标 p 一 s 一 4 一 p, 再 把 结果 与 (3.7) 相 减 , 得 
| o2fi 
/0 或 . A =0, (3.9) 
式 中 p, q, s 是 值 为 1, 2, 3, 4 的 任意 角 标 . 因为 


(A) = (0) (OS )， det(gh) #0 det (25) #0 


所 以 det(Aig) 去 0, 进而 从 齐 次 方程 组 (3.9) 得 出 
Gd 


(3.6) 


pv (3.10) 
方程 (3.10) 对 任意 i, p, 和 s 都 成 立 , 所 以 其 通 解 的 形式 为 
= f(z) = + cr, (3.11) 


式 中 太 和 ci; 是 常数 . 
显然 , 已 经 证 明 的 命题 对 任何 n 维 空间 都 成 立 . 
变换 (3.11) 对 应 着 四 维 伪 欧 几 里 得 空间 的 均匀 变形 , 这 比 洛 伦 效 变换 更 为 一 般 . 
为 了 从 变换 (3.11) 中 分 离 出 洛 伦 效 变 换 , 必须 把 (3.5) 替换 为 来 自 (2.15) 的 更 强 的 
条 件 。 
g11 = 911 = 一 1， g22=922=-l, 
ga = 933 一 一 1， 944 二 944 一 2, (3.12) 
gj 二 9ij 一 0，i 关 
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条 件 (3.12) 对 16 个 系数 cl 的 限制 是 以 下 10 个 代数 关系 式 : 
gijcinc 二 gpg 或 cpcia = 8. (3.13) 


因此 , 一 般 的 洛 伦 兹 变换 取决 于 4 个 常数 月 和 6 个 独立 参量 , 前 者 确定 了 一 个 简单 
平移 , 通过 后 者 则 可 以 按照 (3.13) 表示 出 16 个 量 oi; 

伽利略 变换 组 成 群 , 它 依赖 于 10 个 参量 , 其 中 4 个 参量 确定 
ed 平移 , 3 个 参量 确定 三 维 空间 的 旋转 和 镜面 反射 , 还 有 3 个 参 
立 参量 量 确定 坐标 系 的 平 动 速度 . 洛 伦 兹 变换 也 组 成 群 , 它 也 依赖 

于 10 个 参量 , 其 中 4 个 参量 确定 平移 , 6 个 参量 确定 四 维 闵 
可 夫 斯 基 空间 的 镜面 反射 和 旋转 , 而 系数 ci; 就 是 通过 这 6 个 独立 参量 表示 出 来 的 . 

对 于 任何 维 空间 的 任意 度 规 , 满足 条 件 (3.13) 的 变换 称 为 正 交 变换 . 正 交 变 换 

组 成 群 . 变换 行列 式 A = det(ci;) > 0 的 正 交 变 换 所 组 成 的 子 群 称 为 正常 旋转 群 
无 过 小 洛 伦 益 变换 “对 于 正 交 变换 群 中 的 恒 等 变 换 , 有 


ci 一雄. 


我 们 用 公式 
ci 一 十 


引入 量 Qi 来 代替 cii.. 对 于 便 等 变换 ,有 Qi; = 0. 如 果 Wi 无 穷 小 , 则 系数 oi; 所 
定义 的 变换 属于 正常 旋转 群 , 因为 A = 1. 量 ci; 和 WYi; 可 以 视 为 参考 系 天 或 天 / 
中 的 张 量 的 分 量 , 或 者 K 中 以 i 为 角 标 的 一 组 矢量 , 或 者 K' 中 以 为 角 标的 一 组 
矢量 . 

无 穷 小 旋转 的 正 交 条 件 在 忽略 二 阶 小 量 后 具有 以 下 形式 : 


9ig0.p 十 gpj0a = 0, 


Qap = —Npg. 


反对 称 和 矩阵 Qpg 可 以 视 为 闵可夫 斯 基 空 间 中 相应 四 维 反 对 称 张 量 的 分 量 , 而 该 

张 量 的 6 个 独立 分 量 可 以 视 为 确定 四 维 闵可夫 斯 基 空 间 中 的 无 穷 小 旋转 的 独立 参 

量 . 在 笛 卡 儿 惯 性 系 中 , 四 维 反 对 称 张 量 Qs 对 应 2 个 三 维 矢量 9, U, 相应 公式 为 

0 -93 92 -tn 

Q3 0 -01 -Uy 

-0Q2 Qi 0 一 53 
Ui Us Us 0 


容易 看 出 , 轴 矢 量 Q(Q1, 02, 03) 表征 三 维 空间 的 无 穷 小 旋转 , 极 矢量 U(U, U2, U3) 
则 表征 惯性 系 K’' 相对 于 惯性 系 K 的 无 穷 小 平 动 速度 . 


(fpq) = ， 0 = 9PQpg: 
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惯性 系 天 “相对 于 惯 ”我 们 来 研究 洛 伦 兹 变换 (3.11) 的 一 个 重要 特例 , 其 形式 为 
性 系 K 平 动 时 的 洛 
伦 兹 变换 y =crl +olat, =7, P=23, y= cz! + et. 


该 变换 对 应 着 惯性 系 K’' 相对 于 惯性 系 K 沿 zl 轴 以 常 速 U = -cliy/eli 的 平 动 . 此 
时 , 条 件 (3.13) 容易 求解 ; 因为 没有 额外 的 镜面 反射 , 所 以 A > 0, 在 此 条 件 下 解 得 
正 变 换 和 逆 变 换 公 式 分 别 为 : 


Ul 

Ee eA) 
y 3 | U2 We 
C2 C2 

rr (3.14) 

了 

二 y+Ut sy 
U2 U2 


和 

按照 一 般 公式 (3.11) 及 其 特例 (3.14) 在 从 K 变换 到 K' 时 
时 间 概念 的 相对 性 “运动 参考 系 " 中 的 时 间 t 不 同 于 原来 的 “ 衣 止 ”参考 系 中 的 时 
间 + 此 外 , 几何 坐标 和 时 间 在 菜 种 程度 上 成 为 平等 的 . 不 过 , 这 里 所 说 的 不 是 要 完 
全 消除 几何 距离 与 时 间 间 隔 之 间 的 区 别 . 例如 , 在 用 ds? 定义 度 规 时 , (dze)? 和 dt? 
具有 不 同 符号 就 是 这 种 区 别 的 一 种 表现 .由 二 次 型 理论 已 知 , 在 使 二 次 型 ds2 的 形 
式 保持 不 变 的 任何 实 变量 变换 下 , 上 述 符号 是 不 变 的 

我 们 来 研究 从 (3.14) 得 出 的 一 个 关系 式 . 设 点 M 在 惯性 系 K' 中 

“三 的 区 别 静止 (yt = const), 所 以 它 在 惯性 系 K 中 以 速度 0 运动. 在 点 M 
的 相应 时 间 间隔 dv 和 di 之 间 的 关系 为 


We 
oe 


类 似 地 , 设 点 NN 在 惯性 系 K 中 静止 (zl = const), 则 有 


即 dt>dt. (3.15) 


at 
U2 


1 


dt = 即 dt > 二. (3.16) 


因此 , 对 K 中 的 观察 者 而 言 , K' 中 的 观察 者 自己 的 时 间 过 得 较 慢 . 另 一 方面 , 对 K' 
中 的 观察 者 而 言 , K 自己 的 时 间 过 得 较 慢 . 这 是 惯性 系 K 和 K' 完全 等 价 的 表现 . 

对 于 沿 速度 U 的 方向 放置 的 线段 , 其 长 度 也 满足 类 似 的 关系 式 . 对 于 与 速度 UU 
的 方向 垂直 的 线段 , 其 长 度 在 K 和 天 ' 中 相同 . 
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固有 参考 系 和 固有 了 时 ”在 应 用 中 具有 特别 意义 的 是 固有 参考 系 , 这 是 在 介质 的 给 定 | 


间 点 M 这 样 选取 的 一 种 惯性 参考 系 K*, 使 得 点 M 在 给 定时 
刻 相对 于 参考 系 K* 的 速度 为 零 . 在 这 一 参考 系 中 , 相 邻 点 
的 速度 和 点 M 在 其 他 时 刻 的 速度 不 等 于 零 . 


我 们 的 感觉 与 使 用 固有 参考 系 和 固有 时 间 2) 有关. 固有 时 间 是 表征 衰老 和 所 有 
可 能 的 内 部 过 程 及 内 部 相互 作用 的 不 变量 . 

在 基本 粒子 、 原子 和 分 子 的 运动 过 程 中 , 所 有 内 部 相互 作用 和 所 有 特征 时 间 , 例 
如 被 光波 或 无 线 电 波 辐 射 的 周期 , 放射 性 原子 核 的 半衰期 , 不 稳定 “基本 ”粒子 的 存 
在 时 间 等 , 只 有 在 固有 参考 系 中 才 是 相同 的 . 

在 研究 连续 介质 运动 时 , 可 以 在 每 一 点 和 每 一 时 刻 考虑 自己 的 固有 坐标 系 , 并 在 
这 一 坐标 系 中 使 用 各 种 张 量 和 矢量 的 分 量 值 以 及 自己 的 固有 时 间 间 隔 dr, 它 由 以 下 
等 式 定义 : 

dr=1ds=dtI- 瑟 (2<c ds>0), (3.17) 


式 中 dt 为 相应 的 时 间 间隔 , v 是 在 观察 者 的 固定 参考 系 中 的 速度 
ee 显然 , 固有 坐标 系 一 般 不 同 于 随 体 坐标 系 . 介质 微 元 的 速度 
i 在 随 体 坐 标 系 中 永远 为 零 ; 固有 坐标 系 是 惯性 系 , 而 随 体 举 
: 标 系 当然 一 般 不 是 惯性 系 . 
时 钟 伴 当 在 研究 同一 个 点 或 不 同 点 的 各 种 运动 时 , 有 限 的 固有 时 间 间 隔 可 以 通过 
沿路 径 (世界 线 ) 的 以 下 积分 来 计算 : 


t 
Ar =T 一 = /4s= [Yi- sa (3.18) 
T 王 了 加 二 二 一 FE : 
to 


固有 时 间 间 隔 Ar 是 不 变量 , 所 以 表达 式 (3.18) 给 出 的 计算 结果 在 观察 者 使 用 任何 
坐标 系 时 都 是 相同 的 , 无 论 坐标 系 是 惯性 的 还 是 非 惯性 的 . 

在 观察 者 的 给 定 惯性 坐标 系 中 , 积分 
(3.18) 依赖 于 闵可夫 斯 基 空 间 中 的 曲线 
vi 二 zi(t). 例如 , 对 于 沿 zl 轴 的 直线 运 
动 , 固有 时 间 间 隔 Ar 是 z1, t 平面 上 积 
分 路 径 的 泛 函 (图 40). 按照 从 点 O 到 点 
O* 的 不 同 路 径 C! 和 C2 计算 出 的 Ar 
值 是 不 同 的 . 

” 图 40， 固 有 时 间 间 隔 依 束 于 运动 规律 如 果 认 为 地 球 是 惯性 参考 系 , 则 对 于 
地 球 上 的 静止 物体 来 说 , 积分 路 径 与 时 间 
轴 + 重合 . 如 果 一 位 宇航 员 乘 坐 火 箭 沿 zl 轴 先 离开 地 球 再 返回 , 则 其 运动 规律 表示 
为 形 如 . 儿 的 曲线 . 
1) 固有 时 间 是 指 固 有 参考 系 中 的 静止 时 钟 所 测量 的 时 间 . 在 (3.15) 和 (3.16) 中 , # 和 + 分别 是 
点 M 和 点 NN 的 固有 时 间 . 一 一 译注 
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在 (3.18) 的 最 后 一 个 积分 中 , 被 积 函数 在 v 关 0 时 的 值 小 于 它 在 v = 0 时 的 值 
所 以 在 宇航 员 返 回 点 0' 时 , 地 球 上 的 观察 者 的 固有 时 间 间 隔 ATswww, = OO' 将 不 等 
于 宇航 员 的 固有 时 间 间 隔 


t(O") 


t(O) 


并 且 


ATvosih < ATEarth 


如 果 字 航 员 与 一 位 地 球 上 的 居民 是 双生 子 , 则 字 航 员 在 返回 地 球 后 将 比 他 在 地 球 上 
的 兄弟 年 轻 J 
光子 以 光速 运动, 设 线段 OB 和 BO 对 应 其 运动 规律 1 二 ot 和 一 ct+zp. 
显然, 对 光子 总 有 Ar = 0, 即 光子 的 固有 时 间 不 会 流逝 
现在 就 容易 解释 , 矢量 妃 和 五 在 从 一 个 惯性 坐标 系 K 转 
号 各 及 奉 外 太朗 换 换 到 另 一 个 “运动 的 ”惯性 从 标 系 天 的 时 候 如 何 变换 , 其 中 
包括 转换 到 固有 坐标 系 K' = K* 的 情况 . 根据 公式 (2.10)， 
(3.14) 和 (2.1) 不 难 确定 以 下 公式 : 


B=(EtrxH), B=(E+-xH) E 


L 0 
1 一 专 
C 


i 
2 
这 里 用 角 标 | 表示 矢量 在 平行 于 坐标 系 天 运动 速度 v 的 方向 上 的 分 量 , 用 角 标 上 
表示 矢量 在 垂直 于 v 的 方向 上 的 分 量 . 容易 看 出 , (v/c) x 卫 和 (w/c) x 至 这 两 项 对 
Bl 和 HH; 并 无 贡献 , 所 以 Bi = 刀 |， Hi = H,. 不 过 , 为 了 公式 的 对 称 性 , 它们 仍 被 
保留 在 公式 (3.19) 和 (3.20) 中 , 这 对 于 写 出 如 /c? 很 小 时 的 近似 公式 是 非常 方便 的 . 
公式 (3.19) 和 (3.20) 表明 , 通常 使 用 的 电磁 场 基本 特征 量 一 一 矢量 刀 和 万 
-一 与 惯性 坐标 系 的 选取 有 重要 关系 , 所 以 它们 的 物理 意义 是 非常 有 限 的 . 
在 牛顿 力学 中 , 在 使 用 加 速 运动 的 坐标 系 时 必须 引入 惯性 力 ， 所 以 非 相对 论 力 
学 中 的 外 力 场 与 运动 坐标 系 的 选取 有 关 ， 然 而 重要 的 是 , 力 场 在 各 惯性 系 中 是 相同 
的 , 仅 在 变换 到 相对 于 原 坐标 系 加 速 运动 的 坐标 系 时 才 有 变化 .电磁 场 特征 量 忆 和 
政 甚至 在 从 一 个 惯性 坐标 系 变换 到 另 一 个 惯性 坐标 系 时 也 有 变化 . 
此 外 我 们 指出 , 如 果 在 某 个 坐标 系 K 中 只 有 电场 , 则 在 转换 到 相对 于 K 运动 
的 坐标 系 时 一 定 也 会 出 现 电磁 场 , 相反 的 结论 也 成 立 . 
0 这 就 是 双生 子 伴 雇 , 它 和 与 之 等 价 的 时 钟 伴 雇 其 实 是 正确 的 命题 , 被 称 为 伴 雇 的 原因 与 历史 
上 的 争论 有 关 . 一 一 译注 


(3.19) 


Hi=(H-2xE) | Hi=(H-=xE) (3.20) 
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例如 , 考虑 电子 及 其 固有 坐标 系 K*. 在 此 坐标 系 中 没有 磁场 , 有 H* = 0, 电场 EE* 
是 库仑 场 , 并 且 电 子 是 静止 的 . 在 相对 于 此 坐标 系 以 速度 v 作 匀 速 直线 运动 的 坐标 
系 中 , 矢量 BE' 和 五 ' 作为 麦克 斯 书 方程 的 解 可 由 公式 (3.19) 和 (3.20) 求 出 ; 其 中 应 
取 矿 =0, 并 把 矢量 EE 按照 以 下 公式 通过 r 表示 出 来 : 


e 
五 一 二 grad7. 


根据 公式 (3.19) 和 (3.20) 可 以 对 场 B' 和 五 ' 进行 更 完整 的 研究 . 
电磁 场 的 不 变量 单独 每 一 个 矢量 和 玉 都 与 惯性 坐标 系 的 选取 有 关 ， 用 和 矩阵 
(2.1) 通过 五 和 五 定义 的 电磁 场 张 量 F = Fijeie; 是 电磁 场 的 一 
个 物理 不 变量 , 类 似 的 量 还 有 温度 、 力 矢量 、 应 变 张 量 等 . 张 量 有 6 个 独立 分 量 
和 仅仅 2 个 独立 不 变量 


5 而 硬 = H? ~ E’, 
i Te 
I [rpm pa pon = 2" my| = (BE.H)’. 


要 想 审 用 洛 伦 兹 变换 完全 去 掉 磁 场 或 电场 , 必须 成 立 等 式 玉石 ~ 0, 即 矢量 忆 
和 五 必须 互相 垂直 . 
如 果 在 某 一 个 坐标 系 中 互 2 = E2, 则 此 等 式 在 另外 任何 一 个 惯性 坐标 系 中 都 成 
立 . 如 果 妃 2- 瑟 =0 且 殖 . 五 =0, 则 矢量 吾 和 互 在 所 有 坐标 系 中 都 会 大 小 相等 
并 且 互 相 牌 直 . 
对 实际 常用 的 各 种 惯性 坐标 系 来 说 , 相对 速度 与 光速 相 比 是 
六 笑 当 用 的 省 洱 系 中 小 量 , 所 以 矢量 到 与 至 ,下 之 间 的 相应 区 别 很 小. 由 公 
式 (3.19) 和 (3.20) 可 见 , 如 果 忽 略 v/c 量 级 的 量 , 矢量 五 和 
五 就 可 以 视 为 物理 不 变量 
下 以 后 将 研究 考虑 电磁 效应 的 非 相对 论 连 续 介质 力学 , 所 以 将 
2 a 仅仅 使 用 相对 速度 v 与 光速 。 相 比 是 小 量 (v2/c? < 1) 的 从 
的 小 量 ) 标 系 . 设 坐标 系 K' 相对 于 坐标 系 K 以 常 速度 v 运动 . 这 时 ， 
如 果 忽 略 v/c 的 二 阶 小 量 但 考虑 一 阶 小 量 , 则 伽利略 变换 
za = 1° 一 oot， t= 
确定 了 从 坐标 系 K 向 坐标 系 K' 的 变换 , 而 妃 和 五 的 变换 公式 简化 为 以 下 形式 : 
E=E+l(vxH), ) 
(3.21) 
H'=H--(vxE) 


( 带 撤 号 的 量 对 应 坐标 系 K', 无 撤 号 的 量 对 应 坐标 系 K). 
在 个 别 问题 中 , 例如 当 矢 量 召 很 小 时 , 公式 (3.21) 可 以 进一步 简化 . 
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§4. 电磁 场 与 导体 的 相互 作用 


在 电磁 场 作用 下 , 在 导体 中 一 般 会 产生 电流 .本 节 将 不 考虑 与 极 化 和 磁化 有 关 
的 现象 金属 物体 如 钢 、 铁 等 都 是 导体 的 例子 , 等 离子 体 一 被 电离 的 气体 一 则 是 
导电 介质 的 一 个 重要 的 例子 
_ ,ww ，，、，， 在 导体 中 出 现 的 电流 是 带电 粒子 (电子 和 离子 ) 的 运动 . 如 果 
关 量 和 起 驮 电流 宕 度 用 表示 编号 为 ‘的 粒子 的 微观 速度 , 用 eu 表示 其 电荷 , 则 
可 以 引入 电流 密度 j, 它 等 于 体 微 元 A 中 所 有 粒子 的 er 
之 和 除 以 体积 AV， 


1 本 
了 一 ATV ev 三 了 十 eV， (4.1) 


这 里 v 是 介质 的 宏观 速度 , 矢量 就 是 通常 的 “工程 电流 ”, 称 为 传导 电流 . 这 种 
电流 出 现 于 电磁 场 作用 下 的 导体 中 , 不 论 导 体 是 静止 的 还 是 运动 的 . 矢量 pev 是 与 
宏观 电荷 输 运 有 关 的 电流 


因为 
py eiVi 一 >》 vei(wi —v)+vAe, Ae= De 
i i i 5 


所 以 传导 电流 矢量 j* 可 以 按照 公式 


通过 在 第 三 章 引入 的 扩散 流失 量 五 表示 出 来 , 并 且 比值 e;/mi 只 依赖 于 带电 粒子 的 
种 类 . 

除了 在 几何 空间 中 定义 的 三 维 矢 量 j, 在 闵可夫 斯 基 空 间 中 再 引入 一 个 四 维 电 
流 密度 矢量 , 它 在 固有 笛 卡 儿 坐 标 系 中 由 以 下 公式 定义 : 


J=Jie, J=j, =, 13=j3, =p.,. (4.2) 


矢量 J 在 任何 其 他 坐标 系 中 的 分 量 可 以 按照 闵可夫 斯 基 空 间 中 四 维 矢量 的 一 般 变 
换 公式 通过 固有 坐标 系 中 的 分 量 计 算 . 
当 物 体 中 有 电流 和 电荷 但 没有 极 化 和 磁化 时 , 麦克 斯 韦 方程 


导体 的 麦克 斯 韦 方程” 的 形式 为 
rot 盏 一 -二 rot 甩 = 和 7+ 先 ， (4.3) 
divH = 0, div E = 4rp。. (4.4) 
在 定常 电磁 场 的 特殊 情况 下 ， 


rotE=0, 
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所 以 矢量 BB 是 有 势 的 , 并 且 
47 . 
rotH= pk 


即 电 流 总 是 导致 产生 磁场 强度 互 的 旋 度 场 . 


Ls i 
位 移 电 流 or 也 导致 产生 磁场 , 它 称 为 位 移 电 流 . 位 移 电 流 = 在 许多 实 
际 情况 中 很 小 . 在 麦克 斯 韦 方程 中 引入 位 移 电 流 是 由 麦克 斯 韦 依照 实 验 
提出 的 , 这 是 对 之 前 存在 的 库仑 定律 、 安 培 定律 、 法 拉 第 定律 等 电动 力学 实验 定律 
的 补充 . 
s se A 
总 电荷 守恒 定律 如 果 对 (4.3) 中 第 二 个 方程 的 两 侧 取 散 度 , 再 应 用 方程 (4.4), 就 可 


以 得 出 麦克 斯 韦 方程 的 一 个 重要 推论 : 


p 
e (4.5) 
ot ， 
这 个 方程 可 以 视 为 电荷 的 连续 性 方程 或 者 电荷 守恒 条 件 . 
其 实 , 取 方程 (4.5) 对 导体 作为 一 种 连续 介质 所 占据 的 某 一 静止 几何 体 的 积分 ， 


[sd en Je fi | 


式 中 了 为 Y 的 表面 , n 为 的 外 法 线 . 矢量 7 输 运 电 荷 通过 表面 2, 量 - /jn do 


是 单位 时 间 内 通过 表面 区 进入 几何 体 Y 的 电荷 总 量 , 它 等 于 几何 体 V 内 的 电荷 在 
单位 时 间 内 的 变化 量 , 即 量 

9 /a 

| PeT = Ge 


式 中 e 是 V 内 的 总 电荷 . 如 果 在 表面 区 上 j=0, 则 9e/8t = 0,V 内 的 电荷 守恒 . 
总 电荷 守恒 条 件 是 麦克 斯 韦 方 程 (4.3) 和 (4.4) 的 精确 推论 . 我 们 指出 , 与 质量 
守恒 定律 相反 , 电荷 守恒 定律 现在 仍 是 永远 成 立 的 基本 物理 定律 
麦克 斯 韦 方程 组 (4.3) 和 (4.4) 是 不 封闭 的 , 其 方程 数目 为 7， 
喇 体 的 守 克 斯 书 方程 因为 方程 iv 了 = 0 是 (4.3) 中 第 一 个 方程 在 相应 一 些 初始 
条 件 下 的 直接 推论 , 而 未 知 量 五 末 , j, p。 的 数目 为 10. 
电动 力学 问题 与 连续 ”此 外 , 因为 在 运动 导体 中 了 = j* + pv, 电荷 密度 分 布 与 介质 
介质 力学 问题 有 关 运动 有 关 , 所 以 电动 力学 问题 与 连续 介质 力学 问题 有 关 . 

“使 静止 导电 介质 的 方程 组 (4.3) 和 (4.4) 得 以 封闭 的 矢量 关系 
静止 导体 的 欧姆 定律 “二 是 欧姆 定律 . 欧姆 定律 建立 起 传导 电流 密度 j* 与 电磁 
场 特征 量 之 间 的 关系 , 此 关系 与 导体 的 性 质 有 关 . 在 静止 导体 的 许多 重要 情况 下 ,由 

实验 得 出 的 欧姆 定律 具有 以 下 形式 : 


1*=0E. (4.6) 


得 
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电导 率 ”系数 a 称 为 电导 率 . 对 于 各 向 同性 导体 , 电导 率 a 是 标量 , 并 且 
pe 

式 中 让 是 电阻 . 对 于 各 向 异性 导体 , 例如 晶体 , 电导 率 o 是 一 阶 张 量 , 在 方程 (4.6) 

中 张 量 o 与 矢量 刀 进行 缩 并 . 

电导 率 o 对 不 同 导体 是 不 同 的 ,而 对 给 定 导体 而 言 , 它 可 能 依赖 于 导体 的 温度 

和 其 他 一 些 热力 学 参量 . 气体 的 电导 率 随 着 温度 的 增加 而 增加 . 例如 ,空气 在 通常 的 

条 件 下 基本 不 被 电离, 是 不 良 导 体 , 但 随 着 温度 的 增加 或 者 被 强烈 辐射 后 , 空气 的 电 

离 度 增加 , 其 中 的 自由 电子 数目 增加 , 空气 就 成 为 良 导体 . 对 于 固体 , o 可 能 随 着 浊 

度 的 增加 而 减 小 ,电导 率 在 许多 情况 下 被 视 为 物质 的 物理 常量 , 这 类 似 于 束 度 /和 

_ 对 于 运动 的 导体 , 假设 在 介质 的 每 一 点 在 固有 坐标 系 (定义 

证 闪 本 系 中 的 欧 旨 见 $3) 中 都 成 立 形 如 (4.6) 的 欧姆 定律 . 在 固有 坐标 系 中 , 欧 
姆 定律 具有 以 下 形式 


天 = 大 
其 中 波浪 号 "表示 相应 的 量 是 在 固有 坐标 系 中 进行 研究 的 . 从 固有 坐标 系 变换 到 用 


来 研究 介质 运动 的 基本 惯性 参考 系 后 , 根据 电场 强度 矢量 EB 的 变换 公式 (3.21), 我 
们 得 到 运动 导体 的 欧姆 定律 , 其 形式 为 


T=0(E+TxH). (4.7) 
实验 和 更 详细 的 理论 分 析 表 明 , 形 如 (4.7) 的 欧姆 定律 并 非 总 可 以 使 用 例如 , 强 磁 
场 情况 下 的 欧姆 定律 必须 采用 以 下 形式 的 关系 式 : 
7°=0(B+7xH)+k(" x H), 
式 中 为 某 个 常量 或 介质 热力 学 参量 的 相应 函数 . 附加 项 k(j* x 吾 ) 称 为 寺 尔 电流 
存在 一 些 电导 率 非常 大 的 介质 (例如 铜 或 者 被 强烈 电离 的 等 
电导 于 元 穷 入 的 介 属 ”离子 体 ), 所 以 在 实际 应 用 中 经 党 研究 一 些 导电 性 能 无 兴 好 的 
介质 , 其 电导 率 o 为 无 穷 大 , 而 电阻 R 等 于 零 . 引入 这 样 的 介质 在 某 种 意义 上 类 似 
于 引入 理想 流体 来 代替 知性 流体 


因为 电流 密度 j* 按照 条 件 应 当 是 有 限 的 , 所 以 从 形 如 (4.6) 和 (4.7) 的 欧姆 定 
律 可 知 , 在 电导 率 无 穷 大 的 静止 介质 内 部 应 当成 立 条 件 


E=0, 
而 在 电导 率 无 穷 大 且 运 动 速度 为 v 的 介质 内 部 , 在 观察 者 的 坐标 系 中 应 当 有 


五 = -二 x 五 . 
c 
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因此 , 在 电导 率 无 穷 大 的 介质 中 , 电场 强度 场 五 可 以 通过 磁场 强度 场 五 和 介质 的 
宏观 速度 场 v 来 确定 . 此 时 , 2 个 麦克 斯 韦 方 程 (4.3) 可 用 于 确定 五 和 电流 密度 j. 
洛 伦 兹 力 电磁 场 对 介质 的 作用 力 称 为 有 质 动 力 . 如 果 介质 静止 , 则 作用 于 携带 电 
” 荷 de 的 介质 微 元 的 有 质 动力 为 
Fdr= 和 Edr = pe 五 dr. 
如 果 在 微 元 dr 中 除 电荷 de 外 还 有 电流 7, 则 作用 于 单位 体积 介质 的 有 质 动力 为 
Pt -0 x H). (4.8) 
这 个 力 称 为 洛 伦 兹 力 . 
如 果 介 质 在 运动 , 则 可 以 认为 在 固有 坐标 系 中 对 有 质 动力 成 立 类 似 的 公式 
P=pB+-( x), 
式 中 所 有 矢量 都 定义 于 固有 坐标 系 . 
设 固 有 坐标 系 K' 以 速度 v 相对 于 惯性 坐标 系 K 运动 . 如 果 在 从 坐标 系 天 ' 向 


坐标 系 K 转换 时 使 用 近似 的 变换 公式 ( 见 (3.21)), 则 在 忽略 v2/c2 阶 小 量 后 , 在 惯 
人 K 中 得 出 


Fp (E+ExH)+10 x H), (4.9) 
这 里 已 经 认为 六 = 共 . 对 比 (4.9) 和 (4.8) 并 利用 (4.1), 由 此 得 出 
F=F, 


即 在 非 相对 论 近似 下 , 洛 伦 慈 力 在 参考 系 K 中 的 表达 式 (4.8) 与 它 在 运动 介质 情况 
下 的 表达 式 相同 . 确定 作用 于 单位 体积 导电 介质 的 有 质 动 力 的 公式 (4.8) 是 根据 实验 
现象 建立 起 来 的 , 它 被 看 作 是 电动 力学 的 基本 假设 之 一 , 或 者 是 用 来 确定 场 和 电流 
的 电磁 特征 量 的 基础 之 一 

电磁 场 作用 在 导电 介质 微 元 上 的 有 质 动力 是 体积 力 , 所 以 需 
学 庶 有 奈 动 力 的 动 晶 ”要 把 它们 像 重力 那样 引入 到 物质 介质 的 动量 方程 中 : 


pa= Vi p + FLorents + pF gravitation。 


确定 导电 连续 介质 运动 的 问题 在 一 般 情况 下 是 一 个 综合 问题, 在 解决 问题 时 必 

须 一 起 求解 连续 介质 力学 方程 和 电动 力学 方程 .我们 强调 , 有 质 动力 的 表达 式 (4.8) 

仅仅 考虑 了 在 介质 中 有 电荷 和 电流 的 情况 ,而 当 介质 被 极 化 和 磁化 时 , 其 表达 式 还 
应 当 更 加 复杂 ， 

、 现在 考虑 电磁 场 与 导电 介质 之 间 的 能 量 相互 作用 . 我 们 知道 

让 区 臧 中 六 慨 僵 写 呈 例如 ,静止 导体 在 电流 通过 时 会 发 热 , 这 与 电磁 场 和 导体 之 

前 作用 的 能 量 交换 有 关 . 我 们 先 从 麦克 斯 书 方程 得 出 用 来 确定 电磁 

场 能 量变 化 的 乌 莫 夫 一 坡 印 享 方程 .麦克 斯 市 方程 (4.3) 中 
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的 第 一 个 和 第 二 个 方程 分 别 与 也 和 如 作 标量 乘 后 再 相 减 , 得 
HrotB-— EB.rotH=-: (a Ce 守 )- 和 7 E. (4.10) 


在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 此 式 左 侧 可 以 写 为 2 个 行列 式 之 差 的 形式 : 


Or! O72 O73| |8zl Or2 Or3l’ 

E FE, Es Hi: 到 Hs 
或 者 , 交换 这 些 行列 式 中 的 行 , 将 其 写 为 

0 0 6 QO. vO 

Or! O72 Or3 zl Br? Or3 

已 本 |+ 司 | 

有 H: Hs 
式 中 用 记号 口 标 出 的 量 在 展开 行列 式 时 不 应 被 求 导 . 由 此 可 见 , 式 (4.10) 的 左 侧 可 
以 表示 为 1 个 行列 式 的 形式 : 


0 0 0 
Brl Ori Ox3 
El 五 > Es “ 
Di Do Hs; 
乌 莫 夫 一 坡 印 亭 矢量 如 果 引 入 矢量 
和 乌 莫 夫 一 坡 印 亭 方 S= 二 ( 百 x 五 )，. (4.11) 
程 47 
则 式 (4.10) 可 以 写 为 
div5+ 识 南 ( 权 二 本 二 下 E=0. (4.12) 


这 个 方程 称 为 乌 莫 夫 一 坡 印 亭 方程 而 矢量 (4.11) 称 为 乌 莫 夫 一 坡 印 享 矢量 ， 把 
(4.12) 对 静止 的 有 限 几 何 体 V 积分 , 得 


/sa ndo 二 二 均 [0 (4.13) 
V 
式 中 2 是 几何 体 六 的 表面 ， n 是 习 的 外 法 线 . 
电磁 场 的 能 量 积分 关系 式 (4.13) 中 的 每 一 项 都 有 物理 意义 . 三 维 空间 中 的 标量 
志 ( + BE?) 
被 定义 为 电磁 场 的 体积 能 量 ; 1 7. 巨 dr dt 可 以 视 为 电场 五 对 带电 粒子 的 元 功 , 这 些 
粒子 的 运动 包括 由 电流 j* 导致 的 微观 内 部 运动 和 由 pev 导致 的 宏观 运动 . 
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焦耳 热 ”在 导体 静止 时 ， 
fi Barat= /Badrdt=dg 
| | 


是 焦耳 热 , 所 以 方程 (4.13) 对 静止 导体 可 以 写 为 


de 0 
= J Sndo — -种 . (4.14) 
5 


表面 为 2 的 静止 导体 中 的 电磁 场 总 能 量 8 的 变化 是 由 通过 bp 的 乌 莫 夫 一 坡 印 亭 矢 
量 流 和 进入 介质 的 焦耳 热 导 致 的 . 
3] (e) 
从 电磁 场 进入 静止 介 人 dgu 等 于 
质 的 热流 da = A jit 
真空 中 电磁 场 能 量 的 ”我 们 强调 , 区 域 V 中 电磁 场 能 量 的 变化 不 只 是 由 场 与 介质 之 
间 的 相互 作用 导致 的 . 乌 莫 夫 一 坡 印 享 方 程 在 真空 中 的 麦克 
斯 韦 方 程 (1.9), (1.10) 成 立时 也 成 立 , 这 时 式 (4.14) 可 写 为 


de@ 
a 三 -fs, do, 
i 


即 这 时 只 有 乌 莫 夫 一 坡 印 亭 矢量 流 才 会 导致 区 域 V 中 的 电磁 场 总 能 量 发 生变 化 . 不 
过 , 这 种 变化 仅 在 电磁 场 非 定 常 时 才 不 为 零 . 在 电磁 场 定常 (0H/8t = 8E/8t = 0) 
的 情况 下 , 通过 真空 中 封闭 曲面 的 乌 呐 夫 一 坡 印 亭 矢量 流 因为 麦克 斯 韦 方 程 而 永远 
为 零 . 在 导体 中 , 通过 封闭 曲面 2 的 乌 英 夫 一 坡 印 亭 矢量 流 即便 在 电磁 场 定常 时 也 
不 等 于 零 . 如 果 召 x 五 头 0, 则 通过 曲面 2 非 封 闭 部 分 的 乌 莫 夫 一 坡 印 亭 矢量 流 一 
般 不 为 零 . 乌 莫 夫 一 坡 印 亭 矢 量 表征 电磁 场 不 同 区 域 之 间 的 能 量 交换 , 换言之 , 若 曲 
面 史 将 电磁 场 划 分 为 不 同 区 域 , 则 乌 莫 夫 一 坡 印 亭 矢 量 表征 通过 2 的 能 量 流 . 

当 介 质 有 宏观 运动 时 ， 上 述 所 有 解释 都 可 以 应 用 于 介质 微 元 ， 这 时 乌 莫 夫 一 坡 
印 亭 方程 是 在 相应 的 固有 惯性 坐标 系 中 写 出 的 . 

在 相对 于 固有 惯性 坐标 系 运 动 的 惯性 坐标 系 中 ， 


J i-Baratz arde 
ATV AV 


即 量 / j. 避 dr dt 不 等 于 焦耳 热 . 它们 的 差别 等 于 有 质 动力 (4.8) 的 功 . 
对 于 运动 的 导电 介质 微 元 , 固有 坐标 系 中 的 热流 方程 在 一 般 
情况 下 可 以 写 为 以 下 形式 : 


Dap de 1 3 它 
= 一 六 人 十 deal 十 31°Battdg”, 


AV 


导电 介质 的 热流 方程 


dU 
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式 中 的 波浪 号 -表示 相应 量 取 自 固有 坐标 系 . 能 量 流 了. 亡 dt/p = dq 表示 焦耳 热 ， 
即 从 电磁 场 的 能 量 转化 而 来 并 进入 介质 微 元 的 热量 在 所 考虑 的 情况 下 , 电磁 场 对 
dq** 的 贡献 被 认为 等 于 零 . 我 们 将 在 下 一 节 中 看 到 , 如 果 极 化 和 磁化 效应 非常 重要 ， 
一 般 而 言 就 必须 考虑 dg**. 

在 这 一 节 中 , 我 们 引入 了 有 质 动力 的 关系 式 和 电磁 场 与 介质 之 间 能 量 交换 的 关 
系 式 , 磁 流 体力 学 就 是 在 这 些 关系 式 的 范围 内 建立 起 来 的 .我 们 稍 后 再 研究 磁 流体 
力学 的 基本 原理 , 现在 转 而 研究 在 极 化 和 磁化 效应 非常 重要 的 时 候 关 于 有 质 动力 和 
电磁 场 能 量 流 的 问题 . 
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在 外 部 电磁 场 的 影响 下 , 在 某 些 物体 中 会 发 生 极 化 和 磁化 , 在 物体 内 部 则 会 产 
生 一 种 改变 外 部 场 的 宏观 电磁 场 . 
考虑 极 化 和 磁化 时 的 ”在 这 样 的 物体 中 , 麦克 斯 书 方程 的 形式 为 


麦克 斯 志方 程 . 电 通 16B = 
度 。 家 化 强度 和 碳化 a = (5.1) 
度 . 极 化 强 

强度 Trot 五 = Tj 十 2 div 万 = 470。， (5.2) 


式 中 忆 和 吾 分 别 为 电 通 量 密度 矢量 和 磁 通 量 密度 矢量 2 . 可 以 用 磁化 强度 矢量 M 
来 代替 磁 通 量 密度 矢量 B, 它们 之 间 的 关系 由 以 下 公式 给 出 : 


B=H+4rM. (5.3) 


矢量 M 在 宏观 上 表征 磁 偶 极 子 在 物体 中 的 有 序 分 布 . 类 似 地 , 可 以 用 极 化 强度 矢量 
书 来 代替 电 通 量 密度 矢量 万 , 它们 之 间 的 关系 由 以 下 公式 给 出 : 


D= E+t4rP. 


矢量 P 表征 电 偶 极 子 在 物体 中 的 分 布 . 
如 前 所 述 , 若 在 初始 时 刻 div B = 0, 则 (5.1) 中 的 第 二 个 方程 得 自 第 一 个 方程 
积分 形式 的 麦克 斯 书 “方程 组 (5.1), (5.2) 可 以 写 为 积分 的 形式 : 


方程 $Bas = -2/ 2 1/ m a (5.4) 
C ot 
Z1 bY 和 


4 
pHa [ior /和 aa f prao =4r f pear, (5.5) 
学 Zi Zi 5 V 


D 原文 把 DD 和 B 分 别称 作 电 感应 矢量 (BeKkTOP 5mekTPHdeckc 次 HHXYKIHEEI) 和 磁感应 矢量 
(aerrop MargnTHO 半 HAykumx), 译文 按照 国家 标准 进行 了 调整 . 译注 
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方程 组 的 推论 一 一 总 电荷 守恒 条 件 一 一 也 可 以 写 为 积分 的 形式 : 


d 
-fosr= /ao 
3 


V 

式 中 乡 是 所 选 惯性 坐标 系 中 的 静止 封闭 围 线 , P， 是 张 于 此 围 线 的 曲面 ; 了 是 所 先 
惯性 坐标 系 中 的 静止 封闭 曲面 , 它 包围 的 几何 体 是 V; 矢量 在 曲面 各 的 法 线 
方向 的 分 量 用 下 标 n 表示 , 并 且 曲 面 2 的 法 线 n 的 方向 这 样 选取 , 使 得 在 沿 转 线 
.2 积分 时 的 环绕 方向 与 n 的 方向 组 成 右手 系 . 

在 $2 中 , 我 们 按照 矩阵 (2.1) 和 (2.3) 引入 了 电磁 场 张 量 的 
祷 谍 让 流 、 寞 化 玉 履 。 协 变 分 量 Fi; 和 道 变 分 量 FY, 并 把 真空 中 的 麦克 斯 书 方程 写 
氏 呈 证 记 六 为 张 量 形式 .同样 , 物质 介质 的 麦克 斯 书 方程 也 可 以 在 阅 可 

夫 斯 基 空间 中 写 为 张 量 形式 . 为 此 , 必须 按照 (4.2) 引入 四 维 
电流 矢量 了 = ,Jiei, 并 利用 "人 笛 卡 儿 坐 标 系 ”(ds? = (dz0)2 一 (dz2)2 一 (dz3)2 二 czdt2) 
中 的 矩阵 


—B3 0 B! ch 


Fi;) = 5.6 
(Fi;) B? _B 0 ob, (5.6) 
—cEhil 一 CE 一 CE3 0 
和 
0 Hs 一 万 2 一 Dlc 
ee -Hs 0 fH -Dc| 
(43) = | -可 Rh (5.7) 


H, —Hi 0 —D3/c 
Dlc De D3e . 0 


引入 两 个 反对 称 张 量 F 和 五 的 分 量 , 用 来 代替 前 面 的 Ri; 和 FI. 显然 , 在 没有 极 
化 和 磁化 时 , 即 在 P=0 和 M = 0 时 , 矩阵 (2.1) 中 的 瓦 ; 与 矩阵 (5.6) 中 的 五 ; 相 
同 , 矩阵 (2.3) 中 的 F5 与 矩阵 (5.7) 中 的 8H3 相同 . 
还 可 以 用 等 式 
2 = 二 ( 醒 — Hi;) 
引入 分 量 为 多 ; 的 极 化 强度 张 量 多 , 用 以 取代 张 量 到 . 
容易 直接 验证 , 方程 (5.1) 和 (5.2) 在 四 维 闵可夫 斯 基 空 间 中 的 任何 曲线 坐标 系 
中 具有 张 量 形式 如 下 : 
ViFjk + ViFki t+ VeFi; = 0, (5.8) 
Vi = 至 
c 


从 这 些 方程 的 张 量 形式 可 以 直接 看 出 , 它们 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 . 


(5.9) 
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只 


8 


电磁 场 的 基本 矢量 在 “在 从 一 个 “静止 的 ” 惯性 坐标 系 K 变换 为 另 一 个 “运动 的 ” 
惯性 参考 系 变换 为 另 ”惯性 坐标 系 K' 时 , 矢量 EB, D 和 M 按照 (3.19) 类 型 的 公 
ea 式 进行 变换 , 矢量 万 , B 和 PP 按照 (3.20) 类 型 的 公式 进行 

变换 , 而 四 维 电流 密度 矢量 的 分 量 .i 按照 矢量 分 量 的 通常 的 
变换 公式 进行 变换 . 例如 , 如 果 惯 性 系 天 ' 相对 于 天 以 速度 v 沿 zt 轴 平 动 , 则 根据 
公式 (3.14) 得 出 


三 维 电流 密度 矢量 的 分 量 和 大 小 以 及 电荷 密度 同 惯性 坐标 系 的 选取 有 关 . 
同 真空 中 的 电磁 场 一 样 ， 对 介质 中 的 电磁 场 也 可 以 引入 矢量 势 A = Aiei, 
矢量 势 
只 要 令 
Fij 一 ViAi Vi A;. 


由 此 可 知 , 方程 (5.8) 恒 成 立 . 在 没有 极 化 和 磁化 , 并 且 闫 关 0, ViAhi 关 0 的 时 候 , 方 
程 (5.9) 归结 为 波动 方程 , 它 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 具有 形式 

HA PA PA 10A dr 

O(z oO(z1)? + 555 + Fr3) ”本 Bt c 
闵可夫 斯 基 张 量 ”在 有 极 化 和 磁化 时 , 可 以 取 定 义 为 


Si*= 3 (Bri™ 了 oa (5.11) 


的 闵可夫 斯 基 张 量 作为 电磁 场 的 能 量 动量 张 量 . 这 个 公式 是 真空 中 的 电磁 场 的 能 量 
动量 张 量 公 式 (2.17) 的 直接 推广 . 容易 验算 , 闵可夫 斯 基 张 量 一 般 不 对 称 : 


S53 天 34. 
四 维 有 质 动力 矢量 ”此 时 , 动量 方程 和 能 量 方程 的 形式 为 
ViS* =—Fi, (5.12) 


式 中 Fi 是 四 维 有 质 动 力 矢量 0 , 它 是 体积 力 . 

下 面 列 出 的 三 维 有 质 动 力 公式 和 场 与 介质 之 间 的 能 量 交 换 公式 都 是 在 有 极 化 和 
磁化 时 利用 公式 (5.12) 得 出 的 一 些 一 般 公 式 . 在 F!, F2，F3 的 表达 式 中 含有 洛 伦 效 
力 的 分 量 . 当 介 质 中 没有 极 化 和 磁化 但 有 电流 的 时 候 , 四 维 有 质 动 力 F 的 三 维 部 分 


1) 在 具有 四 维度 规 ds? =.-(dz1)2 一 (dz2)2 一 (dz3)? + c2dt2 的 箔 卡 儿 坐标 系 中 , 四 维 力 的 空间 
分 量 满足 Fe = 一 Fo tour (a = 1, 2, 3), 而 通常 的 三 维 力 的 分 量 满足 Fe = FS = Fathree. 在 
从 伪 欧 几 里 得 空间 中 的 任何 四 维 矢量 变换 到 三 维 欧 儿 里 得 空间 中 的 相应 三 维 矢量 时 , 这 些 关 系 式 
也 成 立 . 
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给 出 普通 的 洛 伦 效力 , 而 第 四 个 分 量 等 于 了 . 玖 , 这 个 量 在 固有 坐标 系 中 等 于 单位 体 
积 的 介质 在 单位 时 间 内 释放 出 的 焦耳 热 . 

在 引入 电磁 场 的 能 量 动量 张 量 5 = Sijeie; 之 后 , 公式 (5.12) 定义 了 一 个 四 维 
矢量 下 = Fie; 一 一 物体 所 受 外 体积 力 . 电磁 场 作用 于 物体 的 四 维 体积 力 , 即 体积 有 
质 动力 , 是 由 电磁 场 特征 量 的 分 布 决 定 的 , 并 且 引入 该 力 的 这 种 方法 适用 于 物质 介 
质 (物体 ) 进行 任意 运动 的 一 般 情况 了 . 

为 了 建立 分 量 Fi 与 电磁 场 的 通常 的 三 维 矢 量 特征 量 之 间 的 关系 , 必须 使 用 一 
个 惯性 坐标 系 并 写 出 麦克 斯 韦 方程 (5.1) 和 (5.2). 为 了 达到 这 个 目的 , 可 以 选取 不 
同 的 坐标 系 作为 惯性 系 . 例如 , 可 以 选取 观察 者 用 来 确定 介质 运动 的 固定 参考 系 , 也 
可 以 使 用 取 自 物质 介质 每 一 点 和 每 一 时 刻 的 一 系列 固有 惯性 坐标 系 . 

在 固有 坐标 系 中 用 上 述 方法 定义 的 电磁 场 三 维 矢 量 特征 量 的 分 量 , 也 可 以 在 一 
般 不 是 惯性 系 的 随 体 坐 标 系 中 进行 计算 , 作为 特例 , 如 果 随 体 坐标 系 是 惯性 系 , 则 随 
体 坐 标 系 和 固有 坐标 系 在 每 一 点 都 是 相同 的 , 所 以 此 时 电磁 场 与 物质 介质 之 间 的 相 
互 作用 可 以 视 为 随 体 坐 标 系 中 的 场 与 静止 物体 之 间 的 相互 作用 . 

在 每 个 坐标 系 中 , 3 个 分 量 Fe (a = 1, 2, 3) 和 第 四 个 分 量 F4 在 形 如 


8 一 3 人 (ol 22, 73), a=1,2,3; =7 


的 空间 坐标 变换 下 相应 组 成 三 维 矢量 的 分 量 和 三 维 标量 
如 前 所 述 , 这 些 矢 量 和 标量 与 原始 坐标 系 zi 有 关 . 在 狭义 相对 论 的 范畴 内 , 上 
述 三 维 矢量 和 三 维 标量 甚至 对 于 以 常 速 作 相对 运动 的 惯性 系 来 说 也 不 是 不 变 的 2 . 
然而 , 当 相对 运动 速度 与 光速 相 比 很 小 时 ， 这些 特征 量 在 那些 彼此 作 相对 运动 
的 惯性 参考 系 中 的 差别 也 很 小 , 这 些 差别 对 于 非 相 对 论 力学 范畴 内 的 实际 应 用 是 可 
以 忽略 的 . 
在 一 般 情况 下 , 作为 表征 物质 介质 内 部 物理 过 程 的 自然 而 方便 的 物理 量 , 可 以 
在 固有 坐标 系 中 使 用 三 维 的 体积 有 质 动力 矢量 和 三 维 标量 F = czF4 
| 麦克 斯 韦 方程 组 (5.1), (5.2) 不 是 封闭 的 , 其 中 包括 7 个 独立 
i 方程 和 16 个 未 知 量 : E, 及 , B,D, j, p。. 为 了 求解 电磁 场 的 
ey 上 述 特征 量 , 仅 有 这 些 方程 是 不 够 的 ， 要 想 使 方程 组 成 为 封 
闭 的 , 至 少 还 必须 给 出 把 矢量 E, H, 产 = 了 pu, 已 和 思 
联系 起 来 3 个 矢量 关系 式 . 
欧姆 定律 和 物体 的 极 化 定律 和 磁化 定律 就 是 这 样 的 关系 式 . 这 些 附加 关系 式 不 
是 普 适 的 , 从 本 质 上 讲 , 它们 对 不 同 的 物体 和 过 程 是 不 同 的 . 在 许多 情况 下 可 以 使 用 
D) 公式 (5.12) 和 (5.31) 是 库仑 定律 、 洛 伦 兹 定律 、 焦 耳 定 律 这 些 电动 力学 基本 实验 定律 向 被 磁 
化 和 极 化 的 运动 物体 的 一 般 情况 的 推广 . 以 后 将 得 出 , 这 种 推广 与 能 量 动量 张 量 和 电磁 场 内 霹 动 
量 和 矩 的 选取 条 件 有 关 , 而 这 些 条 件 可 能 各 不 相同 . 


?3 这 是 狭义 相对 论 中 任何 三 维 矢量 的 一 般 性 质 . 例如 , 电流 密度 矢量 就 满足 这 一 性 质 ( 见 (3.14) 
和 (5.10)). 
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以 下 形式 的 欧姆 定律 、 极 化 定律 和 磁化 定律 : 


a v 
j =o(B+=xH), (5.13) 
B=H, (5.14) 
万 = 6eE, (5.15) 


式 中 o 同 前 面 一 样 表示 电导 率 , / 是 磁 导 率 , e 是 介 电 常数 . 在 许多 实际 情况 下 可 以 
认为 o, 1 和 是 常数 , 在 真空 中 o = 0, =e=1. 可 以 把 o, yw 和 看 作 像 条 度 和 
热 导 率 一 样 的 表征 一 种 介质 的 物理 量 , 它们 可 能 与 温度 有 关 (物体 的 磁化 和 极 化 在 
低温 下 表现 得 更 加 显著 ), 也 可 能 是 张 量 , 例如 各 向 异性 物体 的 情况 . 

在 固有 坐标 系 中 写 出 的 三 维 矢量 关系 式 (5.14) 和 (5.15) 等 价 


张 呈 条 芭 的 磁化 定律 于 一 个 相对 于 坐标 系 的 选择 不 变 的 四 维 张 量 关系 式 , 其 分 量 
形式 的 写法 为 
Fi; = CinH™, Cjirt = —Cik = Cijty, 


其 中 张 量 的 分 量 Co 依赖 于 度 规 张 量 的 分 量 9,; 和 介质 点 的 四 维 速度 矢量 的 分 量 
ui = dzi/ds, 一 般 还 依赖 于 表征 介质 微 元 物理 状态 的 其 他 一 些 物理 参量 , 例如 温度 、 
应 变 张 量 的 分 量 等 . 

在 各 向 同性 的 情况 下 , (5.14) 和 (5.15) 中 的 系数 w 和 s 是 标量 , 这 时 可 以 验算 
张 量 的 分 量 Con 满足 以 下 公式 : 


1 1 . 
Cijk! = 了 ATikTiL 一 TiITi) 十 到 (9ikUja 一 gykr ittt giuivug 一 gaudyuk)| ， 


式 中 yj; = 9ij 一 uiwy, 而 是 四 维 速度 矢量 的 协 变 分 量 . 对 静止 物体 在 与 其 固 连 的 
笛 卡 几 惯 性 坐标 系 中 进行 上 述 验算 较为 方便 , 这 时 


4 一 工 


i mt » 一 一 
= =0, a=1,2,3; Ws 1 :三 Cs 


由 


我 们 指出 , 磁化 定律 (5.14) 对 非常 强 的 磁场 是 不 成 立 的 ,这 时 磁化 强度 矢量 
M = (1 一 1)H/4r 在 完全 饱和 时 达到 最 大 值 , 然而 矢量 五 的 值 可 以 因为 外 部 电流 
而 增加 . 还 存在 一 些 介质 , 其 中 的 偶 极 子 电 荷 (物体 极 化 所 致 ) 在 没有 外 部 电场 百 时 
仍 保持 不 变 . 对 这 样 的 物体 不 成 立 极 化 定律 (5.15). 只 要 电磁 场 不 是 非常 强 , 就 可 以 
使 用 上 述 极 化 定律 (5.14) 和 磁化 定律 (5.15) 来 解决 许多 介质 的 一 大 类 问题 . 
有 质 动力 现在 我 们 来 给 出 体积 有 质 动力 的 表达 式 , 这 个 力 就 是 电磁 场 对 被 极 化 和 
8 磁化 的 物体 的 作用 力 . 有 质 动 力 的 这 个 表达 式 只 与 麦克 斯 韦 方 程 (5.1)， 
(5.2) 有 关 , 它 对 任何 欧姆 定律 、 极 化 定律 和 磁化 定律 都 成 立 . 
单位 体积 上 的 三 维 有 质 动 力 在 考虑 极 化 和 磁化 时 不 同 于 洛 仓 效 力 . 如 果 取 闵 可 
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夫 斯 基 张 量 作为 能 量 动量 张 量 , 则 有 质 动力 在 任何 惯性 曲线 坐标 系 中 具有 以 下 形式 : 


F=p.B+ = (7j x B)+ 均 (DevBe — E*VDa + avFe - H°VBoa), (5.16) 
式 中 V = ekVx 是 三 维 梯度 算 子 , 在 笛 卡 儿 正 交 坐 标 系 中 
Ra 十 大 一 


容易 看 出 , 在 有 质 动 力 公式 (5.16) 的 最 后 一 项 中 , 电 通 量 密度 矢量 D 和 磁 通 量 密度 
矢量 B 可 以 分 别 替换 为 矢量 4rP 和 4rM. 按照 (5.16), 力 F 不 同 于 洛 仑 兹 力 


下 
Fiorents = peB + 他 x H). 


不 难看 出 , 车 成 立定 律 (5.14) 和 (5.15), 并 且 标 量 = 和 / 对 介质 的 不 同 微 元 是 相同 
的 (与 坐标 无 关 ), 则 (5.16) 的 后 一 对 括号 中 的 最 后 一 项 等 于 零 . 一 般 而 言 , 这 一 项 不 
为 零 的 情况 是 : 或 者 介质 是 各 向 异性 的 , 此 时 = 和 j 是 张 量 , 或 者 介质 虽然 是 各 向 同 
性 的 , 但 是 定律 (5.14) 和 (5.15) 并 不 成 立 , 或 者 。 和 / 是 依赖 于 坐标 的 参量 (例如 
温度 和 密度 ) 的 函数 . 

在 研究 物质 介质 的 三 维 动量 方程 时 , 在 每 一 个 惯性 坐标 系 中 由 公式 (5.16) 定义 
的 三 维 有 质 动力 对 介质 而 言 是 外 体积 力 . 作为 四 维 矢量 的 力 的 概念 在 坐标 变换 下 具 
有 不 变性 , 而 三 维 有 质 动力 矢量 以 及 狭义 相对 论 中 的 其 他 任何 三 维 矢 量 在 作 相 对 运 
动 的 不 同 惯性 坐标 系 中 有 一 定 区 别 (不 具有 不 变性 ), 这 就 是 相对 论 效应 . 在 实际 应 
用 中 , 正如 在 $4 中 关于 洛 仑 兹 力 的 讨论 那样 , 当 惯 性 坐标 系 的 相对 平 动 速度 与 光速 
相 比 很 小 时 , 三 维 有 质 动力 矢量 的 分 量 在 坐标 变换 下 因为 不 具有 不 变性 而 产生 的 区 
别 与 它们 本 身 的 值 相 比 是 很 小 的 0 

如 前 所 述 , 在 建立 相对 于 非 惯 性 坐标 系 的 运动 方程 时 和 在 研究 介质 微 元 相对 于 
惯性 坐标 系 的 加 速 运动 时 , 都 可 以 在 局 部 引入 固有 惯性 坐标 系 . 在 这 些 坐 标 系 中 , 按 
照 基本 的 物理 假设 , 电磁 场 与 介质 之 间 因 为 作用 与 反作用 定律 而 产生 相互 作用 力 , 其 
四 维和 三 维 情况 可 以 分 别 用 公式 (5.12) 和 (5.16) 来 定义 . 用 这 种 方法 即 可 将 电磁 场 
与 静止 物体 之 间 的 相互 作用 定律 推广 到 相对 于 惯性 观察 者 发 生 任意 运动 的 物质 介质 
的 情况 . 

对 于 基本 的 三 维 动量 方程 , 还 应 注意 以 下 说 明 . 按照 电磁 场 能 量 动量 张 量 的 定 
义 , 电磁 场所 具有 的 动量 和 能 量 可 以 通过 表征 场 的 物理 量 表 示 出 来 , 例如 通过 极 化 
强度 矢量 P 和 磁化 强度 矢量 M 表示 . 

在 牛顿 力学 中 , 质点 或 进行 平 动 的 有 限 物 体 的 动量 和 动能 仅仅 通过 质量 和 速度 
即 可 表示 出 来 . 在 一 般 情 况 下 , 车 物体 (物质 介质 ) 被 极 化 和 磁化 , 则 进行 平 动 的 物 
体 , 其 动量 和 动能 按照 相对 论 的 观点 不 仅 与 质量 和 速度 有 关 , 而 且 与 极 化 强度 矢量 

了 在 从 一 个 惯性 坐标 系 变换 到 另 一 个 “运动 的 ”惯性 坐标 系 时, 矢量 B 和 D 的 变换 公式 类 似 

于 矢量 有 和 E 的 变换 公式 . 
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P 和 磁化 强度 矢量 M 这 样 一 些 “ 内 部 参量 ”有 关 . 

矢量 已 和 M 影响 物体 微 元 的 动量 是 一 种 相对 论 效应 . 在 牛顿 力学 的 范畴 内 ， 
有 时 也 可 以 考虑 这 种 效应 , 这 时 要 把 介质 的 能 量 动量 张 量 的 相应 部 分 列 入 电磁 场 的 
能 量 动量 张 量 之 中 . 换言之 , 就 是 利用 介质 的 给 定 模型 来 重新 定义 电磁 场 的 能 量 动 
量 张 量 . 因此 , 可 以 对 电磁 场 引 入 其 他 一 些 张 量 来 代替 闵可夫 斯 基 张 量 , 从 而 得 出 形 
式 上 有 所 变化 的 有 质 动 力 公 式 ,， 其 中 将 含有 一 些 附 加 项 . 如 果 对 同样 一 些 运动 方程 
使 用 电磁 场 的 闵可夫 斯 基 张 量 , 则 被 极 化 和 磁化 的 物质 介质 将 具有 更 加 复杂 的 动力 
学 性 质 , 附加 项 就 是 这 样 出 现 的 . 

上 述 思考 能 够 说 明 , 为 了 建立 极 化 和 磁化 介质 模型 的 理论 , 在 本 质 上 需要 使 用 
相对 论 力学 . 


从 电磁 场 进入 物体 的 


4 


除了 力 的 相互 作用 , 电磁 场 与 物质 介质 之 间 还 有 能 量 交换 . 笛 
卡 儿 惯性 坐标 系 中 的 方程 (5.12) 和 闵可夫 斯 基 能 量 动量 张 量 
公式 (5.11) 在 = 4 时 给 出 

8 B 
和 十 Bo 一 3 (BoP? + HeM®). (5.17) 
其 实 , 根据 (5.6), (5.7) 和 (5.11), 我 们 有 


1 1 
$4 = 1 (Paam 一 in 


Fc =F=E.j+Ep 


_B:H+E.D 


二 (5.18) 


此外， 
S = Siceu = 雪人 至 x H). 


依照 定义 ， 


ee 


Bt BT + B77 + Br |=- —divs. {5.19) 


在 所 研究 的 有 磁化 和 极 化 的 情况 下 , 根据 麦克 斯 韦 方程 (5.1) 和 (5.2), 乌 莫 夫 一 坡 印 
享 方程 的 形式 有 所 变化 : 


divS+ 人 (a 
47 


- (和 OSil! 0372 5) O544 


aB aD 
Se 
把 (5.18) 中 的 544 和 (5.20) 中 的 div S 代入 (5.19), 经 过 简单 的 计算 就 可 得 到 (5.17). 
直接 可 以 看 出 ( 见 (5.3)), 如 果 把 公式 (5.17) 中 的 矢量 五 的 分 量 Hs 替换 为 矢量 B 
的 分 量 Bg, 则 Fi 的 值 不 会 改变 . 

电流 、 极 化 和 磁化 导致 能 量 从 电磁 场 流入 物质 介质 , 在 时 间 dt 内 流入 物质 体 微 
元 dr 的 能 量 为 


)+i-E=0. (5.20) 


Fy dr dt. (5.21) 


对 于 连续 的 运动 , 这 个 量 将 作为 宏观 外 部 能 量 流 的 一 部 分 包含 在 第 五 章 的 能 量 方程 
(2.17) 中 . 由 物质 介质 与 电磁 场 的 相互 作用 导致 的 这 部 分 能 量 流 记 为 d@。 =.dq。 dm 


254 . 第 六 章 电动 力学 的 基本 概念 和 方程 


式 中 dg。 是 进入 单位 质量 介质 的 这 种 能 量 流 . 按照 (5.17) 和 (5.21), 在 惯性 坐标 系 
中 可 以 写 出 


Fadr dt= dQ = dga dm 


1 
= | jdt+ EadP® + HadM°® — 3 d(EaP® + HoMo)| dr 


三 b E.jdt+ Eadr°® + Hadm® — 3 d(Bar® + Ham®) 


-3 (Ear? 十 本 me)woedi dm, (5.22) 
式 中 dm = pdr 是 微 元 的 质量 ， \ 
a Pr a UM Md 
pp dm’ pp dm 


分 别 是 质量 极 化 强度 矢量 和 质量 磁化 强度 矢量 的 分 量 . 质量 是 表征 介质 微 元 的 一 个 
基本 物理 量 . 矢量 的 分 量 ra 和 me 经 过 时 间 dt 的 增 量 drc 和 dme 取 自 惯性 坐标 
系 , 例如 , 对 于 给 定 的 点 这 也 可 以 是 固有 坐标 系 . 在 公式 (5.22) 中 已 经 把 微 元 密度 对 
时 间 的 物质 导数 dp/dt 按照 第 三 章 的 连续 性 方程 (1.3) 替换 为 -pVv? = 一 pdivw， 
式 中 v5 是 介质 物质 点 速度 矢量 的 分 量 . 
电磁 场 的 能 量 流 公式 (5.22) 与 乌 莫 夫 一 坡 印 亭 方程 (5.20) 有 密切 的 关系 . 根据 
(5.18) 和 (5.19), 公式 (5.22) 还 可 以 改写 为 
1/,E.D+B.H 
dqal = (42 


对 于 静止 介质 , 我 们 有 


+ div Sat) , 


dqal = dg = dg 人 十 dg 和 
对 运动 介质 而 言 , 这 个 公式 在 固有 坐标 系 中 才 成 立 ， 电 磁场 的 有 质 动力 相对 于 介质 
是 外 力 , 在 任意 惯性 坐标 系 中 计算 出 来 的 dgw 与 dg 相差 的 量 就 是 有 质 动力 的 元 
功 . 在 热流 方程 中 没有 外 力 的 功 , 所 以 热流 方程 应 包含 dq*. 
根据 (5.22), 第 五 章 的 热流 方程 (2.19) 在 物质 介质 被 极 化 和 磁化 时 的 形式 为 : 


dU = b pe 十 了 gpp(Bymr + Hym’)| Vavadt 
; E.jdt+ Eadr® + Hadm® 一 3 d(EBar® + Ham®) + dg?. (5.23) 


这 里 所 有 电磁 场 本 质 的 矢量 及 其 增 量 都 取 自 固有 坐标 系 , 而 进入 介质 微 元 的 总 的 附 
加 能 量 流 dgt = dql*) + df* 补充 了 宏观 力 的 功 和 来 自 电 磁场 的 能 量 流 , 这 部 分 能 量 
流 也 是 对 单位 质量 介质 而 言 的 . 例如 , 量 dq( 可 以 是 因为 热传导 而 出 现 的 热流 , dq?* 
在 一 些 具 有 复杂 性 质 的 介质 模型 中 可 以 是 由 于 所 研究 的 介质 微 元 与 其 他 一 些微 元 发 
生 相互 作用 而 导致 的 . 
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在 理论 上 建立 一 个 物质 介质 模型 关系 到 如 何 给 出 方程 (5.23) 中 的 质量 内 能 U， 
所 以 可 以 把 出 现 于 (5.23) eR d( Eura 十 Ham?)/2 移 至 左 侧 , 并 按照 等 式 


机 = 可 十 = 3 (Eon? 十 五 am) 


重新 定义 介质 的 内 能 . 从 函数 U 畦 为 Ui 类 似 于 在 能 量 方程 或 热流 方程 中 从 内 能 
转换 为 自由 能 或 吉 布 斯 热力 学 势 等 参量 ( 见 第 五 章 86). 省 略 函 数 Ui 的 下 标 “1”， 
可 以 使 用 热流 方程 (5.23) 的 以 下 形式 : 


dU = | Dec8 十 3 g°P (Ey? + Hum)| Vevadt+ 7 E.jdt+ Eadr® + Hadm® 十 dqi. 
(5.24) 
若 介质 静止 , 则 ve = 0, 这 时 方程 (5.24) 的 形式 得 到 简化 : 


d(pU) = E.jdt+ EadP° + HadM® 上 +pdqi. (5.25) 


热流 方程 的 这 种 形式 经 常 出 现 于 物理 学 的 静 力 学 问题 中 ,至 为 重要 的 是 , 在 考虑 介 
质 的 运动 时 , 我 们 用 方程 (5.24) 来 代替 方程 (5.25), 并 且 方 程 (5.24) 在 能 够 写 出 麦克 
斯 韦 方程 的 运动 的 固有 坐标 系 中 才 成 立 . 
在 所 研究 的 物质 点 , 公式 (5.22) 中 各 项 的 物理 意义 在 使 用 固有 坐标 系 时 是 特别 
明显 的 . 在 固有 坐标 系 中 ， 
E.jdt= dq, (5.26) 


式 中 dq 是 焦耳 热 ; 如 果 极 化 和 磁化 过 程 可 逆 , 则 


>(B: dP+H.dM) = dg*. (5.27) 


我 们 强调 , 把 dq* 这 样 分 为 dq) 和 dg** 的 做 法 对 静止 介质 是 成 立 的 , 但 如 果 介 
质 相 对 于 参考 系 运动 , 则 公式 (5.26) 和 (5.27) 仅 在 每 一 点 的 固有 参考 系 中 才 成 立 D) 

当 磁 化 定律 (5.14) 和 极 化 定律 (5.15) 成 立时 , 磁化 和 极 化 过 程 是 可 逆 的 , 电磁 
场 因 物体 的 磁化 和 极 化 而 消耗 的 宏观 能 量 不 等 于 零 : 


E.dP+H.dM 0. 


固有 坐标 系 中 的 量 dg(9, dg*+ 和 矢量 启 , 应 , 户 , NM 的 分 量 及 其 增 量 可 以 通过 
随 体 坐 标 系 中 的 相应 分 量 和 增 量 表示 出 来 , 这 时 要 考虑 随 体 坐标 系 相对 于 给 定 的 惯 
性 参考 系 的 运动 3 .、 


1D 参见 246 页 . 

2) 相应 理论 在 以 下 论文 中 得 到 发 展 : CenoB JI.H. OQ uoBAepOMOTOPHEX CUNAX B38MMO- 
HecTBUA BTeKTPOMarHHTHDrO HONA UH yYCKOPeHHO ABMKYIMEroCcA MAaTepUAaNbHOrO KOHTHHYYME 
C yqdeTOM KOHedHOCTH ehopMauui. HMM, 1965, 29(1): 4 一 17 {Sedov L.I. On the ponderomo- 
tive forces of interaction of an electromagnetic field and an accelerating material continuum, taking 
into account finite deformations. J. Appl. Math. Mech., 1965, 29(1): 2—17). 


256 第 六 章 电动 力学 的 基本 概念 和 方程 


有 质 动 力 和 依赖 于 电 在 前 面 给 出 的 理论 中 , 无 论 是 物质 介质 受到 的 外 力 一 一 有 质 
磁场 特征 量 的 力 动力 ， On di 与 物质 连续 


程 和 介质 微 元 的 内 能 不 仅 依赖 于 其 他 一 些 量 , 还 依赖 于 矢量 r 和 mm 动量 方程 中 的 
三 p%? 这 一 项 和 热流 方程 中 的 pepwioayp 这 一 项 不 仅 依赖 于 表征 介质 微 元 的 运动 和 
状态 的 宏观 的 力学 量 和 热力 学 量 , 而 且 还 依 囊 于 矢量 + 和 m 的 分 最 . 但 是 在 所 给 


的 状态 参量 它们 也 出 现在 尚 不 封闭 的 麦克 斯 韦 方程 组 之 中 

当 介质 任意 运动 时 , 在 每 一 点 和 每 一 时 刻 都 可 以 确定 固有 坐 
开水 素 从 息 作 内 国 训 ” 标 系 ,显然 ,四维 时 空中 的 固有 坐标 系 集合 是 坐标 系 的 一 个 

非 完 整 集合 , 换言之 , 不 存在 一 个 这 样 的 坐标 变换 , 它 能 把 观 
察 者 坐标 系 立刻 变换 到 所 有 固有 从 标 系 . 另 一 方面 , 却 存 在 一 个 这 样 的 四 维 坐 标 变换 
(这 就 是 介质 的 运动 规律 ), 它 能 把 观察 者 坐标 系 变 换 为 随 体 坐标 系 , 不 过 随 体 坐标 系 
不 是 惯性 系 . 因此 , 在 建立 物理 定律 时 使 用 一 个 运动 的 随 体 坐标 系 是 方便 的 . 在 随 体 
坐标 系 中 , 介质 所 有 点 的 速度 都 等 于 零 , 而 在 每 一 个 固有 坐标 系 中 , 只 有 所 研究 的 点 
的 速度 在 给 定时 刻 才 等 于 零 . 

.因为 究竟 选取 什么 样 的 空间 坐标 系 作为 随 体 坐 标 系 和 固有 坐标 系 具 有 任意 性 ， 
所 以 , 不 失 一 般 性 , 在 ( 欧 几 里 得 空间 和 伪 欧 几 里 得 空间 的 ) 一 般 理论 中 可 以 认为 , 在 
任何 给 定 的 固定 时 刻 .# 和 介质 的 每 一 点 , 随 体 坐标 系 和 固有 坐标 系 的 坐标 线 和 基 矢 
量 ec 和 eu 都 是 相同 的 , 即 在 固定 时 刻 # (在 观察 者 的 惯性 坐标 系 中 ) 成 立 eu = 6é。. 

我 们 指出 , 用 任意 方式 引入 的 “理想 介质 ”的 各 个 物质 点 可 以 通过 随 体 坐标 系 的 
坐标 来 区 分 , 而 作为 随 体 坐标 的 一 个 实例 , 可 以 在 观察 者 的 一 个 惯性 系 中 取 这 些 物 
质点 在 某 一 个 具有 全 局 意义 的 固定 时 刻 # 的 坐标 值 D0 . 从 观察 者 的 观点 来 看 , 介质 

1 这 里 所 用 的 方法 在 相对 论 的 范畴 内 也 是 适用 的 , 因为 对 于 具有 非 各 向 同性 世界 线 的 任何 参考 
系 (例如 观察 者 坐标 系 或 随 体 坐 标 系 ) 来 说 , 一 般 形 式 的 度 规 
ds? = gij dy’ dy’ 
总 是 可 以 被 全 局 地 变换 为 以 下 形式 : 
ds? = 02 dt? + 2904 dé°dt + Gag de®dés, 
式 中 e 为 光速 , 而 相应 的 坐标 变换 为 
y= f(é!, €2, €3, t), y=g°(é!, €2, €3), a=1, 2,3, 


并 且 世 界线 集合 在 这 个 变换 下 保持 不 变 , 参考 系 ( 见 12, 13 页 ) 因而 也 保持 不 变 . 我 们 通过 这 样 的 
变换 得 到 的 结果 是 , 在 每 一 个 参考 系 中 经 过 求解 计算 出 的 变量 t 在 全 局 的 作用 就 是 狭义 相对 论 的 
惯性 参考 系 中 的 时 间 变量 t+ 在 不 同 的 参考 系 中 , 就 像 在 狭义 相对 论 中 那样 , 变量 t 在 同一 个 点 是 
不 同 的 . 参见 : Cenos JI.H. O rmro6ambHOM BpeMeHH B oO6meii TeopHH OTHOCUTENbEHOCTH. TAH. 
CCCP, 1983, 272(4): 44—48. (Sedov L.I. Global time in the general theory of relativity. Sov. Phys. 

Dokl., 1983, 28(9): 727—729). 
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的 运动 规律 在 三 维 形式 下 总 可 以 表示 为 
Ze = 0°"(€, €2, €3, ), oa=1,2,3, 
式 中 &8 为 拉 格 朗 日 坐标 , 并 且 在 t=t 时 可 以 取 
T= 20 =é°. 


显然 对 于 这 样 定义 的 拉 格 妆 日 从 标 6 和 用 任何 方式 确定 的 空间 标 系 ,我 们 
在 + 一 世 时 有 
ea = ea- 
这 样 的 从 标 系 一 经 选 定 , 我 们 就 可 以 得 出 ,坐标 线 在 时 刻 # + dt 将 发 生 分 离 . 在 基 拓 
量 se 是 常 矢量 的 观察 者 的 惯性 参考 系 中 , 介质 不 同 点 的 固有 坐标 系 将 像 刚体 那样 
以 不 同 的 平 动 速度 v 移动 , 这 个 速度 等 于 所 研究 的 介质 点 的 速度 

- 随 体 举 标 系 在 dt 时 间 内 的 运动 使 得 在 介质 每 一 点 由 基 矢 量 e。 组 成 的 三 面体 
在 一 般 情况 下 会 发 生变 形 和 旋转 , 并 以 速度 。 平 动 .在 时 刻 + dt, 对 于 介质 或 空间 
的 每 一 点 ， 一 般 可 得 é。 A ea. 
若 在 固有 举 标 系 中 确定 了 表征 电磁 场 和 介质 的 一 些 张 量 和 和 
从 各 各 张 昌 对 时 间 的 县 以 及 它们 对 坐标 和 时 间 的 导数 或 增 量 , 则 在 随 体 坐标 系 中 

也 可 以 对 它们 进行 计算 . 我 们 总 可 以 认为 , 在 给 定时 刻 , 随 休 

坐标 系 和 因 有 坐标 系 的 空间 三 面体 在 介质 每 一 点 都 是 相同 的 , 所 有 三 维 的 张 量 和 和 
量 的 分 量 因而 也 是 相同 的 .因为 固有 坐标 系 和 随 体 坐标 系 相对 于 观察 者 的 参考 系 以 
不 同方 式 运动 ,所 以 张 量 的 分 量 对 时 间 的 导数 和 增 量 在 固有 上 坐标 系 和 随 体 坐标 系 中 
是 不 同 的 , 但 是 它们 之 间 的 关系 由 一 些 简单 的 公式 给 出 

例如 , 对 于 任何 矢量 A = jees = Ao6。- 了 en = 了 en 都 成 立 公式 


dA dA dh ， ,gdép dA 人 
ee ( 守 +2%1 ), 
dA _ da。 。 /dha 
pr (aa ) 鱼 
这 是 因为 
de BB ~ 
be 


如 果 在 所 研究 的 时 刻 eu = eu, ee = ec, 则 成 立 等 式 
dA® dAr pw a dAdo d4。 
dt dt dt 

在 刚体 运动 学 中 有 一 个 著名 的 欧 拉 公式 , 它 给 出 在 刚性 静止 坐标 系 和 刚性 旋转 坐标 

系 中 矢量 的 分 量 对 时 间 的 导数 之 间 的 关系 . 曲线 坐标 系 中 的 上 述 公式 就 是 这 个 网 拉 
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公式 向 可 变形 运动 坐标 系 情况 的 推广 对 于 具有 任意 角 标 结构 的 任意 阶 张 量 的 分 量 
对 时 间 的 任意 阶 导数 , 用 类 似 的 方法 容易 写 出 相应 公式 来 表达 固有 坐标 系 和 随 体 坐 
标 系 中 的 这 些 导数 之 间 的 关系 . 公式 (5.22) 及 其 推论 也 可 以 在 全 局 性 的 随 体 坐 标 系 
中 重新 写 出 
.在 磁场 中 对 小 磁 针 进 行 的 实验 表明 , 物体 和 场 之 间 的 相互 作 
程 于 的 动量 乱 方 用 并 非 只 归结 为 有 质 动力 实验 指出 , 这 种 相互 作用 还 会 因 
为 按照 体积 分 布 的 力 偶 秆 而 产生 .我 们 来 引入 并 分 析 电磁 声 

的 动量 矩 微分 方程， 可 以 考虑 通常 的 三 维 动量 垂 方程 , 其 中 只 包括 通常 的 三 维 力矩 
然而 在 狭义 相对 论 的 范畴 内 , 也 就 是 在 麦克 斯 刷 方 程 所 描述 的 电磁 场 理论 中 ， 力 是 
四 维 撩 量 ， 所 以 需要 研究 四 维 形式 的 动量 矩 方程， 而 这 就 关系 到 物质 介质 和 场 的 力 
矩 和 动量 矩 概念 的 推广 

从 四 维 能 量 动量 张 量 在 箔 卡 儿 惯性 从 标 系 中 的 分 量 35 的 表达 式 可 以 得 出 以 下 
等 式 : . 


VE Si 一 ziVkSN = (vr yiFi), i, j=1,2,3,4, (5.28) 


式 中 zi 是 物体 所 占 区 域内 的 点 的 坐标 . 反对 称 张 量 zi Fi - ziFi 具有 6 个 独立 的 分 
量 , 它 可 以 视 为 通常 的 三 维 反对 称 张 量 的 概念 向 四 维 情况 的 推广 . 与 这 里 的 三 维 反 
对 称 张 量 相 对 应 的 是 一 个 轴 矢 量 一 一 体积 有 质 动力 对 坐标 原点 的 力矩 , 并 且 它 对 电 
磁场 取 负 号 , 对 介质 取 正 号 : 
必须 强调 , 狭义 相对 论 中 的 矩 是 具有 6 个 独立 分 量 的 二 阶 反对 称 张 量 , 它 在 一 
般 情况 下 可 以 归结 为 笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 2 个 三 维 矢量 (1 个 轴 矢 量 和 1 个 极 矢量 )， 
关系 式 (5.28) 可 以 改写 为 


Ve (STI 一 So — (S83 ~ S57) = 一 (ci 一 2oiF7)， (5.29) 


三 阶 张 量 的 分 量 3S#z7z 一 Sikzi 可 以 视 为 电磁 场 的 广义 体积 能 量 动量 矩 张 量 的 部 分 
分 量 . 关系 式 (5.29) 是 有 质 动力 的 定义 的 简单 推论 (类 似 于 动能 定理 ), 因而 恒 成 立 . 

热力 学 中 的 能 量 方程 一 般 是 独立 于 动能 定理 的 一 个 方程 . 类 似 地 , 为 了 提出 动 
量 和 矩 方程 , 可 以 引入 电磁 场 的 一 些 新 特征 量 : 分 量 为 Q5* = -Qiik 的 体积 内 启动 量 
和 矩 张 量 和 分 量 为 J = hi + zi Fi 一 ziFi 的 体积 有 质 动 力矩 张 量 . 这 里 的 有 质 动 力 
矩 张 量 对 应 着 电磁 场 对 介质 的 作用 , 它 能 够 通过 电磁 场 的 动量 矩 方程 和 介质 的 动量 
矩 方程 来 定义 , 并 且 这 些 方程 独立 于 方程 (5.29). 

对 电磁 场 而 言 , 可 以 取 以 下 方程 作为 这 样 的 独立 的 动量 和 矩 方程 : 


Ve (Sai — SKEi + QHk) = HH = hi (wiFi — ip’). (5.30) 


有 质 动力 是 物体 受到 的 外 体积 力 , 相应 有 质 动力 矩 张 量 的 分 量 i 不 但 包括 有 质 动 
力矩 的 分 量 , 而 且 还 包括 一 个 附加 的 二 阶 反对 称 张 量 的 分 量 hj, 该 张 量 是 按照 物体 
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体积 分 布 的 由 外 部 电磁 场 引 起 的 有 质 动力 矩 张 量 . 

在 写 出 方程 (5.30) 时 认为 , 从 外 部 作用 于 电磁 场 的 按照 体积 分 布 的 力矩 仅仅 是 
由 物体 引起 的 . 

对 于 物质 介质 也 可 以 单独 写 出 类 似 于 方程 (5.30) 的 动量 什 方 程 . 在 物质 介质 动 
量 矩 方程 的 右 侧 会 出 现 电磁 场 对 介质 的 体积 有 质 动力 矩 张 量 的 分 量 .31, 其 符号 为 
正 . 与 此 同时 , 在 介质 动量 矩 方程 的 右 侧 还 会 出 现 其 他 一 些 力矩 , 它们 是 由 介质 本 身 
的 微 元 之 间 的 内 部 相互 作用 以 及 其 他 一 些 外 部 对 象 (其 他 物体 和 不 同 于 电磁 场 的 其 
他 场 ) 引起 的 . 

从 {5.30) 和 恒等式 (5.29) 可 得 等 式 


hi = (Si — Sii+ VQUk). (5.31) 


这 些 关系 式 可 以 视 为 电磁 场 的 内 豪 动 量 矩 方程 (第 三 章 方程 (3.4) 在 四 维 情 况 下 的 
类 似 方程 ). 

电磁 场 作为 一 种 宏观 的 物理 对 象 , 其 模型 的 建立 要 求 引入 分 量 hi, 55 和 Qik， 
而 方程 (5.31) 和 物质 介质 的 相应 方程 以 及 用 来 建立 介质 模型 的 那些 基本 结果 就 是 用 
来 确定 这 些 分 量 的 有 关 资 料 . 

如 果 一 种 物质 介质 模型 已 经 固定 , 并 且 附 加 的 有 质 动 力矩 张 量 的 分 量 hii 也 已 
经 在 实验 中 确定 下 来 (例如 , 可 以 通过 测量 电磁 场 对 小 磁 针 的 力矩 来 确定 ), 则 (5.31) 
可 以 视 为 分 量 55 和 Qi 之 间 的 关系 式 . 如 果 在 电磁 场 的 定义 中 有 一 个 额外 条 件 表 
明 这 些 量 与 电磁 场 的 任何 重要 的 新 特征 量 无 关 ,' 则 关系 式 (5.31) 应 像 (5.29) 那样 恒 
成 立 . 

依照 实验 数据 , 可 以 利用 各 种 条 件 把 关系 式 (5.31) 变 为 恒等式 . 例如 , 作为 最 简 
单 而 且 自 然 的 条 件 , 可 以 取 : 

(1) 电磁 场 能 量 动量 张 量 是 闵可夫 斯 基 张 量 , 其 分 量 由 公式 (5.11) 定义 ; 

(2) 对 于 电磁 场 给 定 区 域内 的 点 , 体积 内 豪 动 量 矩 张 量 的 分 量 Qijt 等 于 零 , 或 
者 用 更 一 般 的 形式 将 其 表述 为 等 式 


Ve QE =0. (5.32) 


”此 等 式 恒 成 立 , 或 者 因 动 县 方程 而 成 立 . 这 两 个 基本 条 件 可 以 列 入 一 种 电磁 场 模型 
的 定义 中 , 它们 与 实验 相符 ( 见 (5.36)). 

电磁 场 的 有 质 动力 短 ”根据 (511) 和 (5.32), 即 条 件 (1) 和 (2), 我 们 从 (5.31) 得 出 
张 量 


"hi 过 (RE — PiH™i). (5.33) 


现在 对 公式 (5.33) 进行 计算 . 在 笛 卡 儿 惯 性 坐标 系 中 , 矩阵 ( 玉 ) 由 公式 (5.7) 定义 ， 
矩阵 (Fy) 由 公式 (5.6) 定义 . 因为 Fs! = gt*Fmr, g11 一 922 = 9g93 一 一 1,g4=1/02, 
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且 当 i 关 j 时 g%5 = 0, 所 以 矩阵 ( 瓦 ;) 满足 公式 


0 -B3 B? FE/c 
B3 0 -B! EE/c 
-B2 B! 0 Ec| 
cE cE» cbEs 0 


”根据 公式 (5.33), 利用 矩阵 (5.7) 和 (5.34) 容易 写 出 矩阵 (5)， 
四 维 有 质 动 力矩 矢量 是 二 阶 反对 称 张 量 , 其 分 量 /5 在 笛 卡 儿 


(Fr! ) = (5.34) 


三 维 室 轩 中 的 有 展 动 。 由 标 系 中 可 以 归结 为 .XW(Ai, A 的) 和 (1， 22， -29) 
这 2 个 三 维 矢量 , 其 分 量 按照 以 下 方式 组 成 矩阵 (05) ( 见 第 
四 章 (3.23)): 


0 M3 —M2 一 221/e 
一 -663 0 M1 一 22/c 
MM -MAM 0 -Yc| 
le LYe Le 0 


(h#) = (5.35) 


利用 (5.7) 和 (5.34)， 经 过 不 复杂 的 计算 求 出 下 面 的 简单 公式 1 : 
1 LL 
HN=(BxH)+a(D*E=MxH+PxD, (5.36) 
Y=-LDxB-ExH)=i(s*-S), (5.37) 


式 中 5 是 乌 葛 夫 一 坡 印 亭 矢 量 , 矢量 S* = (c/4r)(D x B) 则 具有 类 似 的 本 质 . 在 闵 
可 夫 斯 基 张 量 的 矩阵 (S5) 中 , 矢量 S/e? 的 分 量 组 成 第 四 行 , 而 矢量 S*/c? 的 分 量 
组 成 第 四 列 . 

三 维 矢量 .K 不 是 别 的 , 就 是 通常 的 体积 有 质 动力 矩 . 对 于 实际 应 用 的 那些 物质 
介质 模型 , .U 的 公式 (5.36) 与 实验 测量 符合 得 很 好 . 公式 (5.36) 是 公式 (1.2) 在 有 
极 化 时 的 一 个 自然 的 推广 . 显然 , 当 磁 化 定律 (5.14) 和 极 化 定律 (5.15) 成 立时 , 如 果 
e 和 是 标量 , 则 . = 0, 但 在 各 向 异性 介质 的 一 般 情况 下 .K 了 0. 

在 狭义 相对 论 中 , 物质 介质 的 动量 矩 方程 在 用 分 量 表示 时 包含 6 个 方程 : 矢量 
-HN 的 分 量 所 对 应 的 3 个 动量 和 矩 方程 和 矢量 .2 的 分 量 所 对 应 的 3 个 动量 矩 方程 . 介 
质 的 前 3 个 方程 就 是 “通常 的 ”三 维 表述 , 而 后 3 个 方程 根据 可 磁化 和 极 化 的 物质 
介质 模型 的 定义 可 能 是 恒等式 , 或 者 是 用 来 确定 介质 某 些 特征 量 的 重要 关系 式 . 

我 们 在 惯性 坐标 系 中 (三 维 空间 坐标 可 以 是 任意 曲线 坐标 ) 建立 了 公式 (5.36) 
和 (5.37). 公式 (5.36) 的 实验 检验 是 对 静止 物体 进行 的 . 
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电磁 场 的 能 量 动量 张 ” 电 磁场 和 物质 介质 共同 组 成 的 系统 具有 各 种 力学 和 电磁 学 特 
量 和 动量 矩 张 量 的 不 ” 征 量 , 在 研究 这 样 的 整体 对 象 时 可 以 引入 系统 整体 的 能 量 动 
同 定义 量 张 量 和 动量 矩 张 量 , 它们 是 电磁 场 和 介质 的 相应 张 量 之 和 ， 
这 些 张 量 的 分 量 可 以 写 为 

SY + Fe Qs 十 Oi 
式 中 75 和 Qi ，， 是 介质 的 相应 张 量 的 分 量 . 


medium 


介质 和 场 的 动量 方程 、 能 量 方程 和 动量 矩 方程 可 以 写 为 
Vi(ST+THI)= Fi VE 十 Qi mm) + Si + TY Si Ti MY, 


QQmedium 


i, j, k= 1, 2, 3, 4, 


式 中 Zi 和 M5 是 从 外 部 作用 于 介质 和 场 的 四 维 质量 力 和 质量 力矩 . 在 许多 情况 下 
可 以 认为 天 = 0 和 M5 = 0. 建立 场 和 具体 介质 模型 的 问题 关系 到 如 何 把 上 述 张 
量 通过 给 定 的 或 者 待 求 的 特征 量 表示 出 来 . 

一 般 而 言 , 可 以 根据 条 件 按照 不 同方 式 将 系统 整体 的 、 具 有 共同 电磁 学 本 质 的 
能 量 动量 张 量 和 动量 矩 张 量 分 解 为 单独 场 和 单独 介质 的 相应 张 量 . 在 一 定 的 条 件 下 ， 
只 要 把 介质 的 这 些 量 固定 下 来 , 就 能 唯一 确定 电磁 场 的 相应 量 , 反 过 来 也 成 立 . 因此 ， 
在 处 理 各 种 物质 介质 时 , 最 好 总 是 用 同样 一 种 方法 来 定义 电磁 场 的 动量 、 能 量 和 动 
量 矩 . 

然而 , 在 根据 基本 条 件 对 所 有 情况 引入 电磁 场 诸多 动力 学 性 质 的 定义 时 ， 可 以 
采用 不 同 的 方法 . 前 面 在 描述 电磁 场 动力 学 性 质 时 只 用 到 了 一 个 非 对 称 的 闵可夫 斯 
基 能 量 动 量 张 量 , 其 分 量 由 公式 (5.11) 定义 , 并 由 此 建立 了 有 质 动力 和 有 质 动 力矩 
的 公式 . 

为 了 取代 闵可夫 斯 基 张 量 , 许多 作者 引入 了 一 个 对 称 的 亚 伯 


息 于 和 鲁 是 但 扩军 能 “所 罕 张 量 作为 电磁 场 的 能 重 动 且 张 量 ,其 分 量 45 的 空间 毕 
标 部 分 在 固有 坐标 系 中 可 由 闵可夫 斯 基 张 量 的 相应 分 量 经 过 
对 称 化 运算 得 出 : 


1 
人 


而 时 间 坐 标 部 分 中 的 矢量 的 道 变 分 量 等 于 乌 莫 夫 一 坡 印 亭 矢量 的 相应 分 量 除 以 c2， 
即 
CE ad _ 1 [23 
A =A = zc(E XH) , 
最 后 还 定义 
444 = 3S44. 
除了 用 作 能 量 动量 张 量 的 闵可夫 斯 基 张 量 和 亚伯拉罕 张 量 , 对 电磁 场 还 可 以 引 
入 其 他 一 些 张 量 . 值得 注意 的 是 , 只 有 在 被 场 占据 的 空间 中 的 一 些 点 有 物质 介质 , 并 
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且 极 化 强度 张 量 多 5 关 0 时 , 闵可夫 斯 基 张 量 、 亚 伯 拉 罕 张 量 和 其 他 一 些 张 量 才 有 
区 别 . 在 真空 或 者 导电 介质 中 没有 极 化 和 磁化 ,所 以 用 不 同方 法 定义 的 电磁 场 能 量 
动量 张 量 是 相同 的 . 
在 固有 坐标 系 中 , 利用 闵可夫 斯 基 张 量 的 定义 可 以 把 上 述 公式 改写 为 
AY — S13 = Qi, 

并 且 

op ~ pop， Qe = QED, (5.38) 
式 中 

a, B=1,2,3, i=1,2,3,4, 

而 张 量 的 分 量 h 亲 由 公式 (5.35), (5.36) 和 (5.37) 定义 . 


| 在 闵可夫 斯 基 近 似 和 亚伯拉罕 近似 下 , 对 于 四 维 有 质 动力 的 
有 质 动力 在 闵可夫 斯 “分 量 我 们 有 


基 近 似 和 亚伯拉罕 近 
似 下 的 区 别 Fipr = —ViAS, Fiin = —Y;SY. 
从 公式 (5.38) 容易 得 出 , 在 固有 坐标 系 中 

FAbr = Fin 一 3 Vahe? 一 (5.39) 
根据 (5.35), 这 些 等 式 的 三 维 矢量 形式 为 

Phe = Fn — Srot A + = 号 (5.40) 
对 质量 能 量 流 可 得 

FAbr 二 Fa. (5.41) 


如 果 对 各 向 同性 介质 成 立 磁化 定律 (5.14) 和 极 化 定律 (5.15), 则 . = 0, 所 以 等 式 
(5.40) 此 时 的 形式 为 


1 90 
Favr = Fuin + fc RD *B-ExH). 


如 果 介质 的 能 量 动量 张 量 是 国定 的 ， 并 且 与 电磁 场 能 量 动量 张 量 的 定义 无 关 ， 
则 由 (5.39) 可 知 , 在 不 同 近似 下 得 到 的 介质 记 动 方程 (动量 方程) 也 是 不 同 的 ,因为 
Fo 天 Fi. 不 过 , 如 果 用 不 同方 法 定义 介质 的 能 量 动量 张 量 , 就 可 以 保持 介质 的 运 
动 方程 不 变 . 

从 (5.41) 可 知 , 无 论 对 电磁场 使 用 闵可夫 斯 基 能 量 动量 张 量 还 是 亚伯拉罕 张 量 
进入 介质 的 电磁 能 量 流 都 是 相同 的 , 这 部 分 能 量 流出 现 于 热流 方程 中 

前 面 在 研究 四 维 动量 第 方程 时 已 经 指出 , 如 果 作为 一 个 实验 
入 能 世 各 让 左 红 四 乱 事实 认为 电磁 场 对 被 磁化 和 极 化 的 介质 有 分 布 式 四 维 力 和 的 
作用 ,并 且 表征 这 种 力矩 的 张 量 的 分 量 hai 由 公式 (5.35) 
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(5.36) 和 (5.37) 确定 , 则 根据 得 自 系统 (介质 和 场 ) 动量 守恒 定律 的 作用 与 反作用 
定律 可 知 , 在 使 用 闵可夫 斯 基 张 量 作为 场 的 能 量 动量 张 量 时 , 场 的 体积 内 嘉 动量 矩 
的 分 量 满足 等 式 
YQxin = 0. 
例如 , 可 以 认为 8 汶 , = 0. 另 一 方面 , 在 使 用 亚伯拉罕 张 量 作为 场 的 能 量 动量 张 量 
时 , 因为 45 = A7i, 所 以 
hi = —VQU #0. (5.42) 

因此 , 在 使 用 亚伯拉罕 能 量 动量 张 量 时 , 必须 给 电磁 场 额外 增加 一 个 特征 量 一 一 
张 量 Qi = -Qi 下 , 它 在 i=4 和 j 二 a 时 是 内 豪 动量 算 张 量 ,在 i=a 和 j=B 时 
是 内 京 力 偶 矩 张 量 . 该 张 量 的 散 度 由 等 式 (5.42) 确定 , 如 果 场 对 介质 的 体积 有 质 动 
力矩 满足 公式 (5.35), (5.36) 和 (5.37). 

在 四 维 空间 中 , 三 维 曲面 是 四 维 几何 体 的 截面 ,而 二 维 曲 面 是 三 维 几 何 体 的 截 
面 . 所 以 , 如 果 不 使 用 闵可夫 斯 基 张 量 来 定义 场 的 能 量 动量 张 量 , 就 需要 在 电磁 场 中 
的 三 维 或 二 维 曲面 上 引入 相互 作用 的 面 力 和 面 力 偶 矩 . 如 果 使 用 闵可夫 斯 基 能 量 动 
量 张 量 , 就 不 需要 引入 分 布 于 电磁 场 内 部 截面 上 的 力 偶 矩 . 

在 定义 电磁 场 的 动力 学 性 质 时 有 可 能 提出 不 同 的 条 件 , 而 上 述 那 些 一 般 的 可 能 
性 在 本 质 上 是 等 价 的 . 有 鉴于 此 , 此 外 还 为 了 分 析 电 磁场 的 动量 第 方程 和 有 质 动力 
甜 公式 , 作为 一 个 普 适 而 且 自然 的 条 件 可 以 选取 闵可夫 斯 基 张 量 当 作 能 量 动量 张 量 . 
如 果 采 用 这 个 条 件 , 则 在 描述 电磁 场 的 动力 学 性 质 和 建立 物质 介质 模型 时 都 需要 遵 


守 这 个 条 件 . 
我 们 还 指出 , 如 果 把 介质 和 场 的 能 量 动量 张 量 之 和 Ni 取 为 

介质 的 能 量 动量 张 量 EV 

在 电磁 场 的 能 量 动量 NY = 了 7 病 十 A 二 了 T 节 ,十 5 

张 量 不 一 样 时 的 性 质 “对 介质 的 能 量 动量 张 最 的 逆 变 分 量 一 般 可 以 得 出 不 等 式 

TT TW TH, 

式 中 了 65 = (T+T7N)/2. 由 此 可 知 , 介质 的 两 种 能 量 动 量 张 量 的 分 量 TY, 和 了 3 

并 不 相等 , 其 对 称 部 分 也 不 相等 . 容易 检验 , 此 结论 在 张 量 之 和 N 对 称 时 也 成 立 . 
卞 述 理由 促使 我 们 尽量 为 电磁 场 引入 一 个 对 称 的 能 量 动 量 张 

合 对称 外 能 量 动 得。 量 。 在 广义 相对 论 中 出 现 的 能 量 动量 张 量 , 或 者 真空 中 的 电 
磁场 的 微观 能 量 动量 张 量 , 对 其 进行 平均 化 运算 后 , 所 得 能 

量 动量 张 量 自然 而 然 就 是 对 称 的 , 但 这 或 者 属于 场 和 介质 整体 的 情况 (我 们 记得 , 介 

质 内 部 的 微观 相互 作用 具有 电磁 学 本 质 ), 或 者 属于 真空 中 或 未 被 磁化 和 极 化 的 物质 

介质 中 的 电磁 场 的 情况 ， 在 所 有 这 些 情况 下 , 或 者 闵可夫 斯 基 张 量 是 对 称 的 ,因为 

PP = M = 0, 或 者 只 是 介质 和 场 的 能 量 动量 张 量 之 和 是 对 称 的 ,所 以 仅 对 这 些 张 量 

才 会 在 广义 相对 论 和 平均 化 运算 中 出 现 自然 而 然 的 对 称 性 
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另 一 方面 , 显然 , 如 果 把 分 量 为 5 的 任何 能 量 动量 张 量 替换 为 另 一 个 分 量 为 
3955 的 张 量 : 
5*3 = 95 十 0Q5， 
并 且 附 加 张 量 的 分 量 02 恒 满 足 等 式 
Vi05=0， ， (5.43) 


则 四 维 有 质 动 力 分 量 的 值 (三 维 力 和 能 量 流 ) 保持 不 变 . 

在 条 件 (5.43) 下 , 增加 分 量 为 Q3 的 张 量 不 会 对 有 质 动力 公式 产生 影响 . 在 许 
多 情况 下 , 可 以 在 条 件 (5.43) 下 这 样 选取 分 量 5, 使 得 张 量 5*5 是 对 称 的 . 这 样 就 
可 以 使 能 量 动量 张 量 .52 成 为 对 称 的 , 同时 保持 四 维 有 质 动力 矢量 不 变 , 然而 在 这 样 
的 对 称 化 之 后 , 为 了 使 作用 在 物质 介质 上 的 体积 有 质 动 力 公式 是 可 以 接受 的 , 对 电 
磁场 仍然 需要 引入 内 豪 矩 , VQ** 郑 0. 
. 最 后 , 物质 介质 的 能 量 动量 张 量 在 所 有 经 典 模型 中 其 实 都 是 对 称 的 ,所 以 在 一 
般 情 况 下 尽量 保持 这 一 性 质 似乎 是 很 自然 的 事情 . 不 过 , 物质 介质 的 非 对 称 能 量 动量 
张 量 只 会 出 现在 一 些 复杂 的 模型 中 , 对 这 些 模型 的 理论 和 实验 研究 尚未 足够 详细 和 
广泛 地 开展 . 
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导电 液体 或 气体 可 以 作为 考虑 电磁 效应 的 连续 介质 模型 的 一 个 实例 , 其 中 没有 
极 化 和 磁化 , 但 是 有 电流 , 即 M = P= 0, 7* 关 0. 我 们 还 取 dq** = 0, 即 认为 在 所 研 
究 的 模型 中 , 连续 介质 物质 微 元 与 相 邻 微 元 和 其 他 外 部 对 象 之 间 仅 有 机 械 能 和 热量 
的 交换 ， 
为 简单 起 见 , 下 面 将 研究 理想 介质 模型 : 
2 = —pg™. 


在 更 一 般 的 情况 下 可 以 考虑 介质 的 黏 性 . 
下 面 研究 的 方程 组 是 牛顿 力学 范畴 内 的 近似 方程 组 , 包括 以 下 方程: 
连续 性 方程 (标量 方程 ) 


过 十 div(pu) = 0; (6.1) 
动量 方程 (矢量 方程 ) 
p 攻 十 (ov 二 一 gradp 十 peB+ (1 x H) +pRRup， (6.2) 


式 中 Fsup 表示 与 流体 和 电磁 场 之 间 的 相互 作用 无 关 的 通常 的 质量 力 , 例如 重力 ; 
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热流 方程 (标量 方程 ) 
dU tpd; 一 0 .五 )dt + dq, (6.3) 


式 中 dg 如 "表示 因为 热传导 或 辐射 等 因素 而 从 外 部 进入 单位 质量 流体 的 热流 ; 
表示 热力 学 第 二 定律 的 标量 关系 式 


Tds= 人 ‘E)dt + dq(®) (6.4) 


sup) 


其 中 假设 dq’ = 0. 
如 果 介 质 的 定义 是 通过 内 能 UV 对 p 和 s 的 函数 关系 给 出 的 , 则 从 关系 式 


dU =Tds -pd 


还 可 得 出 2 个 标量 状态 方程 : 


OU BU 
二 (5 本 [ea |: Sw 
除了 动力 学 和 热力 学 方程 (6.1) 一 (6.5), 还 需要 增加 电动 力学 方程 , 即 麦 克 斯 书 方程 
rot B= —2 divH =0, 


(6.6) 
4T . 190E i 
rotH= 7 十 z 可 ， div 五 一 4rp。 
和 欧姆 定律 


1 
j=o (B+ivxH)+peo. (6.7) 


在 磁 流体 力学 中 通常 使 用 这 种 形式 的 欧姆 定律 . 如 果 给 定 dg 总 。 和 羽 ,p, 方程 组 
(6.1) 一 (6.7) 就 是 封闭 的 . 

当 介质 的 电导 率 很 大 或 很 小 时 (更 准确 地 说 , 当 参 量 ozL/c 的 值 很 大 或 很 小 时 ， 
式 中 工 是 现象 的 特征 长 度 ), 上 述 方程 组 在 简化 后 给 出 磁 流 体力 学 方程 和 电流 体力 
学 方程 . 为 了 得 到 这 些 方程 , 需要 估计 麦克 斯 书 方程 以 及 洛 仑 效力 和 焦耳 热 的 表达 
式 中 各 项 取 值 的 量 级 , 然后 忽略 掉 比 其 他 项 量 级 更 小 的 那些 项 . 

我 们 分 别 用 已 五 , vs,L, 了 来 表示 电场 强度 、 磁 场 强度 、 速 度 、 长 度 和 时 间 的 
特征 尺度 值 . 磁 流 体力 学 方程 和 电流 体力 学 方程 是 在 非 相 对 论 近 似 下 得 出 的 , 这 时 


. © 1 (#) < (6.8) 


如 果 特 征 时 间 T 具 有 量 级 L/v, 则 (6.8) 中 的 第 二 个 条 件 就 是 第 一 个 条 件 的 推论 . 这 
在 力学 问题 中 通常 是 满足 的 , 并 且 v 或 者 是 介质 的 特征 速度 , 或 者 是 波 的 特征 传播 
速度 . 
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考虑 方程 
rot 五 = < 十 2 
c co 
由 欧姆 定律 (6.7), 把 7 的 表达 式 代入 此 方程 , 然后 估计 所 得 方程 中 各 项 的 量 级 . 这 
时 还 要 用 到 从 方程 div EB = 4rp。 得 出 的 一 个 估计 pe ~ 五 / 厂 . 我 们 有 (在 方程 各 项 之 


下 写 出 了 其 值 的 最 大 量 级 ) 


47 470 47r0 1 0 
rotH = Part+t E+ vxH+~ 部: (6.9) 
瑟 EE orLE voLH LE 
L eL cL eco 王 Ti 
根据 这 些 估计 可 以 证 明 , 一 般 在 
2 
( 宇 ) 之 1 (6.10) 


时 的 结果 是 H? > E?, 相应 方程 称 为 磁 流 体力 学 方程 , 而 在 


2 
的 -= 
时 能 够 得 出 满足 B? > 万 ? 的 解 , 这 样 的 解 是 在 电流 体力 学 中 进行 研究 的 . 
、，，w 条 件 oL/c > 1 对 于 下 述 情况 是 成 立 的 : 液态 金属 ( 示 的 电导 率 
融 流 体力 学 方程 “6 、1015 s-1) 和 强 电离 气体 (等 离子 体 , o ~ 1013_1014 s-1) 
的 多 种 运动 , 天 体 物理 学 中 研究 的 大 多 数 现象 (o 或 很 大 都 可 以 使 条 件 满足) 所 


以, 磁 流 体力 学 的 应 用 范围 很 广 ( 磁 流体 发 电机 , 等 离子 体 发 动机 , 热 核反应 装置 等 ) 
由 估计 (6.9) 可 知 , 在 条 件 (6.10) 下 , 方程 (6.9) 中 的 乞 pov 和 二 52 这 两 项 相 


对 于 < 如 是 可 以 忽略 的 . 于 是 (6.9) 的 形式 成 为 
rotH = 2 (B+= x H) 


或 
C Uv 
E= stH--*xH. (6.11) 


由 此 可 见 , 在 条 件 (6.8), (6.10) 下 
EF? < H?. 


由 估计 (6.9) 和 条 件 (6.8), (6.10) 进一步 可 知 ， 在 电流 的 表达 式 中 一 般 可 以 忽略 
pev 而 保留 传导 电流 


并 且 
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此 外 , 在 相对 运动 速度 远 小 于 光速 的 所 有 坐标 系 中 , 磁场 强度 可 以 认为 是 相同 的 : 
H'=H- = xExH, 


为 Bp? < H?. 
现在 研究 洛 仑 效力 在 磁 流体 力学 中 的 表达 式 


bs 1 
Plorentz = peB + -jxH=peB+rtHXH. 


因为 第 一 项 的 量 级 为 B2/L, 第 二 项 的 量 级 为 H2/L, 而 B? < H2, 所 以 
下 Torentz = 让 7otH x 五 . 


最 后 再 写 出 焦耳 热 的 表达 式 
?= (rot 五 )2， 
因为 了 = 也 
因此 , 介质 的 方程 组 中 只 包括 磁场 强度 五 , 但 不 包括 量 玉 , p。 j. 由 麦克 斯 韦 方 
程 可 以 得 到 只 含有 五 的 方程 . 考虑 方程 


rot 五 一 ee (6.12) 
根据 方程 (6.11), 我 们 有 
过 : 人 和 = x H) (6.13) 


参量 cy4rc 具有 运动 学 忒 度 的 量 纲 , 因而 被 称 为 磁 符 度 mm， 


把 (6.13) 代入 (6.12), 得 到 五 的 方程 
过 =rot(v x H)— rot(vm rot H), (6.14) 
它 被 称 为 感应 方程 . 可 以 给 这 个 方程 再 补充 一 个 方程 ( 见 $1) 


divH = 0. 


如 果 (vH/L)? < (vmH/I2)?, 即 如 果 (vL/vm)? < 1, 则 感应 方程 右 侧 第 一 项 相 
对 于 第 二 项 是 可 以 忽略 的 . 此 时 , 玉 的 方程 与 介质 的 运动 无 关 (如 果 同 时 o 不 依赖 
于 温度 , 因为 温度 是 由 介质 的 运动 决定 的 ). 然而 , 介质 的 运动 当然 与 瑟 有 关 . 无 量 
纲 参量 vL/v,, 称 为 磁 雷 诺 数 ， 
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相反 , 如 果 Ren > 1, 就 可 以 忽略 感应 方程 (6.14) 右 侧 第 二 项 , 这 时 磁场 满足 方程 


2 =rot(v x H), divH =0. (6.15) 
结果 是 , 磁场 被 冻结 在 介质 中 ( 见 下 一 节 ). 


这 样 , 磁 流 体力 学 方程 组 最 简单 的 一 种 形式 为 (不 考虑 介质 的 备 性 和 热传导 ) 


1 
= pFsup -gradp+ 47 rotH xH, 


ds C2 
PT = 16r25 


(rot H)?, 

OU OU 
= .200 ou 
U=U(p, 3)， 了 三 让 op’ 全 0s’ 
= rot(v x H)— rot(vm rot H), 
divH =0. 


此 方程 组 不 包括 量 巨 , p。, 7. 如 果 需 要 , 可 以 在 求解 后 按照 以 下 公式 计算 这 些 量 : 
j= 声 rot H, 
五 = T (vnrot H — = xH), 
pe = 志 div 五 . 
电流 体力 学 ”现在 研究 oL/c < 1 的 现象 , 例如 包含 某 一 数目 (少量 ) 带电 粒子 的 弱 
导电 介质 的 流动 . 流动 与 被 绕 流 物体 的 相互 作用 经 常 导 致 介质 流 中 出 
现 带电 粒子 , 或 者 也 可 以 人 为 地 在 流动 中 添加 带电 粒子 , 以 便 有 可 能 利用 电磁 场 来 
控制 流动 . 
这 里 考虑 最 简单 的 一 种 情况 : 在 介质 中 只 有 电 中 性 分 子 (单位 体积 中 的 数目 为 


n) 和 一 种 电荷 为 e 的 带电 粒子 (单位 体积 中 的 数目 为 n1). 如 果 用 wet 表示 带电 粒 
子 相对 于 介质 的 平均 速度 ， 


Vrel 一 > Virel， 
了 1 
则 传导 电流 (在 介质 相对 速度 为 零 的 坐标 系 中 的 电流 ) 显然 可 以 表示 为 
二 DeVrel， 
而 静止 坐标 系 中 的 电流 为 
7 二 Pe + peVrel. 


通常 按照 以 下 公式 引入 带电 粒子 的 迁移 率 b: 
Vrel = bE, 
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那么 
j)" = pebE. 


因此 , 在 所 研究 的 情况 下 可 以 引入 记号 
0 = peb. 


迁移 率 正比 于 带电 粒子 数目 , 反比 于 介质 密度 . 

我 们 从 方程 (6.9) 看 到 , 如 果 ocL/c < luzcz 和 1, LL/cT 和 1, 则 该 方程 具有 满 
足 H? < H? 的 一 类 解 . 这 正 是 在 电流 体力 学 中 研究 的 情况 . 这 时 , EE 的 麦克 斯 韦 方 
程 组 可 以 简化 , 因为 方程 了 


t 五 十 一 一 一 一 0 
TO TT 


的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 是 高 阶 小 量 (E/L < LH/cTL). 所 以 , 这 个 方程 可 以 替换 为 
方程 rot E = 0. 因此 , 电流 体力 学 中 的 电场 满足 静电 学 方程 


rotE=0, divE= 4rp。. 
我 们 指出 , 可 能 与 时 间 有 关 . 


此 外 , 因为 H? < E?, 所 以 还 可 以 认为 , 电流 体力 学 中 的 电场 强度 在 所 有 作 相 对 
低速 运动 的 惯性 系 中 都 是 相同 的 : 


B=EtivxHAE. 
因此 , 欧姆 定律 可 以 写 为 
j=pev+ob, 
或 者 , 在 所 研究 的 简单 情况 下 ， 
j= pev + pebE. 
我 们 来 研究 洛 伦 效力 : 
Fiona = PeB + 2 x 再 一 pe 至 + 二 Pen x 再 十 和 已 x 责 : 


因为 第 一 项 的 量 级 为 B32/L, 第 二 项 的 量 级 为 vuBH/cL, 第 三 项 的 量 级 为 oLEH/cL, 
并 且 H? < EB?, v3/c? & 1,oL/c 和 1, 所 以 第 二 项 和 第 三 项 与 第 一 项 相 比 可 以 忽略 ， 
即 

下 Torentz = De 五 . 


我 们 再 写 出 焦耳 热 的 表达 式 : 
I:E=oEB.E=oE’, 
因为 在 电流 体力 学 中 吾 ' = 忆 . 对 于 只 包含 一 种 带电 粒子 的 介质 ， 
了 E’ = pbE?. 
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现在 写 出 形式 最 简单 的 封闭 的 电流 体力 学 方程 组 (不 考虑 介质 的 慕 性 和 热传导 ): 
dp 
a +pdivv = 0, 


dv 
par = pFsup — gradp + peE, 


ds 


pT = 0 = pbE’, 
OU oU 

二 p20 ah 
U= Ul(p, 5)， p p Op ; T Os ? 
rot E=0, 
div E = 4rp。， 
OO i 

二 div7 = 0, 


7 = pev + pebk. 


倒数 第 二 个 方程 是 麦克 斯 书 方程 的 精确 推论 , 见 84. 这 个 方程 组 不 包括 磁场 强度 五 . 
如 果 需 要 , 可 以 在 问题 解决 后 从 以 下 方程 确定 这 个 量 : 
rot 五 一 Ty + 2 divH = 0. 
在 电流 体力 学 中 可 以 引入 电 雷 诺 数 
Re = 吉 : 

如 果 Re。 一 0 (电荷 的 迁移 率 很 大 ), 则 决定 电场 的 方程 与 介质 的 参量 无 关 (如 果 同 
时 5 与 这 些 参量 无 关 ). 因此 , 在 电 雷 诺 数 很 小 时 , 介质 的 运动 不 影响 电场 的 值 . 如 果 
Re 一 00, b 一 0, 则 电荷 与 介质 一 起 运动 , 它们 被 冻结 在 介质 中 . 

除了 磁 流体 力学 和 电流 体力 学 , 研究 与 电磁 场 发 生 相 互 作用 的 连续 介质 运动 的 
其 他 一 些 科 学 领域 也 得 到 发 展 . 例如 , 一 种 被 称 为 铁 磁 液体 的 物质 (悬浮 着 铁 粉 的 液 
体 ) 具有 越 来 越 广泛 的 应 用 , 铁 流 体力 学 因而 得 以 产生 和 发 展 . 还 有 极 化 流体 力学 ， 
磁 致 弹性 , 压 电 弹 性 , 等 等 . 


87. 磁力 线 和 涡 线 冻结 定律 


我 们 现在 阐述 满足 关系 式 
党 =rot(v x A), divA =0 CT) 
的 矢量 场 4(z，y，2, t) 的 一 般 性 质 . 
前 面 ( 见 (6.15)) 已 经 证 明 , 磁场 强度 矿 在 Re > 1 时 满足 这 些 条 件 , 例如 
电导 率 无 穷 大 的 情况 . 对 于 理想 流体 在 有 势 质量 力 场 中 的 正 压 运动 , 速度 的 涡 量 场 
w 二 rotv/2 也 满足 上 述 方程 . 其 实 , 考虑 葛 罗 麦 卡 一 兰 姆 形式 的 不 导电 理想 流体 的 
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动量 方程 : 
革 +eed 12 xu 一 一 gradp 十 忆 (7.2) 


假设 = gradU,p = f(p). 这 时 可 以 引入 压强 函数 
了 
二 /go 
2 | p(p)” 
并 且 容 易 验证 , 成 立 等 式 
grad 2 = 5 gradp. 
在 这 些 假设 下 , 动量 方程 (7.2) 的 形式 成 为 
Ov 
ot 
现在 对 此 方程 的 两 侧 取 旋 度 , 得 


2 
+ grad 本 十 2w xv=—grad D+ gradU. 


> = rot(V x w). (7.3) 
此 外 ， 


divw = 0. 


这 些 方程 与 方程 (7.1) 和 (6.15) 相同 . 我 们 指出 , 方程 (7.3) 中 只 包括 运动 学 量 , 但 是 
它 是 作为 动量 方程 这 一 动力 学 方程 的 推论 得 出 的 . 
因此 , 只 要 证 明了 满足 条 件 (7.1) 的 矢量 场 4 的 一 般 性 质 , 我 们 就 能 得 到 相关 
场 的 一 些 非常 重要 的 性 质 , 例如 电导 率 无 穷 大 时 的 磁场 强度 场 万 , 以 及 理想 流体 在 
有 势 质量 力 场 中 的 正 压 运动 过 程 中 的 涡 量 场 w 
| 物质 面 就 是 与 连续 介质 的 物质 微 元 一 起 运动 的 曲面 、 取 菜 个 
rn 不 封闭 的 物质 面 2, 其 边界 是 围 线 C、 我 们 先 来 推导 无 源 矢 
Re 量 A(z, yz 划 经 过 物质 面 的 通 量 对 时 间 的 求 导 公式 . 我 
们 知道 , 所 谓 矢量 经 过 曲面 2 的 通 量 , 是 指 积分 


/ 4-nao= hao 
3 也 


式 中 n 表示 曲面 2 的 微 元 dr 上 的 单位 法 线 矢量 . 法 线 n 的 方向 和 围 线 C 的 环绕 
方向 之 间 的 关系 同 前 面 一 样 , 从 n 所 指 方向 来 看 , 围 线 C 的 环绕 方向 是 逆 时 针 的 . 

如 果 上 述 物 质 面 在 时 刻 t 位 于 2, 而 在 时 刻 t+ At 位 于 2 (图 41), 则 按照 导数 
的 定义 , 我 们 有 


d . 1 
于 /和 = 和 ,大 | Jae YZ t+Abdz- {An YZ, 中 . (7.4) 
3 2 z 
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现在 证 明 , 此 导数 根据 方程 (7.1) 等 于 零 , 所 以 上 
述 矢 量 满足 


/4 do = const . (7.5) 


其 实 , 用 2 表示 围 线 C 在 At 时 间 内 发 生 移动 
时 由 围 线 的 点 的 轨迹 组 成 的 曲面 ， 并 考虑 由 曲面 
2, 2 和 ?22 组 成 的 封闭 曲面 . 利用 奥 一 高 定理 和 
(7.1) 中 的 第 二 个 条 件 , 我 们 有 


4n(z y; Zz; tj do = javadr=0 (7.6) 


图 41. 用 于 推导 无 源 矢量 经 过 物质 
面 的 通 量 对 时 间 的 求 导 公式 


开 十 ZI 十 2 

式 中 Y 是 封闭 曲面 2 上 + 3; + 2 所 包围 的 物质 体 , n 是 Y 的 外 法 线 . 如 果 把 曲面 

上 的 法 线 改 为 相反 方向 的 法 线 , 并 在 等 式 (7.6) 的 两 侧 加 上 . 二 
2 


则 由 此 容易 得 出 


/4 YZ， t+Atdo — | hnls, y, 2, tdo 
D1 > 
= | 4 y, 2, t+At) dz- /4 Ti bdz+ /Anls, y, 2, t) do, 
D1 D1 2 


从 而 对 导数 (7.4) 得 出 以 下 表达 式 D) : 
/4 y, z, t) do = / 3) a hl y, 2 tjdo. (7.7) 
2 . 5 


侧面 >。 的 矢量 面 微 元 ndo 显然 等 于 
ndo=vAtxdl 
式 中 dl 是 曲面 的 边界 C 的 线 微 元 ( 见 图 41). 所 以 ,积分 a Ando 可 以 转换 为 沿 


曲线 C 的 积分 : 
A-:ndo=— | A:(dlxwv)At=— | di:(v x A)At, 
a / 
或 者 利用 斯 托 克 斯 定理 转换 为 沿 张 于 围 线 C 的 初始 曲面 2 的 积分 : 
1 
x7 /Ando=— (vx A):.dl=— | [rot(v x A)]n do. 
Seo 


1) 原 书 误 将 (7.7) 右 侧 第 一 个 积分 中 的 被 积 函数 (94/60，。 写 为 684%/8t. 一 一 译注 
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现在 , 所 求 导 数 的 表达 式 (7.7) 的 形式 成 为 
d 0A 
示 /” do = / | 党 — rot(v x 及 | do. (7.8) 


这 就 是 矢量 分 析 的 一 个 一 般 公 式 一 一 无 源 矢 量 4 经 过 运动 的 物质 面 2 的 通 量 对 时 
间 的 求 导 公式 . 

显然 , 为 了 使 公式 (7.8) 成 立 , 需要 矢量 v 仅仅 在 曲面 2 和 其 边界 C 上 的 点 的 
取 值 是 确定 的 . 
矢量 面 、 矢 量 管 和 矢 如 果 矢 量 场 4 满足 条 件 (7.1), 则 由 (7.8) 有 


d 
量 线 的 保持 性 .于 / Ando =0. 


i 

这 样 , 我 们 证 明了 上 述 命题 : 在 矢量 场 A(x, y, z, 办 满足 条 件 (7.1) 的 区 域 中 成 立 等 
式 (7.5), 其 中 2 是 与 连续 介质 微 元 一 起 运动 的 曲面 . 

从 已 经 被 证 明 的 性 质 5) 可 以 得 到 关于 所 研究 的 矢量 场 4 的 一 系列 非常 重要 
的 推论 . 

推论 一 : 该 矢量 场 的 矢量 面 在 运动 过 程 中 还 是 矢量 面 其 实 , 在 某 一 时 刻 t 考虑 
该 矢量 场 4 的 某 一 矢量 面 I, 即 这 样 的 曲面 , 矢量 4 在 该 曲面 的 每 一 点 都 位 于 其 
切 平面 内 . 由 于 运动 的 连续 性 , 曲面 工 在 时 刻 上 十 At 移动 至 另外 某 一 曲面 IT'. 不 难 
看 出 , 这 个 曲面 亚 也 是 矢量 面 . 因为 曲面 和 I 根据 条 件 是 矢量 面 , 所 以 矢量 4 经 过 
属于 曲面 I 的 任何 曲面 2 的 通 量 等 于 零 . 设 曲 面 2 经 过 At 时 间 后 移动 至 曲面 忆 / 
则 根据 运动 的 连续 性 , 曲面 2' 属于 II. 按照 性 质 (7.5), 矢量 4 经 过 曲面 2 的 通 
量 也 等 于 零 , 即 矢量 4 在 时 刻 t+At 位 于 IT' 的 切 平面 内 . 这 时 , 2 可 以 取 作 任 意 小 
的 曲面 , 它 在 曲面 I 上 的 位 置 也 是 任意 的 , 所 以 曲面 3 也 同样 如 此 , 于 是 必然 在 I 
的 所 有 的 点 都 有 A,, = 0, 而 这 就 表示 曲面 I' 也 是 矢量 面 , 

例如 , 矢量 管 侧面 在 运动 过 程 中 还 是 矢量 管 侧面 , 矢量 管 还 是 矢量 管 . 

推论 二 : 满足 条 件 (7.1) 的 矢量 场 4 的 矢量 线 在 运动 过 程 中 永远 是 矢量 线 . 其 
实 , 在 时 刻 t 经 过 矢量 线 ! 可 以 取 两 个 矢量 面 Il: 和 IT, 其 交 线 就 是 1. 设 矢量 面 ID 
和 Ia 在 时 刻 t++At 分 别 移动 至 曲面 Hi 和 I$. 根据 运动 的 连续 性 , 矢量 线 ! 在 时 
刻 上 +At 移动 至 曲面 I 和 II 的 交 线 1'. 按照 (7.5) 的 推论 一 , 曲面 II4 和 I 中 的 
每 一 个 都 是 矢量 面 , 所 以 1 也 是 矢量 线 . 

推论 三 : 该 矢量 场 4 的 任何 矢量 管 的 强度 在 整个 运动 过 程 中 保持 不 变 . 其 实 ， 
我 们 知道 ( 见 第 二 章 8 8), 矢量 管 强度 是 通过 矢量 4 经 过 矢量 管 横 截面 的 通 量 (在 

“无 源 场 中 它 沿 矢量 管 不 变 ) 定义 的 . 因此 , 上 述 命题 是 该 量 场 4 的 性 质 (7.5) 的 直接 

推论 . 对 于 满足 条 件 (7.1) 的 矢量 场 4, 有 


anao = /ao 
Zz 五/ 
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式 中 2 和 2 分 别 是 矢量 管 在 时 刻 上 和 飞 的 任意 横 截 面 . 

因此 , 在 满足 条 件 (7.1) 的 矢量 场 4 中 , 矢量 面 、 矢 量 管 和 矢量 线 在 运动 过 程 中 
是 保持 的 . 保持 的 含义 在 于 , 它们 在 空间 中 与 连续 介质 微 元 一 起 运动 . 矢量 面 、 矢 量 
管 和 矢量 线 被 冻结 在 介质 中 . 

如 上 所 述 , 介质 电导 率 无 穷 大 时 的 磁场 强度 场 万 和 理想 流体 在 有 势 质量 力 场 
中 的 正 压 过 程 中 的 涡 量 场 w = rotwv/2 都 满足 条 件 (7.1)， 因此, 这 些 情况 下 的 磁场 
强度 场 五 和 涡 量 场 w 在 上 述 含义 下 被 冻结 在 介质 中 . 

例如 , 在 电导 率 无 穷 大 的 介质 中 , 如 果 在 初始 时 刻 to 在 某 个 区 域 9 中 没有 磁场 
五 , 则 在 在 任意 时 刻 t, 当 区 域 9 移动 至 区 域 2' 时 , 其 中 也 不 会 有 磁场 . 

磁场 与 连续 介质 微 元 一 起 运动 . 如 果 在 太阳 上 发 生 等 离子 体 爆 发 ， 即 电导 率 无 
穷 大 的 高 温 气 团 的 猛烈 喷发 , 则 磁场 会 与 等 离子 体 一 起 运动 并 延伸 至 星际 空间 . 

因为 涡 量 场 w 在 上 述 条 件 下 的 性 质 对 实际 应 用 非常 重要 , 我 们 再 来 更 详细 地 研 


究 这 些 性 质 . 

汤姆 孙 定 理 Ma 则 矢量 场 w = rotw/2 的 性 质 (7.5) 可 以 写 为 以 下 
f% do = const, (7.9) 
i 

即 涡 量 w 经 过 与 连续 介质 微 元 一 起 运动 的 任何 曲面 2 的 通 量 是 不 变 的 . 利用 斯 托 

克 斯 定理 , 性 质 (7.9) 可 以 写 为 


¢» ‘dl = const 

C 
( 式 中 C 是 一 直 由 同样 一 些 流体 物质 点 组 成 
的 任意 封闭 围 线 ) 或 


图 42， 沿 围 线 C 的 环 量 等 于 零 , 沿 曲线 工 = const， 


即 : 如 果 理 想 流体 所 受 外 质量 力 是 有 势 的 , 其 

运动 是 正 压 的 , 则 沿 任何 封闭 物质 线 的 速度 环 量 T 在 整个 运动 过 程 中 保持 不 变 . 这 
个 命题 称 为 汤姆 孙 定 理 . 

必须 记 住 的 是 , 环 量 不 变 的 结论 只 对 彼此 能 够 通过 连续 变形 得 

在 具有 速度 间断 面 ”到 的 围 线 才 成 立 , 这 是 从 汤姆 孙 定理 的 证 明 中 得 出 的 结论 . 如 


已 2 的 寺 捕 国 线 |。 果 流体 在 某 一 时 刻 静 止 , 则 这 时 沿 所 有 围 线 的 环 量 都 等 于 零 


” 儿 的 环 量 可 能 不 等 于 零 


然而 在 以 后 的 运动 中 , 如 果 在 流动 中 有 速度 间断 ， 则 一 般 能 够 


出 现形 如 乡 的 封闭 围 线 , 沿 该 围 线 的 环 量 不 等 于 零 (图 42). 

其 实 , 如 果 围 线 .多 与 速度 间断 线 相交 , 则 沿 围 线 2 的 环 量 一 般 不 等 于 零 , 因为 
在 间断 线 上 , 点 M 和 NN 的 速度 不 同 , 于 是 在 所 研究 的 时 刻 封 闭 的 围 线 .2 在 下 一 时 
刻 不 再 封闭 , 它 在 以 前 的 时 刻 一 般 也 不 封闭 , 包括 流体 在 初始 时 刻 静 止 的 情况 . 汤姆 


§7， 磁 力 线 和 涡 线 冻 结 定 律 ， 275 ， 


孙 定 理 对 不 封闭 的 物质 线 无 法 应 用 , 所 以 沿 这 样 的 物质 线 的 环 量 是 不 保持 的 1 . 
拉 格 朗 日 定理 汤姆 孙 定 理 的 一 个 直接 推论 是 拉 格 朗 日 定理 : 在 汤姆 孙 定 理 的 条 件 
下 , 如 果 流 体 的 某 一 部 分 在 某 个 给 定时 刻 to 是 无 旋 的 , 则 这 部 分 流 
体 在 上 < to 和 + > to 时 也 是 无 旋 的 . 我 们 强调 , 在 拉 格 朗 日 定理 的 表述 中 讨论 的 不 
是 确定 的 一 部 分 空间 , 而 是 确定 的 一 部 分 连续 运动 的 流体 . 

我 们 来 证 明 拉 格 朗 日 定理 . 依 条 件 , 在 上 = to 时 在 区 域 9 内 无 旋 , 于 是 在 该 区 
域 中 的 每 一 点 w = 0. 因此 , 根据 斯 托 克 斯 定理 , 沿 属于 区 域 9 的 任何 封闭 围 线 的 


环 量 T= 2 让 wn do 都 等 于 零 
D 
fo» :di=0. 
(04 
按照 汤姆 孙 定 理 , 沿 任 何 封闭 物质 线 的 环 量 工 在 所 有 其 他 时 刻 都 等 于 零 . 那么 , 再 次 
利用 斯 托 克 斯 定理 可 知 , 对 于 完全 属于 流体 区 域 9 的 任何 曲面 2 都 有 


J “ar =0. 


了 

这 只 有 在 9 的 任何 点 对 任何 方向 n 都 成 立 wn = 0 才 是 可 能 的 , 所 以 在 任何 时 刻 对 
流体 的 任何 物质 点 都 有 w = 0. 

众所周知 , 无 旋 等 价 于 存在 速度 势 , 所 以 拉 格 朗 日 定理 还 可 以 这 样 来 表述 : 如 果 
流体 的 运动 在 某 个 时 刻 to 是 有 势 的 , 则 在 汤姆 孙 定 理 的 条 件 下 , 流体 的 运动 在 此 之 
前 和 之 后 的 所 有 其 他 时 刻 都 是 有 势 的 . (在 一 般 情况 下 , 势 函 数 和 相应 速度 场 的 间断 
面 有 可 能 在 势 流 中 形成 并 发 展 , 这 些 间断 面 会 延伸 到 流体 的 边界 .) 于 是 , 这 时 存在 
速度 势 p(xz, yz, tt), 并 且 


v= grady(z, y, z, t). 


由 汤姆 孙 定 理 可 见 , 理想 流体 的 有 势 运动 具有 重要 的 物理 意义 , 这 极 大 地 简化 了 求解 
速度 场 的 问题 . 

可 以 说 , 只 有 在 汤姆 孙 定理 的 俊 设 不 成 立时 , 涡 旋 才 可 能 在 流体 中 产生 或 消失 
换言之, 涡 旋 产生 或 消失 的 原因 包括 : 或 者 流体 是 共性 的 , 或 者 运动 不 是 正 压 的 , 或 
者 外 质量 力 不 是 有 势 的 , 或 者 速度 场 的 连续 性 遭 到 破坏 . 

_ .我们 已 经 证 明了 理想 流体 正 压 运 动 的 涡 量 场 的 矢量 面 、 矢量 
尝 攻 的 冯 姆 入 兹 动力 和 以 及 矢量 管 强度 的 守恒 性 , 这 些 性 质 被 称 为 交 姆 夫 兹 动力 
学 定理 , 其 表述 如 下 

交 姆 志 兹 动力 学 定理 一 : 在 汤姆 孙 定 理 的 假设 下 ,在 某 个 时 刻 组 成 涡 面 、 涡 管 或 

涡 线 的 流体 物质 点 在 整个 运动 过 程 中 仍然 分 别 组 成 涡 面 、 涡 管 或 涡 线 


0 实验 和 理论 在 很 多 情况 下 都 表明 , 为 了 描述 流体 的 真实 运动 , 必须 研究 含有 间断 面 的 速度 场 . 
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.， 辫 姆 霍 兹 动力 学 定理 二 : 在 汤姆 孙 定 理 的 假设 下 , 涡 管 强度 在 整个 运动 过 程 中 
保持 不 变 , 即 
T= vdl= const 
{ 
式 中 C 是 环绕 所 给 涡 管 1 周 的 任何 封闭 围 线 . 
交 姆 霍 兹 定理 在 求解 流体 力学 的 许多 基本 问题 时 具有 重要 的 意义 ( 见 第 八 章 ). 


第 七 章 ”连续 介质 力学 问题 的 提 法 


81. 提出 具体 问题 的 一 般 原 理 


模型 和 参考 系 ”在 对 连续 介质 力学 中 的 具体 问题 进行 理论 研究 的 时 候 , 为 了 描述 所 
研究 的 介质 的 运动 和 状态 , 必须 显 式 地 或 隐 式 地 10 选取 观察 者 的 参 

考 系 . 在 牛顿 力学 中 , 可 以 选取 任何 “静止 的 ”或 运动 的 参考 系 当 作 观 察 者 的 参考 系 . 
然而 , 总 要 指出 一 个 惯性 参考 系 , 因为 只 有 这 样 才能 够 使 用 惯性 力 的 有 关 结 果 . 

在 需要 时 还 要 注意 拉 格 朗 日 坐标 系 的 存在 , 因为 实际 上 正 是 利用 这 种 坐标 系 才 
有 可 能 区 别 连续 介质 的 物质 点 , 并且 就 本 质 而 言 , 它 是 定义 介质 微 元 的 运动 和 状态 
特征 量 的 基础 . . 

在 前 面 各 章 中 已 经 建立 和 描述 了 力学 、 热 力学 和 电动 力学 的 一 些 普 适 方程 . 这 
些 方程 是 创立 任何 具体 的 连续 介质 模型 理论 的 基本 关系 式 , 它们 适用 于 所 有 模型 , 也 
适用 于 一 个 确定 的 模型 中 关于 运动 和 物理 过 程 的 各 种 单独 的 情况 . 如 前 所 述 , 这 些 
普 适 方程 对 于 光滑 的 连续 分 布 可 以 写 为 偏 微分 方程 的 形式 . 

除了 微分 方程 , 同样 的 物理 定律 还 被 表述 为 积分 的 形式 : 积分 形式 的 连续 性 方 
程 (第 三 章 (1.2))、 动 量 方程 (第 三 章 (2.2))、 热力 学 第 一 定律 E 量 方程 (第 五 章 
(8.1))、 热力 学 第 二 定律 (第 五 章 (8.2)) 和 一 般 的 麦克 斯 韦 方程 (第 六 章 (5.4), (5.5)). 

若 运动 特征 景 的 分 布 是 连续 的 和 光滑 的 , 则 微分 表述 等 价 于 积分 表述 . 然而 , 有 
时 还 必须 研究 表征 现象 的 特征 量 对 空间 或 时 间 变 量 有 间断 的 分 布 . 在 有 间 断 的 时 候 ， 
积分 表述 表现 出 更 一 般 的 本 质 , 因为 它们 在 这 时 仍然 有 意义 . 微分 表述 在 现象 连续 的 
区 域 有 意义 , 但 在 有 间断 的 地 方 需要 一 些 附加 条 件 , 而 积分 表述 已 经 包含 了 这 些 附加 


0 为 了 清晰 而 明确 地 提出 问题 , 最 好 把 所 有 假设 和 条 件 用 显 式 的 方法 表述 出 来 . 
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条 件 . 我们 在 后 面 几 节 中 将 从 普 适 的 积分 关系 式 出 发 引入 相应 的 间 断 条 件 . 
前 面 已 经 指出 , 为 了 得 到 能 够 对 给 定 连 续 介质 的 运动 进行 详细 研究 的 方程 组 ,总 
是 需要 引入 一 些 附加 的 假设 , 这 些 假设 把 所 研究 的 模型 的 特别 性 质 和 物理 本 质 固定 
下 来 . 选取 一 个 模型 是 必须 的 .选取 模型 的 问题 可 以 成 为 专门 的 和 广泛 的 研究 对 象 : 
在 许多 情况 下 ,这 是 物理 学 的 一 个 基本 问题 , 它 关 系 到 用 理想 化 和 概括 的 方法 进行 
描述 并 引入 各 种 类 型 的 概念 和 特征 量 ， 为 了 描述 新 发 现 的 效应 和 现象 必须 选取 和 
建立 新 的 模型, 不 论 这 些 新 效应 和 新 现象 的 本 质 是 已 知 的 还 是 才 开始 在 正在 发 展 的 
科技 领域 中 显现 出 来 
我 们 已 经 在 前 面 几 章 中 介绍 了 许多 重要 的 经 典 连续 介质 模型 ， 理 想 流体 模型 
弹性 体 模型 、 玫 性 流体 模型 、 磁 流体 力学 中 的 导电 流体 模型， 等 等 . 这 个 名 单 远 远 没 
有 列举 完 所 有 已 知 的 模型 , 还 有 其 他 许多 模型 ,其 中 某 些 模型 将 在 后 面 进行 介绍 . 现 
在 由 于 新 材料 的 应 用 和 已 有 材料 使 用 范围 的 扩展 , 由 于 在 力学 中 必须 考虑 电磁 性 质 
和 电 碰 效 应 , 由 于 高 真空 条 件 或 与 之 相反 的 高 压条 件 的 应 用 , 由 于 超低温 或 与 之 相反 
的 超 高 温 的 应 用 , 由 于 需要 对 生物 体 中 的 复杂 现象 进行 研究 , 还 由 于 其 他 诸多 原因 ， 
建立 新 模型 的 问题 是 迫切 的 ， 目 前 , 在 物理 学 和 力学 中 建立 新 模型 的 理论 正在 飞速 
发 展 
可 以 在 每 一 个 固定 模型 的 范围 内 用 附加 的 方式 引入 关于 外 部 作用 的 假设 , 例如 
关于 外 质量 力 FO 以 及 元 能 量 流 dg 和 dg” 的 假设 在 一 个 给 定 模型 的 范围 内 ， 
还 可 以 提出 这 样 的 问题 : 根据 候 定 的 运动 或 实验 观察 的 结果 求 出 上 述 那些 量 
在 选 定 一 个 模型 之 后 , 为 了 区 别 一 种 或 一 类 确定 的 现象 和 运 
用 来 名 别 不 由 反动 的 。 动 ,还 需要 提出 一 些 附加 条 件 . 这 是 显而易见 的 ! 其 实 , 在 不 
可 压缩 理想 流体 的 理论 模型 的 范围 内 可 以 研究 水 、 石 油 和 许 
多 其 他 液体 的 多 种 运动, 其 至 可 以 研究 空气 和 其 他 一 些 气体 的 运动 ,只 要 可 压缩 性 
是 可 以 忽略 的 . 例如 : 海水 的 各 种 流动 和 波浪 运动 , 水 从 容器 中 流出 时 形成 的 射流 运 
动 , 水 通过 提 坝 溢洪道 的 流动 , 由 船 和 潜水 艇 的 运动 引起 的 海水 运动 , 由 亚 声速 低速 
飞行 的 飞艇 引起 的 空气 运动, 以 及 大 量 其 他 问题 . 在 上 述 所 有 情况 下 , 都 可 以 使 用 同 
一 个 封闭 的 微分 方程 组 ， 因 此 , 尽管 这 些微 分 方程 在 流体 所 占 区 域 中 的 每 一 点 都 成 
立 并 且 组 成 寺 闭 的 方程 组 , 但 是 要 想 解决 确定 流体 所 占 区 域 中 的 速度 场 和 压强 场 的 
数学 问题 , 这 些 方程 是 完全 不 够 的 . 众所周知 , 运动 微分 方程 的 通 解 中 含有 一 些 任意 
的 函数 和 常数 , 它们 需要 借助 于 专门 的 条 件 来 确定 
我 们 现在 开始 研究 用 来 区 别 各 种 运动 的 各 种 典型 的 附加 条 件 
数学 问题 的 解 表 示 为 函数 的 形式 , 这 些 函数 在 所 研究 的 运动 
过细 过 全 所 号 区 间 帮 ”进行 的 时 间 间隔 内 定义 于 介质 所 占 区 域 中 的 各 个 点 .时间 间 
隔 可 能 是 有 限 的 , 可 能 开始 于 菜 个 “初始 的 ”特征 时 刻 4 
或 者 与 它 “ 联 系 在 一 起 ”; 可 以 在 任何 上 > to 或 t < to 或 所 有 tg to 的 时 刻 研究 连 
续 介质 的 运动 和 状态 . 按照 问题 的 意义 , 可 能 需要 求 出 各 种 各 样 的 特征 时 刻 


8$1， 提 出 具体 问题 的 一 般 原 理 .279 ， 


运动 介质 所 占 区 域 9 在 一 些 情况 下 可 能 是 给 定 的 , 而 在 另外 一 些 情况 下 可 能 是 
事先 未 知 的 . 例如 , 当 流 体 充 满 给 定 容器 并 在 其 中 运动 时 , 或 者 当 流 体 充满 各 种 事先 
给 定 的 固定 障碍 物 之 外 的 整个 空间 并 绕 障 碍 物 运 动 时 , 可 以 认为 区 域 9 是 已 知 的 . 
区 域 9 在 许多 情况 下 又 是 事先 未 知 的 , 例如 , 在 解决 从 容器 中 向 外 倒 水 的 问题 时 , 在 
研究 给 定 外 载荷 系 作用 下 的 弹性 体 变形 时 , 区 域 9 应 当 在 求解 过 程 中 加 以 确定 . 

在 某 些 情况 下 , 区 域 2 的 边界 可 能 由 已 知 的 和 未 知 的 部 分 共同 组 成 , 例如 , 海 
底 表面 、 船 体 表面 或 一 般 而 言 物体 的 运动 表面 在 流体 内 的 部 分 是 已 知 的 边界 , 而 波 
动 的 海面 或 者 在 流体 从 容器 中 流出 时 形成 的 射流 的 边界 等 是 事先 未 知 的 边界 , 它们 
需要 在 问题 的 求解 过 程 中 加 以 确定 . 

连续 介质 所 占 区 域 9 可 能 是 有 界 的 , 例如 容器 或 管道 内 的 流体 , 或 杆 、 梁 、 机 器 
零件 这 些 可 变形 “固体 ”. 在 概括 问题 的 提 法 时 , 经 常 遇 到 含有 无 穷 远 点 的 区 域 9. 
这 时 , 或 者 流体 、 变形 “固体 ”或 电磁 场 占据 整个 空间 或 占据 某 一 组 给 定 物体 的 外 部 ， 
或 者 有 延伸 至 无 穷 远 的 射流 或 带 状 区 . 

无 穷 远 条 件 在 求解 问题 时 , 对 于 包含 无 穷 远 点 的 区 域 9, 必须 根据 基于 物理 特性 
的 假设 给 出 无 穷 远 处 的 附加 条 件 . 

作为 这 样 的 条 件 , 在 许多 情况 下 可 以 假设 所 研究 的 现象 具有 局 部 扰动 的 特点 , 并 
且 介质 在 无 穷 远 处 的 状态 和 运动 是 给 定 的 . 例如 , 若 一 个 有 限 大 小 的 固体 位 于 无 界 
的 流体 中 , 则 在 研究 由 固体 运动 引起 的 流体 的 绝对 运动 时 可 以 认为 , 无 穷 远 处 的 流 
体 速 度 趋 于 零 , 压强 趋 于 给 定 值 , 电磁 场 具 有 事先 给 定 的 性 质 ; 类 似 地 可 以 假设 , 可 
变形 固体 在 无 穷 远 的 地 方 处 于 由 附加 物理 条 件 决定 的 自然 状态 , 等 等 . 

在 静止 物体 绕 流 问 题 中 必须 认为 , 来 流 在 上 游 无 穷 远 处 一 一 而 在 某 些 情况 下 在 
任何 方向 的 无 穷 远 处 一 一 具有 给 定 的 性 质 : 速度 、 压 强 和 温度 等 都 是 给 定 的 . 

不 过 , 无 穷 远 条 件 有 时 可 能 具有 更 复杂 的 性 质 . 例如 , 有 时 在 不 同方 向 的 无 穷 远 
处 有 某 种 有 规律 的 过 程 , 甚至 可 能 有 周期 过 程 ; 一 般 而 言 , 在 不 同方 向 上 还 有 各 种 给 
定 类 型 的 波 , 等 等 . 

无 穷 远 附加 条 件 的 表述 问题 往往 关系 到 一 些 不 太 明显 的 效应 , 产生 这 些 效应 的 
原因 是 有 或 者 没有 来 自 无 穷 远 处 或 来 自 某 种 辐射 的 能 量 流 . 
介质 内 部 的 奇 点 无 穷 远 条 件 可 以 视 为 无 穷 远 奇 点 处 的 附加 条 件 . 为 了 考虑 对 介质 
” ”或 场 的 各 种 作用 , 在 区 域 9 的 有 限 部 分 也 可 以 引入 奇 点 .例如 ， 
可 以 引入 基于 质量 流量 的 流体 点 源 或 点 汇 、 偶 极 子 和 多 极 子 ,电磁场 中 的 点 电荷 、 偶 
极 子 和 多 极 子 , 集中 作用 的 外 力 和 外 部 能 量 源 所 形成 的 各 种 确定 类 型 的 奇 点 . 这 些 
奇异 性 能 够 模拟 距离 我 们 根据 问题 的 含义 所 关心 的 场 的 区 域 或 介质 的 运动 区 域 很 远 
的 其 他 物体 的 作用 和 存在 . 

因此 , 可 以 在 区 域 9 中 引入 奇 点 , 并 给 定 某 些 函数 在 这 些 奇 点 的 渐 近 行为 ; 这 
些 奇 点 还 可 能 是 因为 存在 某 些 外 部 作用 而 出 现 的 , 并 且 在 运动 方程 中 并 未 考虑 这 些 
外 部 作用 . 
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初始 条 件 “在 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 理论 中 , 柯 西 问题 具有 重大 意义 . 例如 , 二 阶 


常 微分 方程 
-f(s 站 汉 ) (1.1) 

的 柯 西 问题 表述 如 下 : 求 出 方程 (1.1) 的 解 zt 使 它 在 t 二 如 时 满足 条 件 
Wo =so， (里 ) ，- 弘 (12) 


式 中 to zo 和 4 是 给 定 的 数 . 由 微分 方程 理论 可 知 , 柯 西 问题 在 许多 重要 情况 下 具 
有 唯一 的 解 .附加 条 件 (1.2) 称 为 初始 条 件 或 柯 西 条 件 
用 类 似 的 方式 可 以 引入 偏 微分 方程 的 柯 西 问题 ,而 对 于 非 定常 运动 ,可 以 依照 广 
程 的 形式 给 出 所 求 函数 及 其 某 些 导数 在 t = 如 时 的 表达 式 作为 附加 条 件 . 例如 , 在 
利用 拉 梅 方程 (第 四 音 (2.16)) 求解 弹性 体 动力 学 问题 时 , 需要 给 出 弹性 体 所 有 点 的 
初始 位 移 和 初始 速度 ; 而 在 求解 关于 均匀 不 可 压缩 理想 流体 非 定常 运动 (第 四 章 方 
程 组 (1.6)) 的 问题 时 , 只 要 给 出 速度 在 初始 时 刻 在 整修 区 域 9 内 的 分 布 即 可 ， 
如 果 区 域 9 是 无 界 空间 , 则 初始 条 件 在 许多 情况 下 足以 区 别 一 种 确定 的 解 . 初 
给 条 件 的 数目 和 形式 依赖 于 方程 组 的 阶 数 .不 过 , 柯 西 条 件 的 表述 问题 以 及 解 的 存 
在 性 和 唯一 性 问题 需要 在 每 一 种 具体 情况 下 专门 解决 
边界 条 件 ， 如 果 有 界 的 或 无 界 的 区 域 2 具有 边界 5, 则 除了 初始 条 件 , 还 必须 提出 
并 使 用 边界 上 的 一 些 专门 条件 才能 得 到 确定 的 解 .这 些 条 件 称 为 边界 条 
件 . 边界 条 件 可 能 具有 各 种 各 样 的 形式 , 它们 是 根据 一 些 额外 的 物理 思考 提出 的 . 下 
面 列 出 边界 条 件 的 某 些 典型 的 和 重要 的 实例 
。 ，，，， 我 们 假设 所 有 边界 面 $ 或 它 的 任何 一 部 分 5 都 是 已 知 的 
的 于 届 交 变相 边界 按照 定义 , 当 从 介质 一 侧 向 边界 面 S, 僻 近 时 ,介质 与 它 的 边 
界 5, 有 一 个 接触 面 , 所 以 介质 物质 点 在 S, 上 的 位 移 和 边界 
面 9 本 身 的 位 移 应 当 通过 接触 面 保持 的 条 件 关联 起 来 当 介质 的 物质 点 不 沿边 界 
面 $1 的 切 平面 清 移 时 , 介质 物质 点 的 位 移 矢量 ws 将 等 于 边界 面 上 的 点 的 位 
移 矢量 Wboundary* 
例如 , 当 弹 性 体 固定 于 一 种 给 定 类 型 的 支架 时 , 当 外 部 物体 进入 可 变形 “固体 ， 
时 ,或 者 当 苛 性 流体 绕 给 定形 状 的 固体 流动 时 ， 以 及 在 许多 其 他 情况 下 , 都 能 够 应 用 
上 述 条 件 
显然, 这 时 在 边界 面 Ss 上 成 立 条 件 


Wmedium 二 Wboundary; Vmedium = Vboundary: (1.3) 

如 果 边 界 51 的 运动 是 给 定 的 , 则 在 沿 51 没有 滑 移 时 , 在 此 边界 上 成 立 条 件 (1.3), 其 

中 位 移 矢量 wonanry(61， 如 可， 和 这 度 矢量 visonanry = (mer 】 是 拉 格 
Ei 
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朗 日 坐标 上 &2, &3, t 的 已 知 函数 . 在 可 变形 “固体 ”力学 中 经 常 出 现 这 类 条 件 . 在 
符 性 流体 运动 理论 中 也 采用 条 件 (1.3), 它 被 称 为 无 滑 移 条 件 . 

位 移 条 件 主要 用 于 弹性 力学 , 因为 应 变 张 量 和 应 力 张 量 可 由 位 移 计算 . 而 在 流体 
运动 理论 中 , 流体 微 元 的 位 移 并 不 直接 包含 在 运动 方程 中 , 其 中 包含 的 是 速度 分 量 ， 
所 以 速度 的 边界 条 件 (1.3) 主要 用 于 流体 力学 . 

显然 , 当 运 动 连续 时 , 如 果 位 移 条 件 成 立 , 则 速度 条 件 (1.3) 自动 成 立 . 

如 果 边 界 51 从 某 个 初始 位 置 移动 到 给 定位 置 , 则 wsasry(&1, &2, &3, 四 天 0 
如 果 最 初 发 生 移动 的 边界 5S， 此 后 保持 静止 , 则 速度 wboundary 在 51 移动 之 后 等 
于 零 . 

位 移 或 速度 的 每 个 矢量 条 件 (1.3) 都 等 价 于 3 个 标量 等 式 . 

初始 条 件 和 边界 条 件 的 数目 取决 于 方程 的 阶 数 , 所 以 边界 条 件 及 其 数目 对 不 同 


模型 是 不 同 的 
例如 , 理想 流体 的 动力 学 运动 方程 是 欧 拉 方程, 其 中 速度 分 量 

理想 流体 绕 流 条 件 ”对 坐标 的 偏 导数 只 有 一 阶 的, 而 莎 性 流体 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 广 
程 含有 速度 分 量 对 坐标 的 二 阶 偏 导数 . 对 于 这 两 种 情况 , 考虑 速度 边界 条 件 (1.3) 是 
自然 的 和 方便 的 . 

然而 , 3 个 无 滑 移 条 件 (1.3) 对 理想 流体 来 说 是 太 强 的 条 件 . 在 壁面 完全 无 滑 移 
的 条 件 下 , 欧 拉 方程 的 解 是 不 存在 的 , 所 以 必须 允许 理想 流体 微 元 能 够 在 与 外 部 轿 
体 或 可 变形 体 接触 的 边界 上 发 生 滑 移 

对 于 理想 流体 , S 上 的 条 件 (1.3) 减弱 为 一 个 标量 的 绕 流 条 件 


在 D1 上 Vn fluid = Vn boundary’ (1.4) 
式 中 wauid 和 wboundary 分 别 是 流体 微 元 和 边界 面 的 速度 在 Si 上 的 法 向 分 量 . 条 
件 (1.4) 表示 流体 同 给 定 边界 面 51 保持 接触 , 所 以 流体 既 不 能 通过 边界 面 5 流入 
物体 内 部 , 也 不 能 离开 边界 面 51. 
在 理想 流体 与 某 些 物体 的 边界 面 5S; 上 通常 成 立 不 等 式 
Vr fluid # Vrbody， (1.5) 
式 中 的 角 标 r 表示 速度 在 边界 面 S$ 上 的 切 向 分 量 . 根据 不 等 式 (1.5), 理想 流体 在 
运动 方式 给 定 的 边界 面 S$, 上 是 有 滑 移 的 . 
如 果 理 想 流体 的 运动 是 有 势 的 , v = grad w, 则 条 件 (1.4) 可 以 写 为 以 下 形式 : 
在 Ss1 上 Vnfluid 一 3 = Vn boundary* 
因此 , 根据 绕 流 条 件 , 在 边界 S; 上 可 以 给 出 势 函数 y 的 法 向 导数 的 值 . 如 果 边 界 51 
静止 , 则 条 件 (1.4) 的 形式 为 


在 Si1 上 2wnauida=0 
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在 Si 上 2 三 

在 给 定 的 边界 上 , 除了 条 件 (1.3) 或 (1.4), 对 不 同 模型 还 可 以 提出 许多 其 他 条 
件 . 例如 , 在 5; 上 可 以 给 出 温度 或 热流 .如果 封 闭 方程 组 中 的 方程 包含 电磁 场 特征 
量 , 就 可 以 在 5; 上 给 出 诸如 矢量 B, 百 和 j 的 条 件 . 

边界 条 件 的 表述 应 当 以 一 般 的 间断 面条 件 为 基础 , 这 些 条 件 将 在 后 面 几 节 中 进 
行 讨论 . 不 过 , 我 们 在 这 里 先 详细 地 研究 一 些 适用 面 很 广 的 、 可 以 通过 间断 面条 件 表 
述 的 边界 条 件 . 
自由 面条 件 ， 在 许多 问题 中 , 连续 介质 连续 运动 区 域 的 边界 5 或 它 的 某 一 部 分 5。 

因为 事先 未 知 而 应 当 在 解决 问题 时 求 出 . 在 未 知 边界 5。 上 通常 给 出 

外 部 载荷 . 在 弹性 力学 和 其 他 一 些 理论 中 , 在 边界 面 5。 上 可 能 已 知 面 力 密度 


Pn = Pnnni +t pnrT = f(M, t), (1.6) 


式 中 M 是 边界 面 5。 上 的 点 . 条 件 (1.6) 给 出 3S? 上 的 3 个 关系 式 , 这 类 边界 条 件 
在 各 种 机 器 零件 的 实际 工程 计算 中 非常 典型 . 在 研究 弹性 波 或 地 震波 传播 的 问题 时 ， 
可 以 考虑 被 称 为 自由 面 的 曲面 . 在 自由 面 上 的 应 力 能 够 简单 地 归结 为 沿 法 线 n 作用 
在 该 曲面 上 的 大 气压 , 于 是 得 到 条 件 


Pnn 三 Po Pnr = 0， (1.7) 


式 中 po 为 大 气压 的 值 
形 如 (1.6) 或 (1.7) 的 边界 条 件 也 出 现在 黏 性 流体 的 运动 问题 中 , 这 时 流体 的 自 
由 面 是 它 与 另外 一 种 黏 性 流体 或 理想 流体 的 接触 面 , 而 后 者 的 所 有 运动 特征 量 可 以 
认为 是 已 知 的 . 
在 理想 流体 的 运动 问题 中 也 经 常 考虑 自由 面 ， 按 照 定义 理 
理 各 流体 中 的 自由 面 。 想 流体 条件 总 是 表示 ps .7 = 0, 所 以 条 件 (1.7) 对 于 理想 流 
体 中 的 自由 面 归结 为 1 个 等 式 


p= Po; 


式 中 po 为 外 部 介质 中 的 给 定 压强 值 . 例如 , 虽然 水 面 的 扰动 事先 是 未 知 的 , 但 水 面 
上 的 压强 值 可 以 取 为 大 气压 . 在 实际 应 用 中 还 有 这 样 的 情况 , 这 时 自由 面 上 给 定 的 压 
强 不 等 于 大 气压 , 例如 , 若 封闭 容器 内 盛 有 部 分 液体 , 则 液体 自由 面 上 的 压强 po 可 
能 是 任意 的 . 

要 想 通 过 待 求 的 速度 分 量 或 位 移 分 量 确定 边界 5。 的 运动 和 形状 , 还 需要 使 用 
形 如 (1.3) 的 等 式 . 这 时 应 当 注 意 , 等 式 (1.3) 只 是 把 速度 沿 自由 面 52 的 法 向 分 量 联 
系 起 来 , 因为 自由 面 的 速度 通常 定义 为 自由 面 沿 其 法 线 移动 的 速度 . 
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在 一 般 情 况 下 需要 求解 具有 混合 边界 条 件 的 问题 , 这 时 运动 介质 所 占 区 域 的 部 
分 边界 是 给 定 的 外 部 静止 壁面 或 由 固定 条 件 给 出 的 壁面 部 分 边界 是 自由 面 此 外 ， 
还 可 能 有 部 分 边界 具有 其 他 形式 的 边界 条 件 , 这 时 仅仅 给 出 部 分 边界 , 或 者 所 给 边界 
具有 更 复杂 的 边界 条 件 , 它们 是 待 求 函数 之 间 的 某 些 线性 的 或 非 线性 的 、 普 通 的 或 
微分 形式 的 关系 式 . 我 们 将 在 下 面 几 节 和 本 书 第 二 卷 中 了 解 某 些 复杂 的 边界 条 件 . 

我 们 在 此 仅仅 指出 把 边界 条 件 用 某 些 形式 表述 出 来 的 必要 性 并 阐明 其 意义 , 后 
面 将 在 流体 力学 、 弹 性 力学 和 塑性 力学 中 研究 一 些 具体 问题 的 表述 和 它们 的 解 ( 见 
第 二 卷 ). 
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在 欧 拉 观点 下 , 求解 用 来 描述 运动 和 其 他 物理 过 程 的 方程 的 数学 问题 归结 为 寻 
找 z1, z2, za,t 这 4 个 变量 的 未 知 函 数 , 例如 速度 、 压 强 、 温度 、 密 度 、 电 场 强度 和 
磁场 强度 等 . 为 了 解决 这 个 在 许多 情况 下 非常 困难 的 数学 问题 , 需要 引入 一 些 与 具 
体 物 理 问 题 的 提 法 有 关 的 附加 假设 , 以 便 在 允许 的 范围 内 简化 其 数学 提 法 . 

独立 自 变 量 的 数目 较 大 (这 时 是 4 个 ) 使 问题 变 得 非常 复杂 . 在 许多 问题 中 , 保 
障 成 功 解决 问题 的 重要 简化 假设 关系 到 如 何 减少 独立 自 变量 的 数目 , 或 者 关系 到 这 
样 的 假设 : 待 求 函数 对 某 些 变量 有 完全 确定 的 依赖 关系 , 并 且 这 些 变量 取 自 专门 选 
取出 来 的 具有 个 别 形式 的 相应 坐标 系 . 
定常 运动 显然 , 尽管 不 是 永远 如 此 , 但 是 在 某 些 实际 允许 的 情况 下 , 所 研究 的 那些 
运动 和 许多 过 程 在 相应 坐标 系 中 可 以 认为 是 定常 的 . 在 使 用 欧 拉 观 点 时 ， 
这 使 得 独立 变量 的 数目 减少 1 个 , 因为 时 间 t+ 可 以 被 去 掉 . 定常 运动 不 需要 对 时 间 
t 的 初始 条 件 , 因为 在 定常 运动 的 所 有 方程 中 都 没有 对 时 间 的 偏 导 数 , 而 这 通常 给 数 
学 问题 的 求解 带 来 简化 . 
平面 运动 如 果 能 够 选取 这 样 的 笛 卡 儿 坐 标 系 zx, y, z, 使 得 所 有 连续 介质 微 元 的 速 
度 都 平行 于 平面 (x, y), 并 且 运 动 和 状态 的 所 有 特征 量 都 是 z, y 这 两 个 
坐标 的 函数 (还 可 能 是 时 间 t 的 函数 ), 则 连续 介质 的 这 种 运动 称 为 平面 运动 . 这 时 ， 
介质 微 元 的 运动 和 状态 不 依赖 于 坐标 >, 介质 平行 于 平面 (z, y) 运动 , 并 且 在 所 有 平 
行 于 平面 (x, y) 的 平面 中 的 运动 都 是 相同 的 . 

平面 运动 假设 仅 在 个 别 问题 中 才 是 可 以 接受 的 , 例如 , 关于 无 穷 长 柱状 辟 型 在 
流体 中 沿 垂直 于 母线 的 方向 运动 的 空气 动力 学 问题 , 关于 流体 表面 重力 波 的 某 些 问 
题 , 等 等 . 在 许多 弹性 力学 问题 中 可 以 采用 平面 运动 假设 . 例如 , 在 研究 一 根 长 的 柱 
状 梁 在 外 载荷 作用 下 的 平衡 问题 时 , 如 果 梁 的 横 截 面 受到 在 其 平面 上 任意 分 布 且 静 
力学 合力 为 零 的 外 载荷 的 作用 ,并 有 该 载荷 不 依赖 于 纵向 坐标 ,而 固定 条 件 又 不 多 
许 有 纵向 位 移 , 我 们 就 可 以 采用 平面 运动 假设 . 

平面 运动 有 效 解法 的 数学 理论 得 到 了 深入 的 发 展 . 即使 待 求 场 的 平面 假设 在 整 
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体 上 不 成 立 , 求解 平面 运动 的 数学 理论 也 是 许多 近似 方法 的 基础 . 
不 可 压缩 流体 的 平面 不 可 压缩 流体 的 平面 运动 理论 之 所 以 取得 了 巨大 的 成 功 , 是 


有 势 运动 因为 有 势 运动 中 的 速度 势 p(z, y, t) 是 调和 函数 : 
D2p Ba 
Br7 + By 一 0. (2.1) 
对 于 调和 函数 p(x, y, 轨 , 可 以 按照 柯 西 一 黎 曼 方 程 
ov ap OV 6p 
Dr oy’ Oy Br (2.2) 
定义 共 思 调 和 函数 y(z, y, ), 即 
dy(z, y, t) = - 宁 dz 十 Ch dy. (2.3) 


Oz 


方程 (2.1) 确保 了 (2.3) 的 可 积 条 件 . 函数 w(z, y, t) 称 为 流 函数 , 因为 按照 (2.3) 和 
流 线 方程 , 沿 任何 一 条 流 线 都 有 w= const. 
众所周知 , 根据 柯 西 一 黎 曼 方程 (2.2) 可 以 引入 复 变量 z = z +iy 的 解析 函数 


Ww(Z, t) = 9(z, y; t) +iv(z, 2/， ), 


式 中 i= V=I. 复 变量 z 的 函数 w 称 为 复 势 D . 因此 , 求 速度 势 p(z, y) 的 问题 可 以 
归结 为 求 复 势 的 问题 
为 了 解决 这 个 问题 , 可 以 采用 一 个 强大 的 工具 一 一 复 变 函数 论 方法 ， 用 这 种 方 
法 可 以 解决 许多 难题 , 并 进一步 深入 发 展 不 可 压缩 流体 的 平面 有 势 运 动 理论 . 
对 于 定常 的 平面 运动 , 只 剩 下 1 个 独立 的 自 变量 一 — 复 变量 * = z +iy. 这 是 整 
个 理论 的 一 个 非常 强 的 附加 假设 . 
在 弹性 力学 中 也 发 展 出 了 基于 复 变 函数 论 方法 求解 平面 问题 的 一 些 类 似 方法 ， 
其 形式 更 复杂 一 些 ( 见 第 二 卷 第 十 一 章 ). 
针对 称 运动 ”具有 轴 对 称 性 的 问题 是 一 类 重要 问题 . 在 轴 对 称 问题 中 假设 可 以 选取 
圆柱 坐标 系 , 使 得 待 求 函数 的 自 变量 仅 为 +, z 和 而 极 角 坐 标 ”是 
无 关 紧 要 的 . 给 出 解 的 所 有 方程 和 公式 在 绕 z 轴 旋 转 任意 角度 后 保持 不 变 . 
例如 , 许多 旋转 体 的 强度 问题 , 诸如 关于 管道 、 容 器 和 专用 外 壳 等 的 问题 , 或 者 
关于 旋转 体 在 流体 中 沿 对 称 轴 平 动 或 绕 对 称 轴 转 动 的 问题 , 以 及 其 他 许多 问题 , 就 是 
在 连续 介质 轴 对 称 运动 理论 的 范围 内 进行 研究 的 . 
平面 运动 和 轴 对 称 运动 是 只 有 2 个 几何 坐标 起 重要 作用 的 实例 . 
_ 纵 非 定常 运动 只 有 ! 个 几何 坐标 7 起 重要 作用 的 运动 或 过 程 称 为 一 维 运动 或 
“” 一 维 过 程 . 当时 间 t 也 重要 时 , 上 面 的 术语 中 就 要 再 加 上 “ 非 定 
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常 ”一 词 . 可 以 证 明了 , 位 移 方向 垂直 于 坐标 面 7 = const 的 一 维 非 定常 流动 只 可 能 
有 以 下 3 种 情况 
平面 波 运动 (1) 平面 波 运动 . 这 时 可 以 选取 一 个 饭 卡 儿 坐 标 系 , 使 得 重要 的 独立 自 
”变量 仅 为 坐标 > (后 面 可 能 使 用 记号 z = 7) 和 时 间 t. 在 这 种 运动 中 ， 
所 有 运动 特征 量 在 平面 zx = const ( 波 的 相 平面 ) 上 都 相同 , 即 待 求 的 运动 和 过 程 特 
征 量 对 y 和 z 的 所 有 导数 都 等 于 夫 . 
柱 面 波 运动 (2) 柱 面 波 运动 . 这 时 可 以 选取 一 个 圆柱 坐标 系 , 使 得 重要 的 独立 自 变 
量 仅 为 到 对 称 轴 的 距离 + 和 时 间 t. 在 这 种 运动 中 , 所 有 运动 特征 量 在 
柱 面 > = const ( 波 的 相 曲 面 ) 上 都 相同 , 即 待 求 量 对 > 和 极 角 w 的 所 有 导数 都 为 零 . 
球面 波 运动 (3) 球面 波 运动 . 这 时 可 以 选取 一 个 圆 球 坐标 系 , 使 得 重要 的 独立 自 变 
量 仅 为 到 对 称 中 心 的 距离 x 和 时 间 t. 在 这 种 运动 中 , 所 有 运动 特征 量 
在 球面 > = const ( 波 的 相 曲 面 ) 上 都 相同 , 即 待 求 量 对 极 角 9 和 经 度 和 的 所 有 导数 
都 等 于 零 . 

许多 重要 的 理论 和 应 用 问题 是 在 一 维 运动 的 范围 内 进行 研究 的 , 例如 光波 和 声 
波 传播 理论 , 爆炸 波 理论 和 爆 凌 理论 . 

这 样 , 上 述 简 化 可 以 减少 1 个 、2 个 甚至 3 个 独立 的 自 变 量 (在 一 维 定常 运动 中 
只 有 1 个 自 变 量 r 是 重要 的 , 而 在 零 维 非 定常 运动 中 只 有 1 个 自 变量 t 是 重要 的 ). 
自 相似 运动 在 一 些 解 中 , 只 有 独立 自 变 量 的 某 些 组 合 是 重要 的 , 而 这 就 相当 于 减 
少 了 待 求 函数 自 变量 的 数目 . 这 样 的 解 具有 重要 意义 , 例如 自 相 似 运 
动 . 在 自 相似 运动 中 , 可 以 只 引入 3 个 重要 的 独立 自 变量 

TI YY Zz 
to’ ta’ 如， 
式 中 a 为 某 个 常数 . . 
在 一 维 非 定 常 自 相 似 运动 中 , 可 以 引入 仅仅 1 个 自 变 量 
rT 
”要 
来 代替 ~ 和 + 这 2 个 变量 . 显然 , 对 > 和 +t 的 偏 微分 方程 这 时 变换 为 常 微分 方程 , 其 
中 只 有 1 个 独立 的 自 变量 入 . 

我 们 将 在 后 面 看 到 , 利用 量 纲 分 析 可 以 从 问题 的 提 法 出 发 直接 证 明 待 求 函数 具 
有 自 相似 性 . 为 此 甚至 不 需要 写 出 运动 方程 和 边界 条 件 , 只 要 知道 这 些 方程 和 边界 
条 件 所 包含 的 参量 和 特征 量 即 可 . 如 果 采 用 这 种 方法 , 在 某 些 情况 下 可 以 预先 概括 
现象 并 使 用 上 述 简化 提出 问题 , 例如 , 可 以 把 待 求 的 解 表示 为 自 相 似 解 . 自 相似 性 是 
一 个 解 的 很 有 价值 的 性 质 ， 因为 单 从 偏 微 分 方程 化 为 常 微分 方程 的 理论 来 说 ， 这 已 
经 是 巨大 的 成 就 , 它 使 问题 的 数值 解 能 够 用 一 些 更 简单 的 方法 得 出 . 

1) 参见 : Lipshcitz. Z.reine angew. Math. 1887, 100: 89. 还 参见 : JIio6umos I.A. 0O BO3MOKHEIX 


BHAAX OHOMePHEPIX HEyCTAHOBMBNIIMXCA NBMKEHMW BH3KOTO ra3a. TeopeTHyeckaa rmaApOoMexa- 
HUKa: C6opHuK CTaTe 区 No. 19, Bpin. 7. MockBa: O6opoHrws，1956. C. 132.. 
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8$3. 连续 介质 力学 方程 和 问题 的 线性 化 


连续 介质 力学 问题 的 ”连续 介质 力学 的 基本 方程 一 般 是 非 线性 方程 . 连续 介质 力学 
非 线性 性 质 问题 之 所 以 是 非 线 性 的 , 是 因为 待 求 函数 一 般 以 非 线性 的 方 

式 出 现在 方程 和 边界 条 件 中 . 例如 , 在 欧 拉 方 程 中 含有 乘积 
vi (在 加 速度 的 表达 式 中 ), 而 在 可 压缩 介质 的 运动 中 , 上 述 方程 在 密度 和 压强 变 


化 较 大 时 还 含有 非 线性 项 了 
麦克 斯 韦 方 程 对 真空 中 的 场 是 线性 的 ; 当 电磁 场 与 介质 发 生 相互 作用 时 ， 非 线 
性 会 因为 考虑 复杂 情况 下 的 欧姆 定律 、 极 化 定律 和 磁化 定律 而 出 现 . 
基本 方程 的 非 线性 还 关系 到 许多 特殊 的 物理 效应 , 这 些 效应 一 般 具有 重大 的 应 
用 价值 非 线性 给 所 关心 的 问题 的 数学 研究 方法 和 解决 带 来 极 大 的 困难 
在 某 些 连续 介质 力学 问题 中 , 所 研究 的 运动 和 过 程 是 某 些 平 
币 衡 状态 或 基本 运动 衡 状态 或 基本 运动 的 小 扰动 例如 , 弹性 休 (各 种 机 器 和 结构 
的 零件 ) 中 的 变形 经 常 很 小 ,应变 张 量 的 分 量 在 储 卡 儿 举 村 
系 中 是 无 量 纲 的 数 , 其 量 级 不 到 百 分 之 一 . 因此 , 无穷 小 变形 的 线性 理论 得 到 了 大 范 
围 的 推广 在 线性 理论 中 , 小 量 的 乘积 均 被 名 略 ; 


在 液体 表面 重力 波 理论 中 经 常 研究 小 振幅 水 
波 运动 , 这 时 自由 面 与 静止 时 的 水 平面 相差 很 小 ， 
一 一 二 一。 物质 点 的 绝对 速度 和 相应 位 移 值 也 很 小 
SS 在 空气 动力 学 中 经 常 研究 各 种 各 样 的 细 长 体 
er ( 菏 辟 、 导 弹 等 ) 在 空气 中 沿 其 基本 尺度 方向 的 运 
; 了 一动 ( 图 43), 当 飞 行 速度 与 细 长 体 表面 的 夹 角 很 小 
时 , 这 种 运动 在 空气 主体 中 引起 的 扰动 速度 也 很 
ee 小 , 扰动 速度 正比 于 飞行 速度 与 上 述 夹 角 的 乘积 . 
0 还 可 以 列 出 许多 类 似 的 例子 ， 一 般 而 言 , 关 
于 位 移 、 速度 、 密度 、 压强 、 温度 、 电 磁场 特征 量 等 待 求 函数 的 扰动 值 很 小 的 上 述 结 
论 并 不 严格 , 在 流动 区 域 中 个 别 小 的 部 位 甚至 是 错误 的 . 不 过 , 在 对 应 用 重要 的 主要 
流动 区 域 中 , 这 些 假设 在 许多 情况 下 被 证 明 是 正确 的 . 
当然 , 也 存在 一 些 重要 的 情况 , 这 时 假设 待 求 函数 很 小 是 完全 不 能 接受 的 , 必须 
考虑 极为 重要 的 非 线性 效应 . 
i 如 果 假 设 待 求 函数 很 小 是 可 以 接受 的 , 在 连续 介质 力学 问题 的 提 法 
中 就 能 够 进行 线性 化 , 从 而 带 来 以 下 重要 简化 . 
i 因为 只 保留 待 求 函数 的 一 阶 小 量 , 所 以 所 有 的 方程 , 包括 动力 学 
| 方程 、 诸 如 状态 方程 的 附加 关系 式 以 及 表示 初始 条 件 和 边界 条 件 的 
关系 式 等 , 都 在 忽略 高 于 一 阶 的 小 量 之 后 写 为 线性 方程 的 形式 . 
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yr 


(a) 
图 44， 边 界 条 件 的 线性 化 . (a) 受 分 布 力作 用 的 底部 固定 的 弹性 柱 . (b) 小 振幅 波 理论 


边界 条 件 的 线性 化 (2) 假设 区 域 9 的 边界 5 相对 于 未 变形 区 域 % 的 边界 So 只 
有 很 小 的 变形 , 于 是 变形 后 的 边界 5 上 的 条 件 可 以 沿 56 的 法 

线 方向 转换 为 未 变形 边界 5o 上 的 条 件 . 

因此 , 待 求 函数 就 是 已 知 区 域 2 中 的 线性 方程 组 的 解 , 其 边界 条 件 也 是 已 知 边 
界面 So 上 的 线性 条 件 . 在 扰动 的 一 阶 近似 边 值 问题 的 解 求 出 之 后 , 按照 所 得 函数 就 
可 以 确定 发 生变 形 的 边界 5. 

例如 , 要 想 求 出 弹性 体 物质 点 的 位 移 对 坐标 的 函数 ， 就 要 求解 未 变形 状态 所 对 
应 的 区 域 中 的 线性 方程 , 其 边界 条 件 是 未 变形 边界 上 的 线性 条 件 ; 在 求 出 位 移 之 后 
即 可 计算 出 小 应 变 , 进而 在 一 阶 近似 下 确定 发 生变 形 的 边界 的 形状 . 作为 一 个 个 别 的 
例子 , 考虑 底部 固定 的 弹性 柱 在 分 布 力作 用 下 的 小 变形 问题 , 此 时 边界 条 件 可 以 通 
过 弹性 柱 的 未 变形 边界 面 So 写 出 (图 44(a)). 

在 小 振幅 液体 表面 重力 波 理论 中 , 自由 面 9 上 的 条 件 (压强 不 变 条 件 ) 可 以 转 
换 为 液体 静止 时 的 水 平 液 面 5。 上 的 条 件 (图 44(b)). 在 求 出 线性 化 的 速度 场 后 , 按 
照 速度 在 水 平面 5o 上 的 值 可 以 计算 出 自由 面 上 的 点 的 位 移 , 从 而 精确 到 到 一 阶 小 
量 求 出 波动 自由 面 的 形状 . 

在 线性 空气 动力 学 中 , 扰动 气流 所 占据 的 复杂 区 域 9 的 边界 是 薄 咽 表面 , 此 边 
界 可 以 替换 为 假设 与 薄 姻 形状 接近 的 一 块 平板 的 外 表面 , 而 薄 翼 表面 的 绕 流 边 界 条 
件 在 只 保留 一 阶 小 量 的 条 件 下 可 以 转移 到 平板 的 不 同 侧 面 上 . 此 后 即 可 研究 流体 在 
无 界 空间 中 的 运动 , 平板 边界 则 表示 为 压强 和 速度 的 间断 面 . 压强 间断 与 薄 翼 作用 
于 流体 的 外 面 力 平衡 , 该 面 力 在 近似 表述 中 是 平板 对 流体 的 作用 力 . 因此 , 注 翼 对 应 
着 间断 面 ; 在 研究 具有 速度 间断 面 的 无 界 流体 的 运动 时 , 必须 引入 外 面 力 . 

在 问题 的 精确 的 非 线性 提 法 中 , 也 可 以 通过 引入 间断 面 和 作用 于 翼 型 表面 的 外 
面 力 的 方法 将 楼 型 内 部 替换 为 流体 . 

线性 提 法 是 弹性 力学 小 变形 理论 的 基础 , 该 理论 为 工程 问题 中 的 大 量 计算 方法 
莫 定 了 基础 . 和 

在 空气 动力 学 中 , 除了 线性 理论 , 非 线 性 理论 也 得 到 了 广泛 的 发 展 , 因为 气流 中 
的 扰动 在 许多 情况 下 不 能 认为 是 小 量 . 

液体 表面 重力 波 理论 、 许多 电动 力学 问题 以 及 其 他 一 些 物 理学 领域 是 在 问题 的 
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线性 提 法 范围 内 发 展 起 来 的 . 对 于 有 限 振幅 的 液体 表面 重力 波 , 在 待 求 的 自由 面 上 
应 当成 立 非 线性 边界 条 件 , 所 以 在 这 种 复杂 的 数学 理论 中 仅 有 不 多 的 问题 被 研究 过 . 
ee 线性 微分 方程 具有 一 个 极 好 的 性 质 : 解 具 有 可 加 性 , 即 若干 个 特 解 之 
| 和 也 是 方程 的 解 . 显然 , 非 线性 方程 的 特 解 之 和 不 是 方程 的 解 . 如 果 把 
特 解 组 成 有 限 和 、 级 数 或 积分 , 就 可 以 构造 出 线性 连续 介质 力学 方程 的 解 , 其 中 含有 
' 一 些 任意 的 函数 和 常数 ; 适当 选取 这 些 函数 和 常数 , 即 可 满足 所 提问 题 中 的 初始 条 
件 和 其 他 一 些 条 件 . 下 面 用 实例 来 说 明 这 种 方法 . 
蛙 波 车 在 线性 方程 组 中 含有 待 求 函数 对 时 间 t 的 偏 导 数 , 并 且 其 系数 不 依赖 于 t 
“” 则 以 下 形式 的 特 解 具有 重要 价值 


F = Real [g(z, y, z, w)e' ®t], (3.1) 


式 中 i= V-1， 常 数 w = wi +iws 一 般 是 复数 ,下 是 待 求 函数 . 公式 (3.1) 给 出 了 
函数 F 的 值 对 时 间 的 依赖 关系 , 复 函 数 g(z,，y，z, w) 表征 振幅 和 相位 对 空间 点 的 
分 布 . 

这 些 函 数 与 “频率 ”w 有 关 . 曲面 arg(g) = const 称 为 相 曲 面 . |g| = 0 的 曲面 称 
为 波 节 , |g| 取 极 大 值 的 曲面 称 为 波 腹 . 振动 (3.1) 称 为 驻 波 . 对 于 驻 波 振动 , 通常 认 
为 在 区 域 2 中 有 波 节 . 

在 应 用 中 通常 研究 相位 在 空间 中 的 所 有 点 都 相同 的 驻 波 振动 . 

在 某 些 情况 下 , 例如 在 边界 5S 的 一 些 点 被 固定 时 , 边界 条 件 归结 为 要 求 边界 等 
同 于 波 节 ; 在 其 他 一 些 情 况 下 , 自由 面条 件 可 能 归结 为 要 求 边 界 各 部 分 等 同 于 波 腹 . 
一 般 而 言 , 边界 条 件 对 频率 w 的 可 能 取 值 是 有 限制 的 . 如 果 w = wi 是 实数 , 则 待 求 
函数 对 时 间 的 依赖 关系 (3.1) 是 不 同 振幅 的 简 谐 振动 , 其 相位 对 不 同 点 和 不 同 值 一 
般 会 发 生 移动 . 当 等 式 (3.1) 成 立时 , 问题 化 为 求解 函数 g(z，W，z，w) 和 频率 w. 在 
wa < 0 时 振幅 增长 , 在 w > 0 时 振幅 衰减 . 

对 于 线性 方程 , 利用 傅 里 叶 方法 可 以 构造 出 更 一 般 的 通 解 , 它们 是 由 形 如 (3.1) 
的 驻 波 振动 登 加 起 来 组 成 的 , 其 中 的 w 各 不 相同 , 并 且 w 在 一 些 问题 中 取 某 些 离散 
值 , 而 在 另 一 些 问题 中 组 成 连续 的 集合 . 

行 波 线性 方程 的 另 一 类 特 解 是 不 衰减 的 行 波 , 其 形式 如 下 : 


F(z, y, z, k, w, t) = Real [g(z, y, 2, w)eitke] ， (3.2) 


式 中 大 和 w 是 实 常数 ,g 是 某 个 复 函数 . 在 一 般 情况 下 允许 w 和 大 在 某 一 范围 内 取 
值 , 并 且 量 上 能 够 通过 w 求 出 . 解 (3.2) 对 应 着 待 求 函数 对 坐标 zx 和 时 间 t 的 周期 
分 布 一 一 具有 各 种 相位 的 正弦 波 . 
函数 F 的 固定 值 以 速度 a = w/k 沿 zx 轴 传 播 , 这 就 是 行 波 , 在 所 给 情况 下 是 正 
弦 波 , 而 量 a 称 为 波 速 . 
如 果 量 对 不 同 w 和 有 是 不 同 的 , 即 a(k) 关 const, 波 就 会 发 生 色散 : 不 同 波长 
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的 波 以 不 同 波 速 传播 . 
对 于 沿 矢 量 x = xi + x2j + xsk 的 方向 传播 的 平面 正弦 行 波 , 成 立 公式 


F= Real [Aei 人 | 


式 中 4 是 常数 , r 是 径 矢 . 此 时 , 波 速 由 公式 a = w/|x| 确定 . 
在 一 般 情况 下 , 相 曲 面 是 平面 的 非 正 弦 行 波 解 具 有 以 下 形式 : 


F=f(x:r— wt). 


如 果 x 和 分别 是 常 矢量 和 常数 则 平面 波 沿 矢量 x 的 方向 像 刚体 一 样 传播 如 果 
x 和 是 物质 微 元 状态 的 函数 , 则 不 同 状态 以 不 同 速度 传播 , 所 以 在 对 坐标 的 关 
系 图 中 , 波 的 形状 会 发 生变 化 
在 某 些 个 别 情况 下 , 可 以 利用 专门 选取 的 新 的 变量 在 不 作 任 
福 电 特殊 变量 进行 线 何 近似 的 条 件 下 把 非 线性 方程 变换 为 线性 方程. 这 类 线性 化 
方法 出 现 于 气体 的 定常 正 压 平面 有 势 运动 理论 


84. 强 间断 面条 件 


连续 介质 力学 中 的 间 ”到 目前 为 止 , 在 引入 基本 概念 和 建立 连续 介质 模型 的 相关 方 
断面 程 组 时 一 直 假 设 , 我 们 给 出 的 和 需要 求 出 的 函数 在 介质 所 占 
. 区 域 9 中 应 成 立 相应 方程 的 那些 点 是 连续 的 , 并 且 具 有 所 需 

阶 数 的 连续 导数 . 这 个 假设 是 一 个 非常 强 的 限制 条 件 , 它 在 许多 重要 的 实际 应 用 中 
是 不 可 接受 的 . 

其 实 , 例如 在 研究 由 理想 液体 和 浸没 在 其 中 的 弹性 体 组 成 的 系统 的 振动 的 时 候 ， 
必须 考虑 运动 的 性 质 和 特征 量 大 不 相同 的 两 种 连续 介质 之 间 的 相互 作用 . 在 这 两 种 
介质 的 分 界面 上 , 诸如 密度 、 速 度 、 位 移 等 状态 和 运动 特征 量 可 能 根本 就 是 坐标 的 
间断 函数 . 

在 研究 液体 和 弹性 体 的 连续 运动 的 这 个 例子 中 , 液体 和 弹性 体 的 分 界面 可 以 视 
为 间断 面 , 并 且 必 须 在 间断 面 上 提出 待 求 函数 的 一 些 专门 的 条 件 ,其 作用 相当 于 一 
般 事先 未 知 的 运动 边界 上 的 边界 条 件 . 我 们 在 本 章 81 中 介绍 了 一 个 类 似 的 简单 条 
件 . 在 一 般 情况 下 , 间断 面 上 的 这 类 条 件 可 能 具有 更 复杂 的 本 质 ; 例如 当 冰 融化 或 水 
结 冰 时 在 冰 与 水 的 相互 作用 面 上 的 条 件 , 或 者 当 火 药 在 空气 中 燃烧 时 在 空气 与 燃烧 
产物 的 相互 作用 面 上 的 条 件 . 

D Puman B. PacmrpocTpaHeHMe BOJH KOHeYHO aMITHTYAEI，Cod，MockBa: TocTrexu3naT, 
1948 (Riemann B. Uber die Fortpflaiizung ebener Luftwellen von endlicher Schwingungsweite. Gesam- 
melte mathematische Weérke. New York: Dover, 1963). Molenbrock P. Archiv Mathem. und Physik， 


Ser. 2, 1890, Vol. 9. Maunmrus C.A. O rasoBHX crTPyAX. Co6p. coy., T, 2. MockBa: TocTex- 
u3naT, 1948. 
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除了 间断 面 两 侧 的 介质 模型 不 同 的 情况 , 还 必须 考虑 密度 、 迷 度 、 压 强 、 炳 等 量 
的 这 样 的 间断 面 , 其 两 侧 的 连续 介质 具有 相同 的 模型 (例如 理想 完全 气体 模型). 

在 理想 完全 气体 动力 学 的 许多 问题 中 和 其 他 许多 情况 下 , 如 果 要 求 待 求 的 解 在 
介质 所 占 区 域 9 中 对 坐标 连续 , 就 会 得 出 问题 无 解 的 结论 . 如 果 不 再 要 求 待 求 的 解 
连续 并 假设 它 是 分 段 光滑 的 , 就 可 以 在 问题 的 相应 提 法 下 保证 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 
并 且 所 得 间断 解 能 够 很 好 地 与 实际 观察 到 的 真实 效应 相对 应 . 

原来 , 间断 面 作为 单独 的 曲面 将 运动 区 域 划 分 为 过 程 连续 的 一 系列 区 域 , 而 间 
断面 两 侧 的 运动 和 状态 特征 量 应 当 满足 某 些 普 适 关 系 式 . 我 们 在 这 里 先 给 出 推导 这 
样 的 关系 式 的 一 些 一 般 方法 , 然后 再 真正 建立 起 这 些 关系 式 . 

下 面 推导 间 上 断面 条 件 的 基础 是 先 假设 间断 面 存在 , 至 于 在 具体 的 解 中 是 否 真 的 
存在 间断 面 , 这 是 一 个 专门 的 问题 , 它 关系 到 所 用 模型 的 性 质 和 所 研究 的 具体 问题 
的 数学 特性 ， | 

为 了 简化 问题 并 得 出 有 效 的 解 在 近似 解法 中 同样 可 以 考虑 间断 解 , 即使 连续 
解 也 是 存在 的 . 

ee 尽管 在 实践 中 经 常 考虑 具有 间断 面 的 连续 介质 运动 , 而 且 这 
de 样 的 方法 和 间断 解 被 证 实 是 富有 成 效 的 , 仍然 普遍 存在 一 种 
和 观点 认为 , 在 连续 介质 力学 的 范围 内 描述 实际 现象 时 可 以 只 

考虑 连续 运动 , 并 且 一 般 也 应 当 只 考虑 连续 运动 . 当 连 续 解 不 
存在 或 从 某 一 时 刻 起 不 再 存在 时 , 为 了 得 到 连续 解 , 必须 使 用 另 一 个 更 复杂 的 模型 
必须 在 运动 方程 中 引入 一 些 附加 项 和 关系 式 , 以 便 考虑 区 域 9 内 部 一 些 薄 层 中 或 区 ， 
域 边界 上 的 耗 散 效应 , 这 些 效 应 是 因为 速度 、 温度 、 密度、 压强 等 的 分 布 具有 极 大 的 
梯度 而 产生 的 . 

例如 , 可 以 举 出 这 样 一 些 实例 , 这 时 在 理想 完全 气体 模型 的 范围 内 对 使 用 欧 拉 
方程 的 问题 提 法 没有 连续 解 , 但 是 在 甜 性 气体 的 范围 内 从 纳 维 一 斯 托 克 斯 运动 方程 
可 以 得 出 连续 解 , 这 个 解 的 运动 和 状态 参量 在 一 些 薄 层 中 有 极 大 变化 . 
间断 的 结构 “复杂 模型 中 的 连续 解 对 应 着 简单 模型 中 的 间断 ， 所 以 对 连续 解 的 研究 

所 。 可 以 用 来 确定 间断 的 结构 . 解 的 存在 性 和 唯一 性 , 以 及 关于 间断 结构 
的 问题 的 实际 解决 方法 , 都 与 复杂 模型 的 引入 方法 有 关 ， 当 待 求 函数 的 数目 很 大 或 
者 描述 过 程 的 非 线性 方程 的 数目 很 大 时 , 关于 间断 结构 的 问题 一 般 是 一 个 困难 的 数 
学 问题 . 

放弃 连续 运动 理论 却 采用 间断 解 理论 的 基础 是 如 下 假设 : 在 所 给 简单 模型 中 得 
出 的 间断 解 , 能够 表示 为 同一 个 问题 在 一 系列 复杂 模型 中 的 连续 解 在 复杂 模型 运动 
方程 中 的 系数 连续 地 趋 于 简化 模型 运动 方程 中 的 系数 时 的 极限 . 例如 , 黏 性 气体 的 纳 
维 一 斯 托 克 斯 方程 在 秋 度 趋 于 零 时 转化 为 理想 气体 的 欧 拉 方 程 . 

相应 解 的 极限 的 存在 性 和 唯一 性 问题 是 一 个 复杂 的 数学 问题 , 因为 实际 通常 不 
能 有 效 地 求 出 一 系列 这 样 的 解 
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复杂 模型 是 由 复杂 的 高 阶 偏 微 分 方程 描述 的 , 并 且 方 程 的 高 阶 导数 项 的 系数 在 
上 述 极限 过 程 中 趋 于 零 . 例如 , 从 共性 流体 方程 到 理想 流体 方程 的 转化 就 是 如 此 . 

为 了 从 具有 间断 解 的 给 定 模 型 转换 到 具有 连续 解 的 复杂 模型 , 可 以 通过 不 同方 
法 引入 复杂 模型 , 可 以 采用 各 种 耗 散 定律 和 非 线性 黏 性 模型 , 等 等 . 由 此 产生 的 问题 
是 : 极限 过 程 是 否 独立 于 辅助 的 复杂 模型 的 引入 方法 呢 ? 
星人-_ 人 四 ”在 一 个 固定 模型 的 范围 内 , 如 果 一 些 特别 的 方程 组 具有 站 于 
提请 本 划 抽 作 大 四 的 “给 定 疝 断 解 的 连续 解 序列 , 则 上 述 问题 的 解决 会 容易 一 些 对 
二 于 某 些 线性 偏 微分 方程 组 可 能 出 现 这 样 的 情况 ， 不 过 , 即使 

方程 组 是 线性 的 , 也 并 非 总 是 如 此 . 这 是 因为 , 即使 连续 运动 
是 可 逆 的 , 具有 间断 的 运动 一 般 也 是 不 可 道 的 , 其 特征 是 机 械 能 的 有 限 的 损耗 
例如 , 对 于 非 线性 的 气体 力学 方程 , 在 绝热 过 程 中 一 般 不 存在 这 样 的 连续 解 序 
列 , 其 极限 趋 于 所 研究 的 绝热 不 可 逆 间 断 解 
还 可 以 用 以 下 方法 得 出 极限 过 程 下 的 间断 运动 和 相应 间断 条 
ed 件 . 如 果 在 一 些 薄 层 中 的 运动 是 连续 的 , 但 是 运动 特征 量 的 变 
的 极限 化 极 大 , 就 可 以 在 所 给 方程 组 中 引入 恰当 的 外 质量 力 、 外 部 
热流 和 其 他 形式 的 外 部 能 量 流 , 并 研究 一 系列 连续 运动 . 然后 
取 极限 , 使 表征 外 部 作用 的 特征 量 之 和 或 者 趋 于 零 , 或 者 根据 所 研究 问题 的 含义 ( 空 
气动 力学 中 的 升力 面 , 薄 层 内 发 生 燃 烧 或 某 种 其 他 化 学 反应 时 的 放 热 面 , 等 等 ) 使 之 
具有 与 间断 的 性 质 有 关 的 给 定 值 

因此 , 根据 给 定 模型 的 过 程 方程, 或 者 根据 “相近 ”模型 的 更 复杂 的 方程 组 , 或 
者 利用 人 工 引入 的 外 部 作用 , 每 次 再 通过 某 些 明确 表述 出 来 的 或 隐 含 的 附加 假设 , 一 
般 可 以 作为 连续 运动 的 极限 引入 具有 间断 的 运动 , 并 得 出 间断 条 件 . 

、,。 为 了 说 明 关于 连续 解 与 间断 解 之 间 的 关系 的 问题 有 何 意义 ， 
研究 间断 解 的 合理 性 考虑 下 面 这 个 不 太 寻 常 的 问题 . 设 一 位 客人 正在 举 杯 示意 , 他 
手中 的 酒杯 中 盛 有 加 冰 块 的 葡萄 酒 , 于 是 酒杯 、 酒 和 漂浮 在 其 表面 的 冰 块 就 组 成 一 
个 力学 系统 . 在 研究 这 个 力学 系统 的 运动 问题 时 , 把 酒杯 的 表面 以 及 冰 与 酒 的 分 界面 
看 作物 质 密度 的 间断 面 显然 是 合理 的 . 这 时 , 即使 在 连续 介质 理论 的 范围 内 进行 非 
常 细致 的 力学 研究 , 也 未 必需 要 引入 密度 连续 变化 的 一 些 薄 层 , 尽管 并 不 能 完全 排 
除 类 似 的 处 理 . 

对 于 这 个 例子 和 其 他 许多 “对 实际 应 用 更 重要 的 ”情况 (关于 酒杯 的 问题 可 以 
替换 为 一 个 更 加 迫切 的 问题 : 关于 火箭 在 太空 中 飞行 时 火箭 燃料 箱 中 的 燃料 和 气体 
运动 的 问题 ) 只 能 从 非常 理论 的 观点 来 谈论 连续 解 , 并 把 连续 解 当 作 得 到 间断 面 上 
的 各 种 判 据 和 附加 关系 式 的 出 发 点 , 或 者 把 连续 解 当 作 估 计 实 际 计算 出 来 的 间断 解 
的 真实 性 和 可 用 性 的 基础 . 我 们 已 经 利用 连续 介质 内 部 和 边界 上 的 间断 面 实际 解决 
了 一 系列 问题 , 但 是 假如 我 们 仅仅 停留 在 复杂 理论 的 范围 内 , 认为 运动 和 状态 的 参量 
在 一 些 薄 层 中 剧烈 但 连续 地 变化 , 上 述 成 功 就 无 从 谈 起 . 
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积分 定律 对 定义 模型 ” 当 基 本 物理 方程 表述 为 积分 形式 时 , 在 本 质 上 并 不 要 求 待 求 
的 作用 函数 连续 , 所 以 不 再 需要 上 述 类 型 的 极限 过 程 . 在 连续 过 程 

的 情况 下 , 物理 定律 的 积分 表述 等 价 于 微分 表述 , 但 在 间断 
过 程 的 情况 下 , 积分 表述 是 更 一 般 的 表述 . 

对 于 给 定 的 微分 方程 组 , 可 以 对 介质 的 任意 物质 体 写 出 各 种 积分 关系 式 ， 并 且 
当 运 动 连续 时 , 这 些 积分 关系 式 是 彼此 等 价 的 , 也 等 价 于 该 微分 方程 组 . 对 于 具有 强 
间断 面 的 运动 , 这 样 的 积分 关系 式 可 能 并 不 等 价 . 积分 定律 对 介质 内 部 的 连续 过 程 
和 有 强 间断 面 的 过 程 都 成 立 , 其 选择 关系 到 用 来 定义 模型 的 附加 的 物理 化 学 假设 , 这 
些 假设 的 可 用 性 应 当 通过 实验 来 检验 . 

特别 地 , 在 积分 关系 式 中 一 般 必 须 扩展 可 北 或 不 可 逆 模 型 的 范围 , 例如 , 要 考虑 
间断 面 上 额外 的 能 量 释放 , 物质 点 在 穿 过 强 间 断面 时 的 粹 增 , 还 要 考虑 表面 电流 或 表 


面 电荷 的 存在 . 
附加 的 间断 条 件 对 土 述 结果 还 必须 补充 一 些 关 于 强 间断 面 稳 定性 的 讨论 . 其 实 , 尽 
管 下 面 建立 起 来 的 包括 炉 增 条 件 在 内 的 所 有 间断 面条 件 能 够 在 某 
些 强 间断 面 上 成 立 , 但 是 仍然 存在 一 些 由 于 本 身 不 稳定 而 不 能 实现 的 间断 面 . 间断 
面 的 类 型 和 描述 间断 面 两 侧 连 续 运 动 的 微分 方程 组 的 性 质 是 导致 不 稳定 性 的 原因 ， 
还 需要 注意 的 是 , 在 使 用 物理 上 人 允许 的 间断 (稳定 并 且 满 足 力学 和 热力 学 的 普 
适 间断 条 件 ) 时 , 为 了 保证 唯一 性 和 待 求解 真正 对 应 实际 情况 , 需要 在 间断 面 上 建立 
具有 物理 本 质 的 附加 关系 式 . 
目前 , 在 磁 流 体力 学 中 和 复杂 连续 介质 模型 的 一 般 数学 理论 中 2 正在 研究 
上 述 间断 面 稳定 性 条 件 和 附加 物理 关系 式 . 在 完全 气体 模型 的 间断 理论 中 没有 出 现 
这 些 问题 . 
要 想 在 分 段 光 滑 函 数 集合 上 求解 积分 形式 的 方程 , 只 要 考虑 
在 全 入 类 并 本 数 集合 间断 面 上 确定 的 粮 增 条 件 和 其 他 一 些 附加 条 件 , 从 问题 的 提 
法 一 般 就 可 以 自动 得 到 间断 解 . 为 了 构造 出 微分 方程 组 的 分 
段 光 滑 解 , 可 以 利用 相应 积分 关系 式 来 推广 这 些 方程 , 由 此 发 展 起 来 一 种 广义 解 理 
论 , 其 研究 对 象 是 数学 物理 方程 一 般 理 论 中 的 线性 微分 方程 . 
如 果 物 理学 问题 和 力学 问题 是 利用 变 分 方程 表述 出 来 的 , 则 由 此 也 可 以 建立 分 
1) KynuroBpckui A.T., Jio6umos T.A. O MarHHTOrHADONMEaMA deCKH yapHEIX BOJNHAX, 
MOHH3HPDYIOIITHX ra3. AH CCCP, 1959, 129(1): 52 一 55 (Kulikovskii A.G., Lyubimov G.A. 
Gas-ionizing magnetohydrodynamic shock waves. Sov. Phys. Dokl., 1960, 4: 1185). 也 apwH A.A., 
Kynuropckuii AT O6 yamapHEIX BONHaX, MOHU3HPYIOINMAX ra3, HAXONAMUNCA B NekTPOMAT- 
HUTHOM IOTe. NAH CCCP, 1968, 178{1) (Barmin A. A., Kulikovskii A.G. Shock waves of ionized 
gases in an electromagnetic field. Sov. Phys. Dokl., 1968, 13: 4). 
2) KynmkoBckmii A.T. ©O nosepxHocTAxX pa3pPEIBa，pa3XeHIOIIUHX MACANbHEE CpembI C pa- 
3XHSHEIMH CBO 放 CTBaMH:; BonHbl peKOMGHaIHN B MarHMTHO 疙 rmanponuHamure. IIMM, 1968, 
32(6): 1125 一 1131 (Kulikovskii A.G. Surfaces of discontinuity separating two perfect media of 


different properties. Recombination waves in magnetohydrodynamics. J. Appl.. Math. Mech., 1968, 
32(6): 1145 一 1152). 
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段 光滑 解 理论 并 使 其 得 到 自然 的 发 展 ( 见 附录 二 , 373 页 )， 
弱 间断 和 强 间断 存在 两 种 间断 一 一 弱 间断 和 强 间 断 . 若 待 求 函 数 在 一 个 曲面 上 连 
续 , 但 函数 对 坐标 和 时 间 的 某 种 导数 在 该 曲面 上 发 生 间断 ,我 们 

就 把 这 个 曲面 称 为 弱 间 斯 面 ; 车 待 求 函 数 本 身 在 一 个 曲面 上 发 生 间断 , 我 们 就 把 这 
个 曲面 称 为 强 间 断面 . 

我 们 将 在 下 面 研究 强 间 断面 条 件 . 能 够 引入 强 间 断面 的 几 种 情况 是 : 间断 面 是 
给 定 的 , 其 运动 规律 也 以 外 部 约束 的 形式 给 定 ; 间断 面 可 以 视 为 给 定 的 或 待 求 的 力 和 
其 他 外 部 作用 的 载体 ; 间断 面 是 没有 外 部 作用 的 待 求 曲面 , 其 形状 和 运动 事先 未 知 ， 
一 般 应 当 在 问题 的 求解 过 程 中 求 出 . 
间断 面 上 的 点 的 速度 考虑 一 个 运动 的 曲面 5, 其 方程 的 形式 为 


六 [所 二 (4.1) 


由 于 运动 , 曲面 S$ 在 不 同时 刻 t 和 上 + 上 + At 分 别 位 于 不 同位 置 5 和 8' (图 45). 在 
时 刻 t, 在 5 上 取 某 一 点 M, 并 假设 在 点 M 对 于 5 存在 确定 的 法 线 0D .在 曲面 3 上 的 
点 M, 令 单位 法 线 矢 量 m 的 方向 与 矢量 : 
MN 的 方向 一 致 , 其 中 的 点 N 是 曲面 5 z 
在 点 M 的 法 线 与 5' 的 交点 . 我 们 用 条 

件 


f(M, t)=0, f(N,t)>0 了 
来 定义 函数 f(z, y,，z, t) 的 符号 , 所 以 x 
= 图 45， 用 于 定义 间断 面 上 的 点 的 速度 
|grad /| 


曲面 8 在 空间 中 移动 , 它 在 点 M 的 移动 速度 是 指 通过 以 下 极限 定义 的 垂直 于 5 的 
矢量 9: - 


Ban i (4.2) 
At 一 0 At 
如 果 曲 面 5 的 方程 (4.1) 是 给 定 的 , 就 容易 计算 矢量 9. 其 实 , 用 
1 6f 1 6f 上 


"Teradflar’” 7 gadj3， gad75z 
表示 单位 矢量 n 的 分 量 , 可 以 写 出 
f(z+ MNnz, y+ MNny, z+ MNn;, t+ At)}= 0. 
忽略 高 阶 小 量 , 由 此 可 得 


of of f of 
MN (Hn 十 5 十 gm) 十 世人 =0 一 


妃 如 果 在 3 的 每 一 点 都 可 以 单 值 地 定义 矢量 grad f, 对 于 5 上 的 点 就 存在 确定 的 法 线 . 我 们 以 
后 不 考虑 曲面 S$ 具有 尖 点 和 其 他 奇异 性 的 情况 、 
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jz MNIgradjl+ 9 At =0. 
因此 , 由 定义 (4.2) 得 出 
1 0f 
z = leradfl Ot 2; 
显然 , 如 果 方 程 (4.1) 中 的 函数 与 时 间 无 关 , 则 在 曲面 
5S 上 的 每 一 点 M 都 有 9 = 0. 在 变换 到 不 同 的 运动 坐标 系 时 ， 
5 移动 速度 矢量 多 依赖 于 坐标 系 的 选取 . 
图 46， 间 断面 5 和 封 对 于 曲面 5 的 每 一 点 M, 可 以 指定 其 “固有 ” 坐标 系 ， 即 
闭 贞 而 2 的 示意 图” 在 给 定时 刻 使 点 M 的 移动 速度 9 等 于 零 的 参考 系 K*. 这 里 
` 的 “固有 ”一 词 带 有 引号 , 因为 我 们 在 前 面 曾经 把 固有 坐标 系 
定义 为 使 介质 中 所 研究 的 物质 点 的 速度 等 于 零 的 惯性 系 . 在 这 种 含义 下 , 在 速度 间 
断面 9 的 两 侧 可 得 不 同 的 固有 坐标 系 , 因为 介质 物质 点 的 速度 在 8 的 两 侧 一 般 是 不 


同 的 . 

坐标 系 的 选取 现在 开始 建立 强 间断 面条 件 . 设 介 质 的 状态 和 运动 特征 量 在 (具有 
确定 法 线 的 ) 光滑 曲面 $ 上 发 生 间断 . 取 9 上 的 (任意 ) 某 一 点 M. 

因为 所 有 力学 方程 、 热 力学 方程 、 电 动力 学 方程 乃至 一 般 的 物理 学 方程 在 任何 惯性 

坐标 系 中 具有 不 变 的 形式 , 所 以 可 以 选取 “固有 ”坐标 系 K* 作为 参考 系 来 推导 点 

M 的 间断 条 件 . 在 这 个 坐标 系 中 , 间断 面 的 给 定点 在 给 定时 刻 的 移动 速度 仿 的 值 等 

于 零 , 9 = 0. 


选取 向 间断 面 收 缩 的 
控制 体 了 


对 于 孤立 的 间断 面 5 的 某 一 部 分 , 我 们 用 下 述 方法 引入 一 个 
控制 体 , 其 边界 是 封闭 曲面 2. 在 间断 面 5 的 选 定 部 分 的 
每 一 点 , 沿 法 线 方向 在 5S 的 两 侧 分 别 取 长 度 为 jiy/2 的 线段 ， 
其 中 h 是 一 个 很 小 的 不 变 的 长 度 . 在 这 一 部 分 曲面 的 所 有 点 都 作出 的 这 样 的 线段 ， 
其 集合 在 给 定时 刻 就 组 成 了 边界 为 忆 的 相应 控制 体 V (图 46). 

现在 , 在 所 取 参 考 系 K* 中 考虑 两 个 几何 体 : 一 个 是 上 面 定义 的 静止 控制 体 ， 
另 一 个 是 与 介质 的 物质 点 相关 的 运动 的 物质 体 V*, 并 且 这 两 个 几何 体 在 所 研究 的 时 
刻 上 是 相同 的 . 在 下 一 时 刻 t+dt, 物质 体 V* 相对 于 它 在 时 刻 t 的 形态 V 发 生 运动 ， 
间断 面 5 也 在 控制 体 V 内 发 生 移动 , 但 是 所 研究 的 点 M 的 位 置 在 无 穷 小 时 间 ? dt 
内 保持 不 变 , 因为 点 M 在 参考 系 K* 中 的 速度 在 时 刻 t 等 于 零 . 根据 定义 , 控制 体 
V 在 参考 系 K* 中 静止 , 而 物质 体 V* 一 般 是 运动 的 , 并 且 只 有 在 位 于 间断 面 2 上 
的 介质 物质 点 相对 于 参考 系 K* 静止 时 , 物质 体 V* 才 是 静止 的 . 


) 俄 文 o6%ex 一 词 在 这 里 被 译 为 控制 体 , 其 定义 见 17 页 的 脚注 . 一 一 译注 

3) 在 狭义 相对 论 中 , 时 间 的 无 穷 小 增 量 dt 应 取 自 参考 系 K*, 而 在 牛顿 力学 中 , 增 量 dt 不 依赖 
于 惯性 坐标 系 的 选取 . 所 有 下 面 的 讨论 , 包括 对 速度 合成 法 则 的 应 用 , 都 是 在 牛顿 力学 的 范围 内 进 
行 的 . 


§4， 强 间断 面条 件 * 295 ， 


由 第 二 章 公式 (8.10) 可 知 , 对 于 和 任何 可 积 的 分 段 光滑 函数 A(x, y, z, ), 在 参考 
系 K* 中 都 成 立 以 下 等 式 : 


d. d 
/sr = /r+ /Aveo 
V* VvV 5 


式 中 ww 是 介质 物质 点 相对 于 K* 的 速度 在 2 的 外 法 线 上 的 投影 . 
如 果 控 制 体 V 在 参考 系 K* 中 静止 , 其 内 部 的 间断 面 5 也 


物质 体积 分 的 导数 在 
物质 体 向 间断 面 收缩 静止 , 则 对 控制 体 Y 的 积分 求 导 , 可 以 写 出 


: ? d d /,. 
时 的 极限 T= 工 4dr= 生 /4 
V Ss 
式 中 4* 为 函数 4 在 长 度 为 h 并 且 垂直 于 间断 面 5 的 相应 线段 上 的 平均 值 . 

显然 , 如 果 间 断面 5 静止 , 而 4 的 值 不 显 式 地 依赖 于 时 间 , 则 了 = 0. 在 非 定常 
运动 的 情况 下 , 如 果 函 数 4 在 静止 间断 面 3 的 两 侧 分 别 是 有 界 的 和 连续 的 , 并 且 它 
对 坐标 和 时 间 的 导数 也 同样 是 有 界 的 和 连续 的 (在 5 上 可 能 有 间断 ), 则 量 是 t 的 
连续 函数 , 它 在 量 h 趋 于 零 时 也 趋 于 零 

参考 系 K* 的 选取 是 由 成 立 于 点 M 的 条 件 9 =0 决定 的 , 而 间断 面 5 上 的 相 
邻 点 的 移动 速度 多头 0, 所 以 间断 面 5 一 般 是 V 内 部 的 运动 曲面 . 对 于 间断 面 5 在 
点 i 附近 的 微 元 , 相 邻 点 的 移动 速度 多 是 无 穷 小 的 , 所 以 当 控制 体 y 向 点 M 收 
缩 时 , 我 们 得 到 


国人 
Jimox5 王 人 rh 
h—0 V 


式 中 Ac 是 间断 面 5 上 的 向 点 M 收缩 的 面 微 元 . 
我 们 将 用 下 标 1 表示 间断 面 S 一 侧 的 运动 和 状态 特征 量 , 用 下 标 2 表示 另 一 侧 
的 特征 量 , 并 按照 这 样 的 条 件 来 给 5 两 侧 的 编号 , 使 得 法 线 的 方向 是 从 2 指向 1. 
在 hh 一 0,Aco 一 0 时 取 极 限 , 显然 得 
lim 忘 / 4u do = Aivn1i 一 A2vn2, 


h 一 0 Ar 
Ac 一 0 3 


式 中 wa 和 wa 是 间断 面 5 两 侧 介质 物质 点 的 速度 在 5 的 同一 条 正方 向 法 线 上 的 
投影 . 
` 因此 , 我 们 有 等 式 
lim 过 地 | 4dr = Aivn1 一 42vn2. (4.3) 
Ac 一 0 V* 
利用 等 式 (4.3), 可 以 在 参考 系 K* 中 写 出 物质 介质 强 间 断面 上 的 所 有 普 适 的 动 
力学 条 件 和 热力 学 条 件 . 电磁 场 的 间断 面条 件 将 在 后 面 进行 研究 . 


296 第 七 章 连续 介质 力学 问题 的 提 法 


普 适 的 力学 方程 和 热 ” 为 方便 起 见 , 我 们 在 这 里 先 写 出 前 面 得 到 的 积分 形式 的 基本 
力学 方程 _ 方程 . 
1. 连续 性 方程 (第 三 章 方 程 (1.2)) 


所 J = 0. (4.4) 
2. 动量 方程 (第 三 章 方程 (2.2)) 
d ， 
vpdT = | Fpdr + | pdo. (4.5) 
加 / . 


3. 动量 矩 方程 (第 三 章 方程 (3.3)) 
TrXvpdr+i+=— /kpdr= /hpdr+ | Qndot+ /rx Fpdr+ /rx pdo. (4.6) 
ensisB fio fort faint furoaet| 


4. 能 量 方程 (第 五 章 方程 (8.1)) 
8 /oT+0)er= /onoart [oudo- fart 全 om (4.7) 


式 中 g* 是 通过 边界 面 2 的 附加 的 外 部 能 量 流 ; 其 中 既 包括 热流 , 也 包括 热流 之 外 的 
能 量 流 ( 含 面 力 偶 的 功 等 ); dq*%。ss/dt 是 单位 质量 介质 所 接受 的 全 部 附加 能 量 流 , 这 
是 因为 按 质 量 分 布 的 能 量 源 在 单位 时 间 内 释放 能 量 造成 的 . 附加 能 量 流 是 相对 于 机 
械 能 流 而 言 的 , 机 械 能 流 就 是 方程 (4.7) 右 侧 的 前 两 项 , 它们 等 于 动量 方程 中 的 宏观 
质量 力 和 面 力 的 功率 . 

我 们 在 这 里 和 后 面 只 考虑 一 些 常 用 的 模型 , 其 中 内 能 UV 和 5 是 可 按 质量 奏 
加 的 函数 . 

5. 得 自 热力 学 第 二 定律 的 糖 方程 可 以 写 为 


dg 
9 a = / 纪 备 + 等 ) d7， a > 0. {4.8) 


dt 和 dt 和 

对 于 可 逆 过 程 模型 , 在 连续 运动 区 域 中 有 dg' = 0. 然而 , 正如 前 面 所 指出 的 , 在 
研究 运动 特征 量 发 生 强烈 变化 的 强 疗 断 时 , 关于 该 现象 可 疼 的 假设 与 方程 (4.8) 所 表 
示 的 热力 学 第 二 定律 矛盾 . 在 一 般 情况 下 , 不 能 事先 认为 在 介质 物质 点 通过 间断 面 
时 dd' = 0. 

当 dqte) 给 定时 , 例如 在 绝热 过 程 中 , 可 以 利用 方程 (4.8) 来 计算 (4.8) 右 侧 的 体 
积分 之 和 , 该 表达 式 在 控制 体 V 无 限 收缩 时 具有 有 限 值 . 
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现在 , 我 们 对 包含 有 间断 面 5 的 上 述 物质 体 V* 应 用 方程 (4.4) 一 (4.8), 然后 用 
5 的 面 微 元 Ao 除 方程 (4.4) 一 (4.8) 的 左右 两 侧 , 以 便 在 间断 面 9 上 的 点 M 使 用 公 


式 (4.3). 
， 我 们 将 在 以 下 假设 下 给 出 间断 面条 件 . 
1 对 于 沿 2 的 面积 分 , 所 有 被 积 函数 在 收缩 至 8 时 
都 具有 有 限 值 , 但 这 些 值 在 5 的 两 侧 一 般 是 不 同 的 . 


2. 在 hh 一 0 时 成 立 以 下 极限 等 式 : 
lim /prar = / Rao, 
六 一 0 
V Ss 
tim /phar = { Mao, 
h—0 
V Ss 
lim pF .v + pmass ar= /was 
h—0 dt g 
V Ss 
、 p /da da'\ -/ 
到 /双人 ( a 
V 3 


式 中 R, M 和 W 是 介质 的 相应 外 力 、 外 力矩 和 外 部 能 量 流 在 5 上 的 面 密度 , 量 Q 
则 给 出 外 部 热流 所 导致 的 粹 变化 和 穿 过 间断 这 种 不 可 道 过程 所 导致 的 炳 增 在 3 上 
的 面 密 度 . 

显然 , 如 果 p 王 , ph 和 pw 十 pdqtass/dt 在 控制 体 V 内 是 有 限 的 , 则 


R=0, M=0, W=0. (4.9) 


这 些 等 式 成 立 的 情况 包括 : 外 质量 力 是 重力 ; 在 研究 相对 运动 时 , 外 质量 力 是 惯性 
力 ; 一 般 对 于 任何 连续 的 质量 力 场 , 例如 当 电 磁场 在 间断 面 $ 上 连续 时 , 作用 于 介质 
的 有 质 动 力 、 有 质 动 力矩 和 电磁 场所 导致 的 能 量 流 ( 见 第 六 章 方程 (5.16), (5.36) 和 
(5.21)). 

如 果 曲 面 $ 不 但 是 力学 特征 量 的 间断 面 , 而 且 是 电磁 场 特 征 量 的 间断 面 , 则 量 
民 和 W 在 这 种 重要 的 情况 下 一 般 不 为 零 . 我 们 将 在 下 一 节 中 给 出 RR 和 W 通过 矢 
量 .E, 五 , B, D 的 分 量 在 间断 面 5 的 两 侧 的 值 表达 的 公式 . 

对 于 用 来 模拟 机 辟 升 力 面 的 间断 , 或 者 用 来 模拟 产生 推力 的 螺旋 桨 致 动 盘 的 间 
断 , 外 部 作用 RR, W 甚至 人 也 可 能 不 等 于 零 . 

在 空气 动力 学 和 爆炸 理论 中 ; 以 及 在 其 他 许多 情况 下 , 在 气流 内 部 会 产生 间断 ， 
这 时 在 间断 面 上 成 立 等 式 R=0, M =0,W =0 (但 Q 冯 0). 因此 ,表示 外 部 作用 在 
间断 面 上 为 零 的 等 式 是 在 连续 介质 力学 的 这 些 应 用 中 使 用 的 一 种 典型 的 条 件 . 
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“固有 ”参考 系 中 的 。 根据 质量 守恒 定律 , 由 等 式 (4.3) 得 


eh PivVn1 = DaVn2， (4.10) 
由 动量 方程 得 
R+ pni — PiViVni = Pn2 — Pp2V2vn2, (4.11) 
由 动量 矩 方 程 和 (4.11) 得 
M+ Qni ~ pikivn! = Qn2 — p2k2vn2, (4.12) 
由 能 量 方 程 得 


v? v2 2 
W +pni' V1 —p1 (县 + ) Vnl 一 nl = Pn2* V2 — p2 ( 儿 十 加) vn2 一 gx2， (4.13) 


最 后 , 由 炉 方 程 得 
pivVn131 一 Poun232 = Q. (4.14) 


在 绝热 过 程 中 (dg(®) = 0), 量 Q (在 pjvn1 = pzvn2 关 0 时 ) 一 般 而 言 不 等 于 零 . 由 于 
不 可 逆 性 , dg' > 0, 所 以 
0 = plvni(sl 一 52) > 0. {4.15) 


在 绝热 过 程 中 , 等 式 (4.14) 可 以 视 为 量 9 的 定义 , 这 个 量 对 于 实际 能 够 实现 的 过 程 
应 当 是 非 负 的 . 
在 所 得 关系 式 (4.11) 一 (4.13) 中 , 如 果 所 有 相应 的 量 在 间断 面 上 的 取 值 给 定 或 者 
可 以 在 解 题 过 程 中 求 出 , 就 能 够 利用 这 些 关系 式 来 计算 外 部 作用 RR At 和 WW 
三 总 间断 的 破 不 站 果 等 式 (4.9) 成 立 , 则 所 得 条 件 表明 , 运动 和 状态 的 不 同 特征 量 
的 间断 不 可 能 是 任意 的 ， 初 始 值 可 以 任意 给 出 ,它们 可 能 并 不 江 
足 关 系 式 (4.10) 一 (4.14). 这 就 表示 , 初始 间断 在 以 后 的 时 刻 不 可 能 存在 , 该 间断 一 般 
将 破碎 成 若干 个 间断 , 其 中 既 可 能 有 强 间断 , 也 可 能 有 弱 间断 ,在 2 个 或 多 个 间断 发 
生 碰 擅 时 会 出 现 类 似 的 情况 . 我 们 在 这 里 不 打算 研究 任意 问 断 面 的 破碎 问题 , 尽管 
这 个 问题 对 应 用 版 为 重要 
对 于 静止 的 间断 , 例如 介质 定常 运动 的 情况 , 条 件 (4.10) 一 (4.15) 的 形式 很 便于 
实际 应 用 
对 于 非 定常 运动 , 间断 面 在 不 同 坐标 系 中 能 够 具有 大 小 和 方 
恒 归 从 二 中 的 同 断 向 各 异 的 移动 速度 9, 所 以 要 给 出 上 述 关系 式 在 任何 参考 系 
中 的 形式 , 这 些 参考 系 与 间断 面 任何 点 的 运动 无 关 . 为 了 在 同 
一 个 举 标 系 中 在 间断 面 3 的 各 个 点 得 到 这 样 的 一 般 条 件 , 只 要 在 所 有 方程 中 把 相对 
于 参考 系 K* 的 运动 速度 矢量 v* 普 换 为 相对 于 固定 举 标 系 K 的 速度 矢量 u = v*+9 
(v* = 二 v0 一 多 ) 即 可 . 
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. 相应 条 件 在 使 用 质量 守恒 方程 和 动量 方程 之 后 可 以 写 为 以 下 形式 : 


pi(D ~ vn1) = ps — vn2), (4.16) 


R+pnrt pvVi(D— Yni) = Pno = pav2(D — Yn2), (4.17) 
* 地 
Wi 十 pn V1 — qnit+ pi(D— vni) pa 十 Ui 
* v3 
= Pn2 V2 — qn2 + pa(D — vn2) (全 十 中 ) (4.18) 
pl(onl — Z)(s1 一 52) = 0, (4.19) 


其 中 (4.18) 中 的 量 Tri(o) 等 于 W(v*) +R. 多 . 在 间断 面 上 的 这 些 关 系 式 成 立 于 任 
何 (惯性 或 非 惯性 ) 坐标 系 和 间断 面 上 的 所 有 点 . 

动量 矩 条 件 没有 写 出 , 因为 后 面 只 研究 这 样 一 些 模 型 ,其 中 对 运动 区 域 的 所 有 
点 都 成 立 


M=0, Qn=0, k=0. 


间断 面相 对 于 介质 的 ”容易 看 出 , 速度 9 一 vl 和 9 - wna 可 以 视 为 间断 面相 对 于 
移动 速度 间断 面 不 同 侧 的 介质 物质 点 的 移动 速度 . 

切 向 间断 如 果 多 一 vni =0 且 2 一 vnz = 0, 则 介质 微 元 不 会 从 间断 面 的 一 侧 运 动 
到 另 一 侧 , 而 vn1 = vnz. 这 时 , 速度 的 切 向 分 量 在 间断 面 两 侧 发 生 间断 
一 般 而 言 是 可 能 的 , 并 且 密 度 的 间断 (pi 关 po) 可 以 是 任意 的 . 这 样 的 间断 称 为 切 向 
间断. 对 于 切 向 间断 , 条 件 (4.17) 一 (4.19) 的 形式 为 


R= Pn2 ~ Pn1; 
Wi= qnl — gn2 — Pri V1 + Pn2' V2, (4.20) 
0=0. 


因此 , 切 向 间断 面 微 元 上 的 应 力 在 R= 0. 时 是 连续 的 , 而 应 力 与 (相对 于 间断 面 
的 ) 切 向 速度 的 标 积 (应 力 的 相应 功率 ) 之 差 在 W = 0 时 等 于 通过 间断 面 的 能 量 流 
之 差 . 对 于 理想 流体 , 条 件 (4.20) 在 R=0 和 W = 0 时 归结 为 压强 和 能 量 流 矢量 的 
法 向 分 量 在 切 向 间断 面 上 连续 的 条 件 , 例如 , 在 两 种 不 同 介质 的 接触 面 上 就 满足 这 些 


条 件 

如 果 vs 六 wa， 介质 微 元 就 会 从 间断 面 5 的 一 侧 运 动 到 另 

突 跃 压缩 和 突 跃 膨胀 一 侧 , 其 状态 和 运动 的 特征 量 随 之 发 生 突 跃 . 不 难 证 明 , 差 什 

wa _ wa (天 0) 既 不 依赖 于 参考 系 的 选取 , 也 不 依赖 于 5 两 侧 的 编号 方法 .其实 编 
号 的 改变 只 会 导致 法 线 方向 的 改变 , 从 而 调换 速度 的 法 向 分 量 并 改变 其 符号 . 

现在 , 我 们 这 样 为 间断 面 $ 的 两 侧 编号 , 使 得 介质 从 编号 为 1 的 一 侧 穿 过 5 运 
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动 到 编号 为 2 的 一 侧 0) . 如 果 使 用 这 样 的 参考 系 , 使 v1 = 0, 则 此 时 在 该 坐标 系 中 显 
然 成 立 2 = 9 > 0. 在 这 种 研究 方法 中 , 间断 面 5 在 由 下 标 1 表示 的 静止 介质 中 
移动 . 

显然 , 如 果 vn2 一 vni > 0, 则 在 我 们 的 情况 下 vn2 > 0, 间断 面 5S 之 后 的 介质 冲 
向 间断 面 之 前 的 静止 介质 . 如 果 质 量 守 恒定 律 (4.16) 在 间断 面 上 成 立 , 则 对 于 这 样 
的 间断 面 c > pi, 即 间断 面 之 后 的 介质 的 密度 增加 . 满足 vs 一 vn > 0 的 间断 运动 
称 为 突 跃 压缩 ( 激 波 ). 

如 果 wa - wnli < 0, 则 在 间断 之 后 的 介质 相对 于 5 的 法 向 速度 方向 与 间断 在 静 
止 介质 中 的 移动 速度 方向 相反 , 所 以 在 间断 之 后 的 介质 中 发 生 膨 胀 , 即 pa < pi. 这 
样 的 间断 运动 称 为 突 跃 膨胀 . 

为 了 在 连续 运动 区 域 求解 微分 方程 , 可 以 利用 本 节 建 立 起 来 的 间断 面条 件 得 出 
相应 的 边界 条 件 . 

在 许多 情况 下 , 可 以 给 出 介质 微 元 在 间断 面 一 侧 的 性 质 、 运 动 和 状态 , 而 另 一 侧 
的 相应 特征 量 就 应 当 满足 上 述 关 系 式 . 例如 , 用 这 种 方法 可 以 得 到 液体 自由 面 和 固 
体 边界 上 的 边界 条 件 , 以 及 类 似 情况 下 的 边界 条 件 . 


85. 电磁 场 中 的 强 间 断 


考虑 与 物质 介质 发 生 相 互 作 用 的 电磁 场 , 并 假设 在 电磁 场 中 有 间断 面 5. 为 了 
建立 电磁 场 特征 量 在 间断 面 8 两 侧 的 值 所 应 当 满 足 的 关系 式 , 我 们 将 从 积分 形式 的 
麦克 斯 韦 方程 出 发 , 并 把 这 些 方程 推广 到 在 电磁 场 中 有 间断 面 的 情况 . 

首先 写 出 这 些 方程 ( 见 第 六 章 (5.4), (5.5)) 以 便 研 究 . 在 任何 惯性 系 中 有 


Bu dc = 0, Dn do = 47 | pe dr, (5.1) 
人 
J ne do, J 0 do, (5.2) 


还 有 这 些 方程 的 推论 一 一 电荷 守恒 定律 


i fa do, (5.3) 
i 


式 中 Y 是 静止 控制 体 , 其 表面 为 2, 而 21 是 静止 的 封闭 曲面 , 其 边界 为 . 乡 . 

设 M 是 闻 断 面 9 上 的 某 一 点 , K* 是 使 间断 面 5 在 点 M 的 移动 速度 9 为 零 
的 惯性 坐标 系 (图 47), 即 点 M 的 “固有 ”坐标 系 . 在 坐标 系 K* 中 , 点 M 在 间断 面 
S 上 的 邻近 点 的 移动 速度 不 等 于 零 . 我 们 将 认为 方程 (5.1) 和 (5.2) 是 在 坐标 系 K* 


了 照 此 约定 , 编号 为 1 的 一 侧 称 为 间断 面 的 前 侧 , 另 一 侧 称 为 间断 面 的 后 侧 . 所 以 , 物质 点 总 是 
从 前 侧 穿 过 间断 面 , 而 间断 面 的 法 线 正方 向 总 是 指向 间断 面 的 前 方 : 一 一 译注 
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图 47， 用 于 推导 间断 面条 件 的 积分 域 示 意图 


中 写 出 的 . 在 方程 (5.1) 和 (5.3) 中 , 我 们 采用 84 中 的 方法 定义 控制 体 V 和 控制 面 
2. 通过 5 在 点 M 的 法 向 矢量 n 和 任意 切 向 矢量 r 作 平面 , 该 平面 与 控制 体 7 和 
控制 面 2 的 截面 和 截 线 分 别 取 作 方程 (5.2) 中 的 控制 面 2 和 围 线 .2Z. 依 条 件 , 矢 
量 n, 7 和 控制 面 2 的 法 向 矢量 mn* 组 成 右手 系 , 即 mn* = mm x 7. 
间断 面条 件 考虑 间断 面 5, 矢量 互 , B, B, D 在 其 两 侧 有 界 并 且 连 续 , 但 在 穿 过 S 
” ”时 可 能 发 生 间 断 . 至 于 电荷 p。 和 电流 j, 我 们 假设 在 间断 面 5 上 可 能 
分 布 有 面 电荷 y 和 面 电流 i (该 矢量 位 于 间断 面 5 的 切 平面 内 ), 它们 在 点 M 的 定 
义 是 利用 以 下 极限 给 出 的 : 


1 
记 人 wdr=y00， (5.4) 
VeohAc 
Ac 一 AI Ar 人 人 可 mM), Wn) 
h—=0 DITAg 


式 中 Ac 一 M 表示 曲面 5S 或 21 的 面 微 元 收缩 至 点 M, 九 为 电流 在 点 M 的 体积 
密度 矢量 在 S$ 上 的 切 向 分 矢量 . 
利用 $4 中 的 方法 以 及 (5.4), 我 们 从 方程 (5.1) 和 (5.3) 得 出 


Bni— Bn2=0, Dn ~ Dn2z = 4dr’, (5.6) 
oe 1 OyvVG 
divit jn1 — jns = Ne: (5.7) 


式 中 G 是 间断 面 度 规 的 行列 式 ， 


A 1 a a a .2 
dvi= lm zs /nd =™i 十 Yat， 
C 


C 是 间断 面 $ 上 收缩 至 点 M 的 封闭 围 线 , i,, 是 矢量 i 在 围 线 C 上 的 法 向 分 量 , Ac 


302 ， 第 七 章 连续 介质 力学 问题 的 提 法 


是 间断 面 5 被 围 线 C 截取 的 面 微 元 , divi 是 矢量 i 在 间断 面 9 上 的 坐标 系 中 的 二 
维 散 度 , 记 和 认 是 矢量 i 的 分 量 , Vi 表示 该 坐标 系 中 的 协 变 微分 . 

如 果 在 h 一 0 和 围 线 .2 收缩 至 点 M 时 取 极 限 , 利用 类 似 的 方法 从 方程 (5.2) 
和 定义 (5.5) 得 出 


oY (5.8) 
tk 人 in x 7). 
显然 , 最 后 一 个 等 式 在 矢量 形式 下 可 以 写 为 
三 Ti Km) (5.9) 


式 中 Hrl 和 五 -> 是 矢量 五 在 点 M 在 5 上 的 法 向 分 矢量 . 

电磁 场 特征 量 的 条 件 (5.6) 一 (5.9) 组 成 了 一 组 封闭 的 间断 面 关系 式 , 其 中 考虑 了 
极 化 、 磁 化 和 电流 . 这 些 条 件 是 在 点 M 的 “固有 ”惯性 系 K* 中 写 出 的 , 所 以 间断 
面 在 点 AM 的 移动 速度 BZ = 0. 

如 果 参 考 系 K* 以 速度 9 相对 于 一 个 固定 的 “静止 > 惯性 参考 系 K 运动 , 则 
根据 从 K* 到 K 的 一 般 变换 公式 一 一 洛 伦 效 变换 , 在 参考 系 K 中 可 以 把 条 件 (5.6)， 
(5.8) 和 (5.9) 改写 为 


Bni Bn2 ss 0, Dn1 wg Dn2 三 4n7Y”, 


1 
Eri — Er2 = zl(B: 一 五 ?) x 2]7, 


1 _ dn Ds 
Hi ~ Hr2+ -[(D1 ~ D2) x r= ll- 二 x n), 


式 中 n 和 分 别 表示 间断 面 9 的 法 向 和 切 向 , 速度 9 是 在 参考 系 K 中 计算 的 , 其 

方向 垂直 于 5, 而 量 yx* 和 矢量 i* 定义 于 固有 坐标 系 . 在 忽略 92/c2 量 级 的 量 并 且 

YY 三 他 一 人 时, 公式 (5.7) 的 形式 不 变 . 

有 质 动力 和 电 磺 场 对 现在 , 我 们 来 考虑 有 质 动力 在 电磁 场 特 征 量 间断 面 9 上 的 面 

| 全 、 、 

介质 的 能 量 流 在 间断 密度 矢量 玉 的 分 量 的 公式 ， 以 及 进入 介质 的 能 量 流 在 该 间断 
面 上 的 面 密 度 W 的 公式 . 由 定义 , 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 对 体积 

面 上 的 面 密度 ee 

BS B85% 85% OS 


一 a 一 ak 一 rm | 三 
pFa = VS DR 十 (5.10) 
O51! 0931” 8513 05,4 
和 二 和 4 4 4 
MV (5.11) 


式 中 5S# 为 能 量 动量 张 量 的 分 量 . 在 $ 上 的 给 定点 M 的 固有 参考 系 K* 中 , 在 等 式 


0 这 里 Fe 是 四 维 质量 力 的 空间 分 量 或 三 维 质量 力 的 分 量 . 在 第 六 章 公式 (5.12) 中 给 出 了 体积 
力 的 分 量 . 
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(5.10) 和 (5.11) 的 两 侧 都 乘 以 静止 控制 体 V ( 见 图 47) 的 体 微 元 dr = dzldz2dz3， 
然后 对 控制 体 V 积分 , 应 用 奥 一 高 定理 后 得 出 


J orear = - / sen dc 一 /sa 汉王 工 :2 3， (5.12) 
V V 


[Ee 村 - 1 sim do = 是 /si (5.13) 
V zi V 


式 中 ng 是 的 单位 法 向 矢量 n 在 三 维 笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 分 量 . 
我 们 来 应 用 能 量 动量 张 量 的 分 量 S* 的 闵可夫 斯 基 公 式 (第 六 章 (5.11)) 


Sik 一 - 坪 (2: Hmk jo Fm") 


S* 的 矩阵 形式 可 以 写 为 


S11 S12 S13 S14 

S21 S22 S23 S24 

S31 S32 933 g34 “ 

S41 S42 S43 S44 

如 果 应 用 第 六 章 中 的 矩阵 (Fi;) 和 (HH) 的 定义 (5.6) 和 (5.7), 以 及 (还 参见 (5.34)) 
0 一 已 3 .B? Ei/c 

B3 0 —B! E2/c 

-B2 B! 0 Ecl 

cE ch» CE3 0 


则 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 得 到 把 张 量 的 分 量 S# 通过 矢量 EE, 如 , B, D 的 分 量 表示 出 来 
的 以 下 表达 式 : 


(S™) = 


(Pn) = (Fmjg’’) = 


Sop — -元 ED + HB 十 39°0(B.H+ | , or p= 2,.3° G14) 
式 中 已 经 考虑 到 , 在 三 维 笛 卡 儿 坐 标 系 中 E。 = Be, Dg = Df; 
Se4e。 = (PD x B)， Seieo= 全 (D x B), (5.15) 
Stae, = 元 x 再 )，8isea = (Bx H), (5.16) 
FE (BxD+HxB): 


这 里 ea 是 三 维 坐标 系 的 基 矢 量 . 
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我 们 再 一 次 强调 , 在 公式 (5.14), (5.15) 和 (5.16) 中 , 张 量 的 分 量 55 是 在 四 维 
坐标 系 中 定义 的 , 其 中 


ds? = gi; dz' dx’i = 一 (dz 一 (dz2) 2 一 (qz3)2 + ede 


如 果 把 这 里 写 出 的 公式 同 其 他 某 些 书 中 的 公式 进行 对 比 ， 就 需要 注意 这 一 点 ， 因 为 
其 他 书 中 可 能 使 用 另外 一 些 方法 来 定义 gj 

因此 , (5.12) 和 (5.13) 中 的 被 积 函数 可 以 通过 EE, 末 , B, D 表示 , 而 依照 假设 ， 
这 些 矢量 在 5 上 和 在 控制 体 V 中 都 是 有 界 的 . 当 相 应 控制 体 和 控制 面向 间断 面 5 
上 的 点 M 收缩 时 , 按照 84 中 给 出 的 方法 对 等 式 (5.12) 和 (5.13) 取 极 限 , 得 


Re = (Sb)2ne — (Sep)imp， (5.17) 
= (510)2ne — (538)1ing. (5.18) 
在 点 M 取 参 考 系 K*, 根据 公式 (5.14) 和 (5.16), 从 公式 (5.17) 和 (5.18) 得 出 Re 
和 W 在 K* 中 通过 五 , 五, B,D 的 表达 式 : 
R°* =— 二 [em + H°B, 一 (BH+ B.D)| 


| 本 a n° 
+ 去 | Dn 十 五 "DBn -3 (B H+ B.D)| ， 


WwW = 去 ( 配 x 五 > 一 五 1 Xx Hi):n, 


式 中 ne = -gng 是 三 维 矢量 n 的 逆 变 分 量 . 这 些 表达 式 可 以 代入 物质 介质 的 间 
断 关 系 式 (4.10) 一 (4.13). 因为 第 六 章 公 式 (5.36) 表明 , 有 质 动 力矩 的 体积 密度 甚至 
在 巨 , D, B, H 有 间断 时 也 是 有 界 的 , 所 以 在 有 质 动 力矩 的 体积 密度 发 生 间断 的 条 
件 下 , 其 面 密度 显然 为 零 . 有 质 动 力 可 以 通过 E, D, 五 , B 的 梯度 表示 , 所 以 有 质 动 
力 可 能 出 现在 强 间断 面条 件 中 . 


§ 6. 可 压缩 理想 介质 中 的 间断 面 


现在 , 我 们 来 更 加 详细 地 研究 可 压缩 理想 介质 中 的 强 间断 面条 件 (以 及 由 此 得 
出 的 推论 ). 可 压缩 理想 介质 模型 是 在 第 四 章 81 中 引入 的 , 根据 那里 给 出 的 定义 , 该 
介质 的 内 应 力 只 可 能 是 压力 p = -pn， 此 外 , 在 这 一 节 中 我 们 只 考虑 这 样 的 情况 ， 
这 时 在 间断 面 上 没有 任何 以 面 密度 为 特征 量 的 与 给 定 介质 的 外 部 相互 作用 , 即 认为 
忌 = 0, 扩 = 0. 我 们 还 认为 在 间断 面 上 gq* = 0, 例如 , 介质 的 热传导 性 质 在 间断 面 上 
不 予 考虑 . 


1) 见 249 页 的 脚注 1). 
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静止 间断 面 上 的 条 件 “在 研究 介质 相对 于 “固有 ”坐标 系 K* 的 运动 时 , 对 间断 面 的 
给 定 面 微 元 可 以 写 出 条 件 (4.10) 
Piunl = poVUn2. (6.1) 
我 们 将 进一步 认为 , 速度 对 3 的 法 向 分 量 vn 冯 0, 所 以 介质 微 元 会 穿 过 间断 面 , 从 
其 一 侧 运 动 到 另 一 侧 . 那么 , 对 于 理想 介质 , 从 (4.11) 得 出 
Vrl = Vr2, (6.2) 


式 中 vri 是 wv 在 点 M 对 5 的 切 向 分 速度 . 
取 动 量 方程 (4.11) 在 5 法 向 的 投影 , 利用 (6.1) 和 (6.2) 得 


pi1V21 + pi = p2v22 + po- (6.3) 
利用 (6.1) 和 (6.2) 还 可 以 把 能 量 方程 (4.13) 的 形式 变 为 
n 至 Pp2 

5i+ 室 + 本 = 太 + 字 + 如 (6.4) 


最 后 , 粹 间断 方程 (4.14) 在 利用 (6.1) 后 给 出 
pivni(s1 一 s2) = 0. (6.5) 


应 当 注意 , 关系 式 (6.1) 一 (6.5) 中 的 速度 是 相对 于 坐标 系 K* 而 言 的 , 间断 面 的 点 M 
在 这 个 坐标 系 中 的 速度 等 于 零 

对 于 具有 静止 间断 面 的 定常 运动 , 可 以 认为 K* 就 是 基本 的 “静止 ”参考 系 . 

| ”从 (6.1) 可见, w 和 ws 具有 相同 的 符号 . 如 果 引 入 参考 系 
间断 沿 介质 微 元 传播 ”K， 使 得 问 断 面 之 前 的 速度 等 于 零 , 并 且 2, = 9 > 0, 则 在 参 
考 系 K 中 也 可 以 使 用 间断 面 关系 式 (6.1) 一 (6.5), 只 要 令 31 


Vnl = —D, Vn2 = Vn DZ, Vri = Vr2 = 0, 


式 中 vn = wa 一 vnl 是 下 标 2 所 对 应 的 一 侧 介质 相对 于 参考 系 K 的 速度 在 3 上 的 
法 向 分 量 . 这 时 , 量 9 可 以 视 为 间断 面 沿 编号 为 1 的 一 侧 的 介质 诸 微 元 传播 的 速度 . 
我 们 以 后 将 使 用 这 样 定义 出 来 的 量 多 ， 因为 我 们 引入 质量 体积 V = 1/p 
来 代替 密度 p. 

容易 看 出 , 关系 式 (6.1) 和 (6.3) 等 价 于 以 下 等 式 | 


一 Vn2 三 WYy 蕊 22— 2 一 Vnl 三 多 = Vi > 二 (6.6) 


Vn2 一 Vnl 三 tn 一 乡 = a] 一 (po 一 DI 儿 人 V2). (6.7) 
。 2 


1 参考 系 K 中 的 间断 面条 件 也 可 以 直接 从 任意 参考 系 中 的 间断 面条 件 (4.16) 一 (4.19) 推导 出 来 . 
一 一 译注 
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因为 9 > 0, 所 以 (6.7) 中 的 正 号 对 应 pl < ps, 而 负 号 对 应 pl > ps. 如 果 在 (6.4) 中 
消去 速度 , 得 
Ua -Uh = (ps +p)(V — 1). (6.8) 
由 (6.6) 可 见 ， 如 果 Wi> bo, 即 p2 > P1， 则 必 有 p2 > D1; 相反 ， 如 果 pa < 01) 则 
Da < D1. 


突 跃 压缩 和 突 跃 脱 胀 ”满足 不 等 丈 
vn > 0, Pp2> D1 Pp2 > D1 (6.9) 
的 间断 称 为 突 跃 压缩 ( 激 波 ), 满足 不 等 式 
加 <0，p<p，p<Dl (6.10) 


的 间断 称 为 突 跃 膨 胀 . 在 (6.9) 或 (6.10) 中 的 3 个 不 等 式 中 , 只 要 有 1 个 不 等 式 成 
立 , 就 可 以 得 出 另外 2 个 也 成 立 . 

性 质 (6.9) 和 (6.10) 具有 普遍 性 . 当 间 断面 上 没有 作用 于 介质 的 外 面 力 和 外 质 
量 流 时 , 这 些 性 质 只 是 质量 守恒 定律 和 动量 方程 的 推论 . 
内 能 间断 关系 式 (6.8) 不 包含 速度 , 在 任何 参考 系 中 都 成 立 , 所 以 便于 研究 密度 和 

压强 在 介质 微 元 穿 过 间断 时 如 何 变 化 ， 如 果 给 定 密度 突 跃 , 则 在 某 些 重 

要 情况 下 可 以 从 (6.8) 计算 压强 突 跃 , 此 后 可 以 从 等 式 (6.6) 和 (6.7) 计算 相应 速度 . 

在 一 般 情况 下 , 均匀 理想 物质 介质 的 内 能 是 质量 体积 V (密度 p), 压强 p 和 某 
些 其 它 参 量 的 函数 ,这 些 参量 给 出 介质 的 物理 性 质 和 化 学 性 质 . 一 般 情况 下 的 物理 
参量 还 可 能 是 描述 极 化 和 磁化 的 矢量 , 这 些 参 量 在 间断 面 两 侧 可 能 发 生 突 跃 式 的 变 
化 . 例如 , 在 研究 燃烧 前 锋 、 爆 变 前 锋 和 电磁 波 各 种 前 锋 的 传播 等 现象 时 , 我 们 都 会 
遇 到 上 述 情 况 . 

以 完全 气体 为 例 , 我 们 有 

辽 =cvT 二 no = oD 

式 中 co 和 cy 是 质量 热 容 , Vo 对 于 给 定 气体 是 常量 . 气体 在 穿 过 间断 面 后 在 组 成 上 
可 能 发 生变 化 , 所 以 co, cy 和 Uo 可 能 发 生 间断 . 如 果 气 体 是 完全 气体 混合 物 , 则 


于 
v=5 a (mw f “0 oz 


To 


式 中 p;/p 是 气体 混合 物 中 第 i 个 组 元 的 质量 分 数 . 在 穿 过 间断 面 时 , 比值 p,/p 可 能 
发 生 间断 , 而 为 了 确定 这 些 间断 , 必须 使 用 一 些 附加 的 物理 化 学 定律 和 假设 . 当 混合 
物 的 温度 升 高 时 , 可 以 研究 燃烧 (完全 燃烧 或 非 完 全 燃烧 ), 可 以 考虑 离 解 或 电离 等 
现象 . 
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如 果 介质 的 物理 化 学 性 质 在 介质 微 元 穿 过 。， 。。 、 于 六 忆 下 
间断 时 不 变 , 只 有 密度 p 和 压强 p 发 生变 化 , 则 \ 
关系 式 (6.8) 在 mn 和 m 固定 时 给 出 了 间断 之 
后 的 压强 值 ps 和 密度 值 p 之 间 的 联系 . 
如 果 把 状态 p,V = 1/p 通过 

于 戈 尼 奥 绝热 线 图 的 方式 用 平面 (p, V) 上 
的 点 表示 出 来 则 对 于 给 定 的 pu, Vi, 等 式 (6.8) 
在 该 平面 上 定义 了 一 条 曲线 . 这 条 曲线 称 为 于 
戈 尼 奥 绝热 线 (图 48). 

间断 面 之 前 的 状态 所 对 应 的 点 mn, 友 位 于 于 苞 尼 奥 绝热 线 上 的 条 件 是 


Uz{p1, Vi) — Ui(p1, Wi)=0, (6.11) 


即 函数 Us(p, V) 等 于 函数 Ui(p, V). 除了 p 和 VV, 如果 内 能 所 可 能 依赖 的 所 有 其 
它 参量 和 常量 在 气体 穿 过 间断 面 时 保持 不 变 , 则 等 式 (6.11) 能 够 成 立 . 如 果 在 气体 
中 有 不 可 逆 的 化 学 反应 或 者 其 他 某 些 过 程 , 则 等 式 (6.11) 可 能 不 成 立 , 这 时 点 pi, 页 
可 能 不 属于 于 戈 尼 奥 绝热 线 1 . 

我 们 来 考虑 满足 等 式 (6.11) 的 间断 . 显然 , 当 pi, Vi 给 定时 , 为 了 计算 于 戈 尼 奥 
绝热 线 上 的 点 ps, 砚 , 只 要 给 出 1 个 量 就 足够 了 , 这 个 量 是 


图 48， 于 戈 尼 奥 绝热 线 


1 = 922 
Pp， 或 po = 元 ， 或 tana= Ee = (6.12) 
1 


角 a 确定 了 于 戈 尼 奥 绝热 线 的 一 条 害 线 的 们 率 , 该 制 线 对 应 间断 面前 面 的 状态 1 和 

后 面 的 状态 2 显然 , 角 a 表征 间断 面 沿 处 于 状态 1 的 介质 微 元 传播 的 速度 2 
现在 计算 炳 。 沿 于 戈 尼 奥 绝热 线 的 变化 为 此 , 取 同 在 于 六 
从 洽 于 区 尼 内 绝热 线 。 尼 奥 绝 热线 上 的 某 一 固定 状态 mn, Vi 和 任意 状态 mn V, 并 考 
由 这 两 个 状态 之 间 的 具有 热流 的 某 一 可 逆 过 程 , 该 过 程 满足 


ds = dU +pdV. (6.13) 
从 (6.8) 可 得 dU 的 表达 式 , 将 其 带 入 (6.13); 在 pi, Vi 固定 时 , 经 过 简单 的 变换 得 出 
Tds = lV) dp-p) -ip- yd V). 
利用 (6.12), 我 们 有 


1 p—p _1 1 ed 

人 ds = =( 仙 一 V)2d 一 一 一 (三 一 V)2dtana= 一 =(p 一 d 有 

2( ) Wi= VW 2( 1 ) 5 21) tana 

1 关于 于 戈 尼 奥 绝热 线 理 论 ， 在 许多 专著 中 有 更 全 面 的 论述 , 例如 : Cenosn JI. WH. Ilxockue 3a- 

AMadum THXAPORHHERMHKH WM a9pOXHHaMHKK， MockBa: TocTex3AaT，1950; 2-e un3n. MocrkBa: 

Hayxa, 1966; 3-e u3n. Mocksa: Hayka, 1980 ( 俄 文 第 一 版 的 英 译本 : Sedov L.I. Two-Dimensional 
Problems in Hydrodynamics and Aerodynamics. New Yerk: Wiley, 1965). 


(6.14) 
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炳 在 压强 间断 很 小 时 ” 沿 于 戈 尼 奥 绝 热线 有 


沿 于 戈 尼 奥 绝 热线 的 2 
1 -了 -下 -| (此 工 (d4 ey 
变化 pe pa . 4|(Y) + 6 
1 /d2T 
= (Br) + OU — p1) dp, 
式 中 O(p 一 p1) 是 p 一 pi 的 同 阶 小 量 . 根据 这 个 等 式 , 从 (6.14) 得 
2 

T'ds = 了 —p1)? ( 字 dp+ (p—p1)*O(p — pi1) dp. (6.15) 
由 此 可 知 , 当 p 一 pi 很 小 时 成 立 等 式 

TAs = Bm) (+ (p 一 ?的 高 阶 小 量 ， (6.16) 


式 中 T* 是 温度 在 积分 区 间 的 某 个 平均 值 . 从 (6.16) 可 见 , 当 压 强 间断 p - p, 很 小 
时 , 气体 穿 过 间断 时 的 粹 变化 是 (p - zi)3 阶 小 量 . 

在 连续 的 绝热 运动 中 , 炉 在 气体 微 元 状态 变化 时 保持 不 变 , 即 
泊 松 绝热 线 


s2(p, V)— si(p1, Vi)= As=0. (6.17) 


当 pi, 人 页 给 定时 , 方程 (6.17) 确定 了 p 与 V 之 间 的 关系 . 我 们 知道 , (p, V) 平面 上 
经 过 点 p1, W 的 相应 曲线 称 为 泊 松 绝热 线 . 


| 根据 (6.17) 和 (6.16), 当 差 值 p 一 pi 很 小 时 , 泊 松 绝热 线 方程 
泊 松 绝热 线 与 于 戈 尼 可 以 写 为 
奥 绝 热线 在 点 pi, 本 


二 阶 相 切 VVi= fp-p1, s= const), (6.18) 
于 戈 尼 奥 绝热 线 方程 可 以 写 为 
V—-Wi=/(p-p, s=const)+k(p— pi)?+..., (6.19) 
式 中 的 系数 只 依赖 于 页 和 p1. 因此 , 这 两 条 绝热 线 在 点 Pi, WV 附近 是 互相 接近 
的 曲线 (图 49). 


从 (6.18) 和 (6.19) 可 见 , 这 两 条 绝热 线 在 点 p1, Vi 具有 相同 的 切线 和 相同 的 曲 


率 , 即 
人 G20) 


d2V d2V O02V 
人 (ww ( 品 ). to 
显然 , 质量 体积 V 沿 泊 松 绝热 线 对 p 的 全 导数 就 是 相应 状态 方程 中 的 函数 V(p， 5) 
对 z 的 偏 导 数 , 其 中 p 和 s 是 独立 变量 . 


86， 可 压缩 理想 介质 中 的 间断 面 


49， 泊 松 绝热 线 (P) 和 于 戈 尼 奥 绝热 线 (五 ) 在 (82V/ap2)。> 0 时 的 相互 位 置 
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无 穷 小 间断 以 声速 沿 ”我 们 从 (6.6) 和 (6.20) 容易 得 出 , 对 于 无 穷 小 间断 , 在 ps 一 pl 


介质 微 元 传播 和 Vo 一 WW 时 成 立 等 式 


dp dp dp Op 
的 -的 -的 -的 
dV Jp dp/p dpJp Op /。 


/fw 
Ss (%) 


称 为 声速 . 显然 , 无 穷 小 扰动 一 一 无 穷 小 间断 一 一 以 声速 沿 介质 微 元 传播 , 即 


乡 王 a， 
于 戈 尼 奥 绝 热线 和 泊 “对 于 通常 的 介质 成 立 不 等 式 
松 绝热 线 在 点 pi, Vi 82Tr OV 
的 相互 位 置 。 ( 守 ) 0， (PF) >0 


例如 , 对 于 完全 气体 ( 见 第 五 章 (7.7) 和 (4.3)) 有 


U=cyTo (2) exp (: 2 ) 十 const,= cy 人 T 十 const = Sd 十 const (6.22) 
po cv i 


和 
pA (£) i (S22) 
即 
多 -其 = 人) (2), 
从 而 


Ba2VN (+7)pi 7 s— so BY V 
(or op2HIT cp ) > ( 品 ) 人 


(6.23) 
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由 不 等 式 (82V/8p?)。> 0 可 知 , 泊 松 绝 
热线 是 凹 向 上 的 . 车 (8V/6s)p > 0, 则 s> sl 
位 于 泊 松 绝热 线 以 上 ，s < si 位 于 泊 松 绝热 
线 以 下 ; 车 (9V/8s) < 0 则 相反 , s < si 位 于 
泊 松 绝热 线 以 上 , s > si 位 于 泊 松 绝热 线 以 下 
. ( 见 图 49)， 因 为 在 于 戈 尼 奥 绝热 线 上 成 立 等 
y 式 (6.16), 所 以 显然, 于 戈 尼 奥 绝热 线 在 点 p ， 
Pi 车 Vi 与 泊 松 绝热 线 相 切 , 并 且 当 (By/8sjs > 0 
本 时 于 戈 尼 奥 绝热 线 在 该 点 附近 在 V 增加 时 从 
络 呈 二 于 全 人 沂 攻 和 各 全 和 ”区 奥 上 向 下 穿 过 泊 松 绝热 线 , 如 图 49(a) 所 示 . 当 
(6V/6s)p < 0 时 , 两 者 的 位 置 相反 . 
完全 气体 的 泊 松 绝热 ”按照 (6.22) 和 (6.23), 完全 气体 的 泊 松 绝热 线 方程 为 
线 和 于 戈 尼 奥 绝热 线 


的 方程 pV7 = PV, 
而 于 区 尼 奥 绝热 线 方程 (6.8) 具有 以 下 形式 : 
FitV pV) = 3 + PV V). (6.24) 


泊 松 绝热 线 具有 渐 近 线 V = 0 和 yp = 0. 于 戈 尼 奥 绝 热线 是 双 曲 线 , 其 渐 近 线 为 


图 50 给 出 了 这 些 曲 线 的 一 般 形式 . 显然 , 完全 气体 的 于 戈 尼 奥 绝热 线 全 部 四 向 上 . 
对 于 完全 气体 , 从 (6.24) 和 (6.13) 可 知 , 沿 于 戈 尼 奥 绝 热线 

完全 气体 的 炳 沿 于 戈 ”成 立 公 趟 

尼 奥 绝热 线 随 压强 的 

增加 而 单调 增加 二 (人 人) dy, 


所 以 


当 完全 气体 的 运动 沿 于 区 尼 奥 绝热 线 向 上 进行 时 , 即 当 p 增加 时 , 精 单 调 增加 
可 以 证 明 , 在 一 般 情况 下 , 对 于 满足 不 等 式 (92V/8p”),> 0 的 任何 介质 , 在 于 区 
尼 奥 绝热 线 上 对 于 p > pl 有 s> si 对 于 p<pl 有 s< si. 例如 , 对 小 间断 p 一 pi 
而 言 , 这 可 以 从 (6.15) 和 (6.21) 直接 看 出 . 
| 从 热力 学 第 二 定律 可 知 , 在 绝热 条 件 下 只 有 9 > 0 的 间断 才 
天 党 志 现 突 底 示 纳 但 是 在 物理 上 人 允许 的 , 即 介质 微 元 穿 过 间断 面 以 后 的 炳 ss 大 于 
它 在 间断 面 之 前 的 原来 的 炳 s， 从 上 述 分 析 可 知 , 这 种 情况 
在 (62V/8p?)s > 0 和 Us(p, p) = Ui(p, p) 的 条 件 下 仅 对 突 跃 压缩 才 成 立 , 这 时 


Da2z>D， p22>p1 Vn= Vn2— Vnl>0. 
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于 是 , 我 们 得 到 了 强 间断 理论 中 的 一 个 基本 结论 : 当 不 等 式 (92V/ap?)。 > 0 成 立时 ， 
只 有 突 跃 压缩 才能 够 实现 , 而 突 跃 膨胀 不 可 能 实现 . 
这 个 结论 密切 关系 到 2 个 假设 : 一 是 成 立 不 等 式 (82V/8p2)。> 0, 二 是 成 立 条 


。 件 Uz(p, p) =Ui(p, p). 


、，” 、 、 如 果 混 合 气体 微 元 在 穿 过 间断 面 以 后 其 化 学 性 质 或 物理 性 质 

在 什么 稍 况 下 可 以 实 。 发 生变 化 ,使 得 上 述 第 二 个 条 件 不 再 满足 , 就 可 能 在 实际 运 

动 中 实现 突 路 膨胀 . 这 时 , 由 (6.8) 给 出 的 点 p, 区 的 轨迹 也 

被 称 为 于 戈 尼 奥 绝热 线 ; 如 上 所 述 , 这 条 曲线 不 通过 点 p1, Vi. 例如 , 燃烧 前 锋 就 是 
这 样 的 可 以 实现 的 突 跃 膨胀 

. 我 们 再 指出 间断 面 两 侧 法 向 速度 的 一 个 重要 性 质 . 我 们 用 记 

er pede 表示 泊 松 绝热 线 的 切线 与 V 轴 形 成 的 锐角 (图 51)， 从 ( 满 

交代 咯 足 条 件 (32V/ap2)。> 0 的 ) 任意 介质 的 于 蕊 尼 奥 绝热 线 在 点 

Pi， 页 邻 域 的 四 性 可 知 , 对 于 我 们 所 研究 的 任何 介质 中 的 突 

跃 压缩 , 在 p 一 pi 很 小 时 成 立 不 等 式 


tanB1 < tan a. 


对 于 完全 气体 中 的 任何 突 跃 压缩 , 这 个 不 等 式 在 整 
条 于 戈 尼 奥 绝热 线 上 都 是 成 立 的 . 因为 


2 dp _ _Tr2 dp A 
本 = ( 咒 | =) = 
2 pa2 一 pl _ 112 
今 = bi - Vi tan oa, 
和 图 51。 Bi 是 泊 松 绝热 线 的 切线 与 
所 以 对 突 跃 压缩 (p。 > p1) 有 V 轴 形 成 的 锐角 ，a 是 于 戈 尼 奥 绝 
i 热线 的 割 线 与 V 轴 形 成 的 锐角 


还 可 以 证 明 )， 对 于 [2772p2)。 > 0 的 介质 压强 差 pp 有 限 的 突 路 压缩 在 问 电 
面 之 前 的 介质 中 超声 速 传播 
介质 微 元 在 穿 过 静止 间断 面 时 , 其 法 向 速度 vat 是 超声 速 的 
时 二 套 开外 中 能 存在 ”因此 ,静止 突 路 只 可 能 存在 于 超声 速 流 中 . 显然, 运动 突 路 可 
能 存在 于 任何 流速 的 气流 中 , 其 中 也 包括 静止 气流 的 情况 
点 pi, 太 和 点 ps, 仿 、 我 们 在 前 面 研究 了 点 Pi, Vi 所 对 应 的 于 戈 尼 奥 绝 热线 可 
对 应 不 同 的 于 区 尼 奥 


绝热 线 Vlp, V) -Up VW) = 3+p) VV). (625) 
现在 研究 点 ps, WW 所 对 应 的 于 区 尼 奥 绝 热线 厅 , 其 方程 为 
Up, V) ~ Ulps, W) = 3(p+ pa) (Va ~V) (6.26) 


1 参见 307 页 的 脚注 . 
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容易 看 出 , 绝热 线 (6.25) 和 (6.26) 是 不 同 的 曲线 ， 
但 是 它们 在 条 件 (6.11) 下 都 通过 点 pl, Vi 和 点 
po, V2. 

对 于 绝热 线 (6.25), 如 果 从 pi 到 poy 丰 对 
应 罕 跃 压缩 , 则 对 于 绝热 线 (6.26), 从 po, Ww 到 pj， 
太 对 应 突 跃 膨胀 (图 52). 

为 简单 起 见 , 下 面 只 考虑 完全 气体 的 情况 . 根 
轴 a 据 完全 气体 的 于 戈 尼 奥 绝热 线 的 四 性 ，Hi 和 HH。 

ee 525)， 的 共同 割 线 , 即 经 过 点 pi, VW 和 点 po, V2 的 直线 ， 
Re 在 pi ps 之 间 位 于 这 两 条 绝热 线 之 上 . 所 以 , 绝热 
线 在 点 ps, V2 的 切线 与 V 轴 形 成 的 锐角 8。 大 于 责 和 HH 的 共同 市 线 与 V 轴 
之 间 的 夹 角 a (图 52)， 


tan 2 > tan a. (6.27) 


介质 微 元 穿 过 突 跃 压 ”由 此 可 以 直接 得 出 突 跃 压缩 (p，, < pz) 的 一 个 重要 不 等 式 . 按 
缩 后 具有 相对 于 间断 照 (6.6) 和 (6.27) 有 


面 的 亚 声速 法 向 速度 ee 
vn2 = 队员 一 太 = V2tana < V2 tan ps, 
但 因为 
代 tan 2 一 (里) 一 a2， 
P2 
得 


v22 = (DB — vn)? < a2. 


因此 , 介质 穿 过 突 跃 压缩 后 具有 相对 于 间断 面 的 亚 声速 法 向 速度 , 即 间断 面 沿 间断 
面 后 面 的 介质 微 元 的 传播 速度 9 - wn 是 亚 声速 的 . 

尽管 突 跃 压缩 的 上 述 性 质 是 对 满足 (62V/ap?)。> 0 的 任何 介质 在 ps -pj 很 小 

时 建立 起 来 的 , 这 些 性 质 在 完全 气体 的 情况 下 对 任何 ps 一 pi 都 成 立 (对 完全 气体 使 

用 了 整 条 于 戈 尼 奥 绝 热线 的 四 性 ), 但 


2 7 更 详细 的 研究 可 以 表明 , 在 一 般 情 况 下 ， 
(82V/6p?)s > 0 的 任何 介质 都 成 立 . 


图 53， 活 塞 推动 气体 运动 的 问题 我 们 来 考虑 具有 突 跃 压缩 的 完全 
气体 绝热 运动 的 某 些 问题 . 
具有 平面 波 的 活塞 问 ”首先 研究 活塞 问题 . 设 一 柱状 管内 充满 完全 气体 , 其 左 端 由 
题 活塞 封闭 (图 53). 在 初始 时 刻 t = 0 , 活塞 和 不 计 重 力 的 气 
体 处 于 静止 状态 , 这 时 气体 的 密度 m 和 压强 p 处 处 相同 . 在 
t > 0 时 推动 活塞 , 考虑 由 此 导致 的 气体 绝热 运动 问题 . 


§6， 可 压缩 理想 介质 中 的 间断 面 . 313 ， 


显然 , 气体 的 扰动 同 活塞 的 运动 规律 有 密切 关系 . 活塞 的 运动 规律 可 以 用 函数 
vp(t) 给 出 , 其 中 wp 是 活塞 的 速度 . 按照 边界 条 件 , 与 活塞 接触 的 气体 微 元 的 速度 应 
当 等 于 vp(t)， 当 活塞 连续 加 速 运动 时 , 气体 的 运动 问题 在 一 般 情况 下 很 困难 , 只 有 
在 计算 机 上 利用 数值 计算 才能 解决 . 不 过 , 该 问题 在 一 个 特殊 情况 下 很 容易 解决 , 这 
时 原来 静止 的 活塞 突然 以 速度 ve 开始 向 气体 方向 运动 , 然后 保持 常 速 运动 . 

显然 , 要 想 满足 问题 的 所 有 条 件 , 只 要 认为 在 初始 时 刻 有 一 道 激 波 离开 活塞 , 它 
相对 于 气体 的 初始 状态 以 超声 速 的 常 速度 仿 没 静止 气体 运动 . 激 波 与 活塞 之 间 的 气 
体 作 常 速 平 动 , 运动 速度 wp 是 已 知 的 , 并 且 压 强 p。 和 密度 pa 保持 不 变 . 

利用 3 个 间断 面条 件 (6.6) 和 (6.24), 容易 从 v="vnz, pi 和 pi 计算 出 速度 多， 
密度 pa 和 压强 pz. 在 间断 面 之 后 ， tt ` 变 , 而 
焙 的 突 跃 等 于 


如 果 活 塞 的 速度 保持 不 变 , 但 速度 的 方向 与 气体 方向 相反 , 则 解 的 结构 是 类 似 
的 , 只 不 过 这 会 导致 突 跃 膨胀 , 从 而 不 被 允许 . 其 实 , 这 时 不 会 产生 间断 , 问题 具有 连 
续 解 . 

如 果 活 塞 的 速度 是 变化 的 , 其 方向 与 气体 方向 相同 , 则 结果 是 , 速度 2 也 是 变 
化 的 . 活塞 速度 的 微小 变化 以 速度 v +a (v 是 激 波 之 后 的 气体 的 速度 ) 向 前 传播 . 因 
为 激 波 之 后 的 速度 v + a 大 于 激 波 的 速度 9, 所 以 这 些 扰动 经 过 某 时 间 后 一 定 会 追 
上 激 波 , 并 使 激 波 之 后 的 气体 的 速度 发 生变 化 . 于 是 , 激 波 被 减速 或 加 速 , 而 这 也 会 
影响 压强 和 粹 的 突 跃 值 . 这 样 , 激 波 之 后 的 气体 微 元 的 运动 特征 量 相对 于 坐标 (到 活 
塞 的 距离 ) 和 时 间 显 然 是 变化 的 . 气体 微 元 的 炉 因 为 绝热 性 而 保持 不 变 , 但 由 于 激 波 
的 速度 9 是 变化 的 , 所 以 不 同 微 元 具有 不 同 的 炉 . 因此 , 在 活塞 与 激 波 之 间 气 体 的 
连续 运动 区 域 中 , 运动 不 是 正 压 的 . 例如 , 从 以 下 公式 就 能 看 出 这 一 点 : 


也 py 3 一 51 

pl (3 2 (0 
当 密 度 p 一 定时 , 不 同 气 体 微 元 的 压强 可 以 因为 炉 不 同 而 不 同 . 
球面 活塞 把 柱状 管 活塞 问题 变 得 复杂 一 些 , 就 得 到 球面 活塞 问题 . 考虑 球 心 O 更 
止 的 球面 2 在 无 界 气体 中 的 膨胀 . 设 气体 原 
来 静止 , 初始 密度 为 pl, 初始 压强 为 p (图 54). 球面 习 
的 脱 胀 速度 等 于 dr/dt， 在 一 般 情况 下 , 在 气体 中 产生 > 
球面 激 波 5, 其 膨胀 速度 为 9 = dr2/dt, 式 中 r。 是 激 | Co 
波 5 的 半径 . 如 果 达 是 从 一 点 (对 称 中 心 , 在 t=0 时 
rl = 0) 开始 膨胀 的 ,而 速度 dr1i/dt = const, 就 可 以 证 
明 , 这 时 激 波 的 速度 9 也 保持 不 变 1 se wap 

为 了 解决 这 个 问题 ， 最 好 在 球 坐 标 系 中 写 出 所 有 方 气体 中 产生 球面 激 波 5 


® 


Ss 
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程 , 并 利用 与 球 对 称 有 关 的 简化 (运动 特征 量 只 依赖 于 2 个 独立 变量 一 一 半径 > 和 时 
间 力 . 

可 以 把 球面 活塞 问题 看 作 在 大 气 中 发 生 爆 炸 的 一 个 模型 问题 , 这 时 可 以 认为 在 
区 内 部 有 化 学 反应 产物 一 一 被 强烈 压缩 的 气体 , 这 部 分 气体 就 像 活 塞 那样 挤 压 空气 ， 
从 而 在 空气 中 形成 被 称 为 爆炸 波 的 激 波 . 为 了 确定 爆炸 波 5 与 包围 爆炸 产物 的 球面 
用 之 间 的 空气 的 运动 , 必须 求解 空气 动力 学 问题 , 而 前 面 已 经 准备 好 了 用 来 求解 这 个 
问题 的 所 有 方程 以 及 附加 的 初始 条 件 和 边界 条 件 . 
点 爆炸 问题 在 球面 活塞 问题 中 , 假设 球面 2 的 膨胀 规律 是 给 定 的 , 而 在 爆炸 问题 
. .中 ;球面 2 把 发 生 膨 胀 的 爆炸 产物 同 空气 分 开 , 其 膨胀 速度 dri /dt 是 
事先 未 知 的 . 


大 气 中 的 爆炸 问题 可 以 简单 概括 为 一 个 只 考虑 主要 效应 的 问题 : 在 很 小 的 区 域 

中 释放 出 大 量 能 量 , 这 些 能 量 被 传递 给 空气 , 结果 在 大 气 中 产生 一 个 迅速 膨胀 的 充 

满 运 动 空气 的 球形 区 域 , 压强 场 和 密度 场 在 其 中 发 生 强 

“” 烈 扰动 . 点 爆炸 问题 可 以 表述 如 下 : 在 初始 时 刻 , 静止 的 

不 计 重量 的 完全 气体 具有 常 压强 p， 和 常 密度 p, 在 某 

一 点 (所 产生 的 运动 的 对 称 中 心 ) 突然 释放 出 给 定 的 能 

量 如; 需要 在 气体 微 元 绝热 运动 这 一 最 简单 的 假设 下 确 

定 气 体 的 扰动 . 在 这 种 情况 下 , 就 像 在 球面 活塞 问题 中 

那样 ,从 爆炸 点 形成 膨胀 的 球面 激 波 , 它 把 静止 空气 和 

55， 点 爆炸 问题 示意 图 。 激 波 以 内 区 域 中 的 运动 气体 分 开 (图 55). 

所 有 运动 特征 量 和 状态 都 可 以 认为 仅仅 是 7 和 + 的 

函数 . 为 了 确定 气体 微 元 的 所 有 状态 特征 量 和 运动 速度 , 必须 求解 在 球 坐标 系 中 写 
出 的 以 下 非 线性 偏 微分 方程 ( 见 第 四 章 8 3) 的 积分 问题 : 


连续 性 方程 0 


ot Or 人 
au DB 18 
动量 方程 充 +? 训 + =0, (6.28) 
0 /2» DDN 
绝热 条 件 。 也 (#) +v2 (z#) -ff 


在 求解 方程 组 (6.28) 时 必须 满足 上 述 初 始 条 件 、 间 断面 (爆炸 波 ) 上 的 边界 条 
件 和 以 下 条 件 : 在 每 一 时 刻 , 球面 激 波 所 包围 的 气体 的 总 能 量 等 于 爆炸 能 量 已 与 球 
面 5S 内 原先 静止 的 气体 的 初始 能 量 之 和 . 

我 们 将 在 88 中 更 详细 地 分 析 这 个 问题 的 解 的 一 些 一 般 性 质 D. 


在 以 下 专著 中 给 出 了 这 个 问题 的 详细 而 完整 的 最 终 形式 的 解 : Cenos JI. WH. Meronmpt momroGrr 
HH Pa3MepHOCTH B MexaHuke. 7-€ un31. MocrBa: Hayra, 1972; 9-e m3n. Mocrpa: Hayra, 1981 
( 俄 文 第 八 版 的 中 译本 : 工 . . 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理论 . 沈 青 , 倪 钢 非 , 李 维 新 译 . 北 
京 : 科学 出 版 社 , 1982). 
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爆 袁 波 和 燃烧 波 “ 在 穿 过 间断 面 时 , 如 果 能 量 和 入 因 为 茶 些 物理 化 学 过 程 (燃烧 \ 液 
化 、 气 化 、 化 学 反应 等 ) 而 发 生 改 变 (释放 或 吸收 ), 基本 方程 (6.8) 
的 形式 就 会 发 生变 化 . 这 时 , 等 式 (6.11) 被 替换 为 


Uz(p1, Vi)—U(p, Vi)=g", (6.29) 


式 中 gq* 是 在 物质 微 元 穿 过 间断 面 时 释放 出 来 的 化 学 能 或 其 他 能 量 , 并 且 对 于 燃烧 或 
液化 q* > 0, 对 于 气 化 g* < 0. 在 这 种 情况 下 , 相应 的 于 戈 尼 奥 绝热 线 方程 可 以 写 为 
以 下 形式 ?): 


1 
U2(p2, V2) — Ui(p1, Vi) = 3(p2 +p1)(V — V2)+ qa". 


” 突 跃 膨胀 在 g+ > 0 时 是 燃烧 前 锋 所 特有 的 , 而 突 跃 压缩 在 g+ > 0 时 对 应 着 爆 庇 波 . 
| ”具有 平面 波 和 球面 波 的 上 述 活塞 问题 可 以 变 得 更 加 复杂 一 
富有 塌 夺 波 的 活 带 问 生 。 如 果 认 为 其 中 产生 的 突 跃 压缩 是 爆 秦 波 .这 时 ， 原来 
目的 气体 是 能 爆炸 的 混合 物 , 而 爆 麦 波 前 锋 之 后 是 另 一 种 气 
体 (混合 物 发 生 反 应 后 的 生成 物 ). 在 混合 物 爆 变 问题 中 , 运动 的 平面 活塞 之 前 (活塞 
与 爆 育 波 之 间 ) 的 气体 也 进行 平 动 , 只 要 活塞 以 足够 大 的 速度 向 气体 方向 匀速 运动 
在 出 现 爆 变 波 以 后 , 如 果 活塞 的 速度 很 小 或 者 干脆 静止 ,或 者 向 气体 的 反方 向 运动 
则 在 所 得 解 中 , 爆 变 波 仍 沿 气体 传播 , 而 在 活塞 和 爆 秦 波 之 间 的 气体 作 参 量 发 生变 
化 的 连续 运动 
完全 气体 的 激 波 关系 


式 


在 许多 应 用 中 , 例如 在 研究 物体 的 超声 速 常 速 运动 的 一 些 空 
气动 力学 基本 问题 中 , 可 以 使 用 完全 气体 模型 , 并 在 与 飞行 
物 固 连 的 坐标 系 中 研究 气体 的 这 样 的 定常 运动 , 其 中 具有 静 
止 的 突 跃 压缩 一 一 激 波 . 这 些 应 用 的 理论 基础 是 下 面 的 一 些 关系 式 , 这 些 关系 式 可 
以 代替 基于 于 戈 尼 奥 绝热 线 的 分 析 . 

对 于 完全 气体 , 我 们 有 


1 
U= 三 上 十 const， 
TY 一 并 六 


根据 (6.1) 一 (6.4), 容易 把 间断 面 之 后 的 量 v72, vnz, pa, po 通过 间断 面 之 前 的 量 v7， 


1 在 以 下 专著 中 可 以 了 解 对 相应 于 戈 尼 奥 绝热 线 的 详细 分 析 : Jagnay JI.A., JIunbmurn E.M. 
MexaHuka cnnomHprx cpen. 2-e u3n. MocKBa: Focrexu3naT, 1954 (JI.A. 朗 道 , E. M. 栗 弗 
席 效 . 连续 介质 力学 . 第 二 册 . 彭 旭 麟 译 . 北京 : 人 民 教 育 出 版 社 , 1960); Cenos JI. Ilnockwme 
3anadu ranApOAMHAaMAKY 斑 aopOAMHaMuKH .uae uu31. MocrBa: Hayrxa, 1966; 3-e un3n. Mockpa: 
Hayrxa, 1980 ( 俄 文 第 一 版 的 英 译 本 : Sedov L.I. Two-Dimensional Problems in Hydrodynamics and 
Aerodynamics. New York: Wiley, 1965). 
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Vnl; Ppl: DP1 表示 出 来 ， 从 而 有 


7—1 2 oo 
Vr2 = Vrl, Vn2 = Vnl (于 1+ 全 》 (6.30) 
~ ?+1 p 
p= 2 1 (6.31) 
i 
了 一 1V21 
2 2 7Y—1a? 
和 = Sl ; 
p2 i ( 327 涝 (6.32) 


矢量 ww 和 wv。 所 确定 的 平面 r 就 是 间断 面 法 线 方向 和 切 向 速度 vi 的 方向 所 确定 
的 平面 . 在 平面 + 上 取 笛 卡 儿 坐标 轴 , 并 用 6 表示 激 波 与 平面 x 的 交 线 与 > 轴 之 间 
的 夹 角 , 用 9 表示 速度 与 x 轴 之 间 的 夹 角 , 用 wv 表示 速度 分 量 . 显然 ， 

oe Ur = |v| cos(B — 0) = tcosp+vsing, (6.33) 

vn = |v|sin(8 —0) = usinB — vecosp. 

我 们 选取 这 样 的 坐标 系 , 使 得 在 激 波 上 所 研究 的 点 的 z 轴 方 向 与 速度 w 的 方向 一 
致 (|w1| = wi w= 0). 把 (6.30) 中 的 wr 和 加 用 ww 和 表示, 再 利用 (6.33) 消 
去 pb, 得 


2 a? 
y+1 (a 二 2 ) 2 (2 一 22) 
好 一 (ul 二 rw (6.34) 


激 波 极 线 是 扭 结 线 “在 坐标 轴 分 别 是 va, v2 的 
速 端 曲 线 平面 V2 (U2, v2) 
上 (该 平面 对 应 平面 7), 方程 (6.34) 所 定义 的 
曲线 称 为 激 波 极 线 , 它 是 一 条 捏 结 线 (图 56). 
在 间断 面 之 后 , 速度 的 每 一 个 倾角 值 92 都 
对 应 激 波 极 线 上 的 3 个 速度 值 : 4, B, C. 从 间 
断面 切 向 速度 连续 的 条 件 可 知 , 经 过 扭 结 线 上 
的 点 Ot 和 对 应 于 间断 面 之 后 的 速度 的 点 引 直 
线 , 再 从 坐标 原点 O 引 该 直线 的 垂 线 , 所 得 垂 
线 的 方向 就 是 由 角 给 出 的 间断 面 方向 ; 在 图 
中 , 点 B 就 是 这 样 的 点 . 显然 , 对 于 点 C 所 对 
应 的 间断 面 , 成 立 不 等 式 vw = wz 一 vni < 0. bs 0 i 
因此 , 根据 (6.10), 这 一 速度 值 对 应 突 跃 膨胀 ， 人 之-， a ， 
招 结 线 延 伸 到 无 办 远 的 两 自分 支 上 的 点 所 对 应 “人 
的 间断 在 物理 上 无 法 实现 , 所 以 应 当 去 掉 这 两 段 分 支 . 当 点 B 趋向 点 O1 时 , 直线 
O01B 成 为 扭 结 线 在 点 O1 的 切线 , 这 个 极限 给 出 了 强度 无 穷 小 的 间断 面 的 方向 . 


86， 可 压缩 理想 介质 中 的 间断 面 . 317 . 


正 激 波 和 斜 激 波 速度 vi 垂直 于 间断 面 的 激 波 称 为 正 激 波 , 不 满足 这 个 条 件 的 激 


气体 穿 过 和 斜 激 波 后 速 ” 气 体 微 元 穿 过 斜 激 波 后 , 速度 矢量 向 间断 面 切 向 偏转 .速度 
度 发 生 偏转 偏转 的 最 大 值 出 现在 从 点 O 向 扭 结 线 所 引 切 线 的 切 点 B ( 见 


图 56), 9s = 92max. 与 点 BB 相对 应 的 是 接近 声速 的 亚 声 速 . 
在 图 56 中 用 虚线 标 出 了 对 应 于 声速 2) 的 圆 , lwz| = we = ai. 此 圆 在 点 F 与 扭 结 线 
相交 . 当 点 B 位 于 点 右边 时 , 间断 面 之 后 的 速度 值 |wz| 是 超声 速 的 , 而 对 于 点 4 
以 及 不 长 的 曲线 段 EF 上 的 点 B, |v2| 是 亚 声速 的 . (6.30) 可 知 ， 


Oe be “GF 1 — co 可 
式 中 M = v/a 表示 一 个 无 量 纲 量 , 而 Mi = vi/ai (vi = |v1|). 

量 M 称 为 马赫 数 . 对 于 超声 速 运动 M > 1, 对 于 亚 声速 运动 M < 1. 由 公式 
(6.35) 可 知 , 速度 偏转 箱 5 = 92 一 81 (在 图 56 中 是 92) 依赖 于 马赫 数 Mi 和 角 8. 最 
大 可 能 偏转 角 5max 只 依赖 于 激 波 前 的 来 流 马赫 数 Mi. 在 图 57 中 给 出 了 6max 对 马 
赫 数 Mi 的 依赖 关系 图 . 

和 Ay 和 
体 的 超声 速 流动 和 

动 来 流 绕 角形 区 域 和 
棉 形 物体 的 流动 问题 的 解 (图 58). 直接 可 以 
看 出 , 图 58 所 表示 的 流动 示意 图 满足 绕 角形 
区 域 和 横 形 物体 的 流动 问题 的 所 有 条 件 . 但 
是 从 前 面 的 结果 可 知 ， 对 于 给 定 的 来 流 马 赫 
数 , 只 有 在 角 5, 61 和 62 小 于 或 等 于 角 use "10 1 20 一 30 4105010M 
的 条 件 下 , 才能 得 到 这 些 问 题 的 解 ， 如 果 满 图 57 气体 穿 过 激 波 时 速度 的 最 大 可 能 偏 
足 这 些 条 件 , 上 述 绕 流 示 意图 就 可 以 实现 ， ”转角 与 马赫 数 之 间 的 关系 (y = 1.4) 

然而 , 上 述 每 一 个 问题 在 6 < max 时 都 
有 激 波 方向 不 同 的 2 个 解 , 并 且 气 体 在 穿 过 
激 波 时 都 会 发 生 速度 偏转 ， 以 满足 绕 流 所 必 
须 的 条 件 , 只 是 激 波 之 后 的 速度 值 有 所 不 同 . 
例如 , 这 2 个 解 对 应 图 56 中 的 点 BB 和 Ah. 

在 实际 应 用 中 , 对 细 长 体 可 以 实现 小 角 
度 激 波 所 对 应 的 运动 , 激 波 后 的 速度 仍然 很 
高 , 与 之 相应 的 是 点 B. 对 角形 区 域 和 枢 形 


物体 的 这 样 的 理论 解 与 细 长 体 超 声速 绕 流 的 ”图 58， 绕 角形 区 域 和 相对 于 来 流速 度 非 对 
实验 数据 符合 得 很 好 . ot 称 放置 的 棉 形 物体 的 流动 


(6.35) 


0 可 以 证 明 , 当 间 断面 之 前 的 参量 给 定时 , 临界 速度 (等 于 局 部 声速 ) 与 间断 面 的 倾角 无 关 . 
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具有 脱 体 激 波 的 绕 流 “ 如 果 5 > 5us。, 则 按照 示意 图 58 进行 的 绕 流 是 不 可 能 的 . 这 
时 ， 在 物体 前 面 形成 一 道 弯曲 的 激 波 (图 59)， 从 物体 顶点 到 
激 波 端点 的 距离 4O 正比 于 物体 的 大 小 , 还 依赖 于 机 形 物体 的 


顶 角 和 马 薪 数 Mi. 当 1 一 06 时 , 激 波 位 于 槐 形 物 体 前 方 无 穷 
远 处 , 物体 前 方 的 气流 是 亚 声速 的 . ， 4 | 
——4t{0o 1 


”在 本 节 最 后 我 们 指出 , 在 绝热 流动 中 出 
激 波 导致 机 械 能 损失 “ 记 洲 法 ,这 与 业 增 所 导致 的 可 用 机 械 能 


的 不 可 逆 损 失 有 关 . 
各 4 上 
对 于 完全 气体 的 内 能 , 可 以 写 出 | 图 59， 在 绕 大 项 角 横 
p\NT ss 形 物体 的 流动 中 , 在 
凡夫 cy + const = cyT0 (z) e » 十 const 有 限 物 体 前方 某 处 形 
0 


考虑 激 波 前 和 激 波 后 某 种 具有 特征 意义 的 静止 状态 (气体 绝热 
减速 至 v = 0 时 的 状态 ) 0) , 在 这 些 状 态 下 的 压强 和 温度 分 别 表示 为 p?, p; 和 TY, 3. 
如 果 在 气体 微 元 穿 过 激 波 时 没有 发 生化 学 反应 或 相 变 ( 即 在 等 式 (6.29) 中 gq* = 0)， 
则 由 完全 气体 情况 下 的 (6.4) 可 知 


A 


所 以 
和 
如 果 有 不 可 逆 损 失 , 则 s - si > 0, 由 此 可 知 下 < 天. 因此 , 穿 过 激 波 的 气体 在 上 述 
意义 的 静止 状态 下 具有 更 小 的 压强 , 其 做 功能 力 (技术 上 的 可 用 性 ) 降低 . 

通过 对 于 戈 尼 奥 绝热 线 的 研究 可 以 看 出 ， 随 着 压强 差 p ~ pi 所 表征 的 激 波 强度 
的 增加 , 箭 增 越 来 越 大 ,损失 从 而 也 越 来 越 多 ， 当 来 流 马赫 数 Mi 给 定时 , 正 激 波 的 
强度 最 大 . 斜 激 波 所 导致 的 损失 总 是 小 于 正 激 波 所 导致 的 损失 
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物理 关系 式 相 对 于 坐 ” 在 实际 写 出 方程 并 进行 具体 的 数值 计算 时 , 必须 引入 和 使 用 

标 系 的 选择 的 不 变性 不 同 的 坐标 系 . 这 些 坐 标 系 在 一 般 情况 下 可 以 是 任意 的 , 但 

是 在 许多 情况 下 , 坐标 系 的 选择 是 为 了 计算 或 者 对 数值 结果 

的 分 析 更 加 简单 和 方便 . 在 选择 坐标 系 时 可 能 出 现 的 随意 性 来 自 对 被 研究 的 现象 所 
0 见 第 二 卷 第 八 章 85. 

2) 可 以 在 以 下 专著 中 了 解 更 加 完整 的 激 波 系 损失 理论 : Cexos JI. .IInockme 38adH ruApo- 

HUHAMMKYU WH 89DORMKHaMHK 红 ，2-e H3 了 .MocRBa: Hayka，1966; 3-e un3n. MockBa: Hayra, 1980 


( 俄 文 第 一 版 的 英 译本 : Sedov L. I. Two-Dimensional Problems in Hydrodynamics and Aerodynamics. 
New York: Wiley, 1965). 还 可 以 参考 本 书 第 二 卷 第 八 章 8 9. 
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采用 的 描述 方法 ,而 与 这 些 现象 的 实质 无 关 , 所 以 表示 某 些 物理 性 质 和 现象 的 各 种 
方程 应 当 具有 相对 于 坐标 系 的 选择 不 变 的 性 质 
这 是 因为, 前面 引入 的 所 有 方程 和 附加 关系 式 都 具有 标量 方 
物理 方程 的 张 量 本 质 程 、 矢 量 方程 或 者 一 般 的 张 量 方程 的 形式 . 这 也 正 是 运动 和 
状态 的 许多 特征 量具 有 不 变 的 张 量 本 质 的 原因 . 因此 , 有 必要 发 展 和 使 用 张 量 分 析 ， 
并 以 不 变 的 张 量 形式 来 表述 所 有 的 物理 关系 式 . 
和 有 量 细 县” 另 一 方面 , 利用 数 信 来 定义 和 给 出 各 种 生 一 介质 场 和 过 程 的 特征 量 
例如 密度 、 能 量 、 速度 、 电荷 等 一 关系 到 对 确定 的 计量 单位 的 使 用 , 而 
计量 单位 的 选择 也 与 研究 者 有 关 . 车 一 个 量 的 数值 在 所 研究 的 问题 中 依赖 于 计量 音 
位 的 选择 , 则 此 量 称 为 有 量 纲 量 . 例如 , 能 量 可 以 用 公斤 米 、 焦耳、 卡 、 吨 煤 、 千克 
钢 、 卢布 以 及 其 他 许多 单位 来 量度 , 相应 的 确定 能 量 值 的 数值 与 计量 单位 的 选择 
有 密切 的 关系 
各 种 各 样 的 诸多 特征 量 通过 不 同 的 定义 和 方程 联系 在 一 起 , 对 这 些 量 的 处 理 表 
明 , 不 同 特征 量 的 计量 单位 之 间 一 般 而 言 是 有 联系 的 . 例如 , 速度 v 二 ds/dt 的 计量 
单位 与 长 度 ds 和 时 间 dt 的 计量 单位 有 关 - 
| 在 考 筷 互相 有 联系 的 计量 单位 的 同时 , 还 需要 考虑 原始 的 、 独 
原始 (基本 ) 计量 单位 i 汗 量 单位 , 它们 一 般 而 言 是 借助 于 专门 的 、 理 论 上 任意 
的 条 件 通过 实验 引入 的 . 例如, 长 度 、 时 间 和 质量 的 各 种 原始 的 或 基本 的 计量 单位 就 
是 用 众所周知 的 方法 引入 的 . 若 一 个 量 的 计量 单位 是 借助 于 原 器 按照 条 件 通过 实验 
引入 的 , 则 此 量 称 为 原始 量 或 基本 量 , 而 该 计量 单位 称 为 原始 单位 或 基本 单位 
其 余 各 量 的 计量 单位 则 根据 这 些 量 的 定义 通过 原始 计量 单位 
派生 (导出 ) 计 量 单位 得 出 ,它们 称 为 导出 单位 或 派生 单位 
名 种 单位 制 可 以 取 不 同 的 量 用 来 选择 原始 计量 单位 .在 不 同 的 应 用 领域 中 , 以 取 
该 领域 自己 的 原始 计量 单位 作为 原始 计量 单位 为 宜 , 并 且 在 不 同情 况 
下 原始 计量 单位 是 不 同 的 ， 由 此 产生 了 不 同 的 单位 制 , 产生 了 从 一 个 单位 制 到 另 一 
个 单位 制 的 转换 (换算 ) 问题 
现在 普遍 应 用 以 下 单位 制 : 采用 厘米 、 克 、 秒 2 作为 原始 计量 单位 的 GGS 制 
采用 米 、 千 克 力 、 秒 作为 原始 计量 单位 的 MKS 制 , 采用 米 、 千克 、 秒 、 安培 、 开 尔 
文 、 坎 德 拉 作 为 原始 计量 单位 的 SI 制 3 ,以 及 其 他 单位 制 
在 力学 中 (一 般 而 言 , 在 实践 中 ), 常常 只 采用 3 个 原始 计量 单位 (例如 在 应 用 
CGS 和 MKS 单位 制 时 就 是 这 样 ) 而 包括 电磁 场 特征 量 在 内 的 所 有 其 他 量 的 计量 音 


1) 卢布 是 俄罗斯 货币 单位 . 一 一 译注 

2 这 里 我 们 认为 , 由 物理 学 的 一 般 教 程 已 经 知道 定义 原始 计量 单位 的 实际 条 件 , 即 认为 已 知 什 
么 是 秒 等 单位 . 
”3)sI 制 即 国际 单位 制 , 目前 包括 米 、 千克 、 秒 、 安培 、 开尔文 、 摩尔、 坎 德 拉 这 7 个 基本 单位 , 它 
们 分 别 是 长 度 、 质量 、 时间、 电流 、 热 力学 温度 、 物质 的 量 、 发 光 强 度 这 7 个 相互 独立 的 基本 物理 
量 的 单位 . 一 一 译注 
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位 都 视 为 导出 计量 单位 . 

基本 计量 单位 一 经 确立 , 其 他 具有 导出 计量 单位 的 有 量 纲 量 的 计量 单位 就 由 这 
些 量 的 定义 自动 得 出 . 
量 纲 公式 通过 基本 计量 单位 表示 导出 计量 单位 的 表达 式 称 为 量 纲 . 量 纲 写 为 公式 
的 形式 . 在 CGS 制 中 , 量 纲 公 式 包 含 3 个 自 变量 : 长 度 单位 的 符号 工 , 时 
间 单 位 的 符号 T 和 质量 单位 的 符号 M. 例如 , 力 的 计量 单位 的 符号 记 作 


K = 这 二 MLT-2. 


在 CGS 制 中 , 所 有 物理 量 的 量 纲 公式 都 具有 寡 次 单项 式 的 形式 1: 


N = L'T{M™, (7.1) 
式 中 的 罕 指 数 1, t, m 为 某 些 整数 或 实 分 数 . 在 MKS 制 中 , 量 纲 公式 的 形式 为 
N= LTHKK, (7.2) 


式 中 三, hi 是 相应 的 量 纲 指数 . 

由 公式 M = KT?L"!, 把 公式 (7.1) 中 的 符号 M 替换 为 符号 K, 就 可 以 从 公式 
(7.1) 转换 至 相应 的 公式 (7.2). 

当 原 始 计量 单位 的 值 改变 时 , 利用 量 纲 公式 就 能 够 确定 相应 特征 量 换算 的 比例 
因子 .. 当 从 给 定 的 计量 单位 转换 至 新 的 计量 单位 时 , 如 果 长 度 、 时 间 和 质量 的 单位 
L,T 和 M 分 别 缩小 到 原来 的 1/a, 1/6 和 1/7, 则 具有 量 纲 (7.1) 的 量 的 新 单位 N 
将 缩小 为 原来 的 1/atB8:y™. 由 此 可 以 容易 地 确定 在 原始 计量 单位 的 值 发 生 改变 时 派 
生计 量 单位 进行 转换 的 比例 因子 ， 

二 原始 计量 单位 的 数目 可 以 (也 经 常 ) 大 于 3. 例如 , 在 气体 力 
原始 计量 单位 的 数目 学 和 热力 学 的 许多 问题 中 , 除了 把 米 、 千 克 和 秒 作为 通过 实 
验 确定 的 原始 计量 单位 ; 通常 还 使 用 摄氏 度 或 华氏 度 等 作为 温度 的 计量 单位 , 使 用 
小 卡 或 大 卡 作 为 热量 的 计量 单位 . 因此 , 可 以 考虑 并 使 用 含有 5 个 原始 计量 单位 的 
单位 制 . 还 可 以 考虑 并 使 用 含有 与 电磁 场 等 有 关 的 原始 计量 单位 的 单位 制 . 在 这 些 情 
况 下 , 量 纲 公式 具有 比 (7.1) 包含 更 多 数目 自 变量 的 究 次 单项 式 的 形式 . 

一 般 而 言 , 可 以 引入 含有 任意 数目 原始 计量 单位 的 单位 制 . 例 
亲政 目 名 证 间 这 。 如 , 对 于 长 度 、 时间 和 速度 , 可 以 通过 实验 选取 其 独立 的 计量 
月 
单位 , 但 此 时 速度 公式 应 写 为 以 下 形式 : 
ds 
dt 
1 可 以 在 以 下 专著 中 了 解 更 为 详细 的 量 纲 理论 以 及 量 纲 公式 (7.1) 的 证 明 : Cexos JI.H. 
Merompl IOnoGHR UH pa3MepHOCTH B MexaHHKe. 7-e u3n. Mocksa: Hayra, 1972; 9-e wan. 


Mocksa: Hayka, 1981 ( 俄 文 第 八 版 的 中 译本 : 工 . HI. 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理 论 . 沈 
青 , 倪 钢 非 , 李 维 新 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1982). 


v=k (7.3) ， 
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式 中 是 有 量 纲 的 常量 , 它 与 w ds 和 dt 的 计量 单位 的 选择 有 关 . 如 果 认 为 是 等 
于 1 或 不 等 于 1 的 绝对 的 常数 ( 即 它 在 我 们 使 用 的 所 有 单位 制 中 都 取 同 一 数值 ), 则 
v, ds 和 dt 的 计量 单位 在 任何 单位 制 中 都 是 不 独立 的 . 
在 实 戚 中 通常 总 是 采用 这 样 的 条 件 . 
如 果 考 虑 关系 式 . 
I x 热量 = 机 械 能 ， 


则 可 以 为 热量 和 机 械 能 单独 选择 独立 的 计量 单位 , 例如 卡 和 公斤 米 . 这 时 , 在 公式 和 
方程 中 出 现 一 个 有 量 纲 的 常量 即 热 功 当量 , 其 量 网 为 
_ 公斤 米 
= 
“物理 ”常量 了 类 似 于 (7.3) 中 的 常量 
、 ,cw 当 热 量 和 机 械 能 具有 独立 的 计量 单位 时 , 常量 7 可 以 视 为 有 
东区 训 多 语 从 让 量 纲 的 量 , 而 如 果 热 量 和 机 械 能 的 计量 单位 仅仅 象 英尺 和 米 
的 区 别 屠 样 是 同一 个 量 的 不 同 计量 单位 , 那么 常量 了 就 可 以 
视 为 无 量 纲 的 比例 常数 可 以 类 似 地 考虑 物理 学 的 基本 方程 


E=moe,, (7.4) 


式 中 媚 是 能 量 , m 是 质量 , c 是 真空 中 的 光速 . 如 果 认 为 方程 (7.4) 中 的 。 是 普 适 常 
数 , 它 在 一 类 可 能 的 单位 制 中 可 以 等 于 1 (类 似 于 公式 (7.3) 中 的 月 , 则 这 时 能 量 和 
质量 的 可 能 的 不 同 计量 单位 便 是 不 独立 的 (正如 在 = 1 时 (7.3) 中 的 w ds 和 二 
的 计量 单位 那样 ) 
这 类 方法 可 以 作为 减少 原始 计量 单位 数目 的 基础 . 如 果 在 万 有 引力 定律 
下 = /一 5 
他 
中 国定 有 量 纲 的 普 适 常量 /, 就 得 到 质量 、 时 间 和 距离 的 原始 计量 单位 之 间 的 附加 
关系 . z 
通过 这 样 的 途径 可 以 得 到 具有 不 同 数目 原始 计量 单位 的 单位 制 . 尤其 , 可 以 引入 
具有 普 适 计 量 单 位 的 单位 制 ,使 一 切 量 的 计量 单位 都 永远 固定 , 从 而 可 以 把 所 有 的 
量 都 视 为 无 量 纲 的 . 
有 量 纲 量 和 无 量 纲 量 的 概念 是 相对 的 , 这 种 相对 性 应 该 这 样 
有 有 相 乓 考 和 大 量 纲 量 理解 ， 在 研究 某 个 或 某 些 现象 时 , 我 们 引入 过 程 和 对 象 的 各 
种 变化 的 或 不 变 的 特征 量 ， 为 了 得 到 这 些 量 的 数值 ,我们 明 
显 地 或 隐 含 地 实际 上 使 用 或 潜在 地 人 允许 有 一 系列 备用 的 单位 制 
若 一 个 量 的 数值 依赖 于 诸多 可 能 的 单位 制 中 的 某 个 具体 单位 制 的 选择 , 则 此 量 
称 为 有 量 纲 量 . 若 一 个 量 的 数值 在 所 有 这 些 单位 制 中 都 相同 , 则 此 量 称 为 无 量 纲 量 
例如 , 作为 几何 对 象 的 角 可 以 对 应 弧度 、 度 、 直 角 的 分 数 等 各 种 数 , 所 以 角 应 该 


322 . 第 七 章 连续 介质 力学 问题 的 提 法 


视 为 有 量 纲 量 , 诸多 可 能 的 单位 制 中 包含 有 角 的 各 种 计量 单位 . 但 是 如 果 我 们 只 考 
虑 这 样 的 单位 制 , 其 中 只 用 弧度 来 量度 角 , 则 角 就 可 以 看 作 无 量 纲 量 . 在 实践 中 经 党 
采用 这 个 条 件 来 量度 角 . 
用 这 种 方法 可 以 把 任何 其 他 量 (例如 时 间 和 长 度 ) 当 作 无 量 纲 量 , 这 时 应 当 相应 
地 取 这 样 的 备用 单位 制 , 使 该 量 的 计量 单位 在 所 有 用 于 该 问题 的 单位 制 中 均 相 同 . 在 
应 用 中 , 角 无 量 纲 的 条 件 是 方便 的 , 长 度 无 量 纲 的 条 件 则 不 方便 , 因为 对 于 几何 相似 
的 系统 , 对 应 的 角 相等 , 而 对 应 的 长 度 却 不 等 .… 
以 后 将 得 出 , 在 菜 些 情况 下 增加 原始 计量 单位 的 数目 一 般 而 
ete 言 是 方便 的 . 然而 , 当 原始 计量 单位 的 数目 增加 时 , 由 此 带 来 
匀 的 刁 池 和 的 方便 通常 是 无 效 的 , 因为 此 时 将 出 现 对 于 所 研究 的 问题 很 
重要 的 一 些 附加 的 物理 常量 , 例如 热 功 当量 光速 c 或 万 有 
引力 常量 /， 类似 的 常量 将 出 现在 描述 过 程 的 方程 和 问题 的 其 他 条 件 中 , 它们 必须 
列 入 主 定 参 量 和 所 研究 的 函数 关系 之 中 .因此 , 正如 下 面 将 指出 的 , 增加 原始 计 
量 单位 的 数目 在 一 般 情况 下 并 不 会 带 来 额外 的 简化 ， 不过, 如 果 从 附加 的 物理 考虑 
可 知 , 这 类 物理 常量 (如 7 或 /) 在 该 函数 关系 中 是 非 实 质 性 的 , 那么 由 此 就 可 以 获 
得 极 大 的 好 处 . 
正 是 由 于 这 个 原因 , 具有 固定 的 常量 值 7, c, /的 标准 单位 制 并 不 方便 , 在 实践 
中 的 许多 技术 和 物理 问题 中 也 不 应 用 这 样 的 单位 制 . 
、 在 某 些 科学 问题 中 清楚 地 显现 出 标准 化 和 在 管理 上 引进 普 适 
所 能 第 四 六 季 处 位 制 。 单 位 抽 的 趋势, 这 在 许多 情况 下 显然 是 非常 方便 和 有 益 的 . 然 
而 , 普 适 单位 制 与 确定 的 物理 常量 或 条 件 之 间 的 联系 在 很 多 
情况 下 是 人 为 的 , 并 且 使 用 任意 计量 单位 的 可 能 性 本 身 和 所 研究 的 规律 相对 于 单位 
制 的 选择 的 独立 性 反而 可 以 给 出 有 用 的 结论 . 所 以 在 运用 统一 的 计量 单位 的 同时 ,还 
要 求 把 任意 的 各 类 计量 单位 的 理论 发 展 成 为 有 效 的 实验 和 理论 方法 的 基础 
在 这 些 问题 中 , 选择 单位 制 、 选 择 坐 标 系 乃至 一 般 地 选择 参考 系 是 完全 类 似 的 
我 们 当然 可 以 固定 完全 确定 的 同一 个 普 适 参考 系 , 并 且 只 在 这 个 参考 系 下 研究 所 有 
问题 , 不 过 , 能 够 应 用 不 同 的 参考 系 , 能 够 在 具体 问题 中 应 用 表征 其 特性 的 专门 的 参 
考 系 , 这 种 可 能 性 本 身 就 是 物理 学 中 卓有成效 的 研究 方法 的 基础 . 此 外 , 关于 物理 定 
律 相 对 于 坐标 系 和 参考 系 (例如 惯性 参考 系 ) 的 选择 不 变 的 物理 学 基本 原理 在 已 知 
的 意义 下 是 动量 守恒 定律 、 能 量 守恒 定律 、 动量 矩 守 恒定 律 这 些 普 适 物理 定律 的 另 
外 一 种 表述 
在 某 些 问题 中 (但 是 特别 强调 , 并 非 在 所 有 问题 中 ), 除了 物理 定律 相对 于 伽 利 
洛 变换 群 或 洛 伦 兹 变换 群 的 普 适 不 变性 , 还 补充 有 所 研究 的 函数 关系 相对 于 相似 变 
换 群 的 不 变性 , 这 种 性 质 决定 于 所 有 方程 和 附加 条 件 在 相似 变换 下 能 够 保持 不 变 , 而 


3 量 纲 理论 中 的 主 定 参量 是 指 在 所 研究 的 问题 中 起 决定 作用 的 参量 , 即 函数 (7.5) 的 自 变量 . 
一 一 译注 
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相似 变换 正好 等 价 于 从 一 个 单位 制 到 另 一 个 单位 制 的 转换 . 
I 定 弄 现在 考虑 相对 于 单位 制 的 选择 不 变 的 物理 规律 ， 并 研究 表示 这 些 规 律 的 一 
般 有 量 纲 的 物理 量 之 间 的 函数 关系 的 结构 . 
设 我 们 有 某 个 有 量 纲 的 或 无 量 纲 的 量 a, 它 是 一 些 相互 独立 的 一 般 有 量 纲 的 量 
Ql a2, ,an 的 函数 : 


a = f(al, a2, “Qk Ohl dn) {7.5) 


al Qa2，,…, an 中 的 某 些 量 在 所 研究 的 过 程 中 可 以 是 常量 , 其 他 量 则 是 变量 . 对 于 变 
量 , 我 们 假设 其 值 不 等 于 零 或 无 穷 大 , 或 者 当 相 应 的 自 变量 等 于 零 或 无 穷 大 时 函数 
(7.5) 是 连续 的 . 

我 们 认为 , 在 函数 关系 (7.5) 的 自 变量 中 列 出 了 所 研究 的 量 a 的 值 所 依赖 的 所 
有 的 有 量 纲 的 和 无 量 纲 的 常量 和 变量 . 

假定 (7.5) 中 的 函数 f 表述 某 个 与 单位 制 的 选择 无 关 的 物理 规律 , 我 们 现在 寻 
求 此 函数 的 结构 . 

设 在 有 量 纲 量 ai, cz, …, an 中 , 前 大 个 量 (k < n) 具有 独立 的 量 纲 (基本 计量 
单位 的 数目 应 当 大 于 或 等 于 上). 

量 纲 独立 的 含义 是 , 一 组 量 中 任何 一 个 量 的 量 纲 公式 不 能 以 罕 次 单项 式 的 形式 
表示 为 其 他 各 量 的 量 纲 公式 的 组 合 . 例如 , 长 度 的 量 纲 L, 速度 的 量 纲 L/T 和 能 量 的 
量 纲 ML?/T? 是 独立 的 , 而 长 度 的 量 纲 L, 速度 的 量 纲 L/T 和 加 速度 的 量 纲 L/T? 
则 是 相关 的 . 

在 力学 量 中 , 具有 独立 量 纲 的 量 通 常 不 超过 3 个 . 我 们 假设 等 于 量 纲 独立 的 
参量 的 最 大 数目 , 于 是 量 a, ok+1, :…, an 的 量 纲 可 以 通过 参量 ol, ao,…, ak 的 量 
纲 表 示 出 来 . 

取 个 量 纲 独立 的 量 a1, az, …， ak 作为 基本 量 , 并 对 它们 的 量 纲 引入 记号 


[al] = A1, [az] = 42，…: ，[ak] = 4k. 
其 余 量 的 量 纲 将 具有 以 下 形式 : 
(a] = A 4 ATs, [okh] = AP: A .AR an] = AP 422 AL. 


现在 把 量 ai, a2, …, ax 的 计量 单位 分 别 改 变 为 原来 的 /al, 1/aa, …， 1/axk, 则 在 
新 的 单位 制 中 , 这 些 量 和 量 a, ak+1, …， an 的 数值 将 分 别 等 于 


1 
ad = alQl， Q = Aaa OO 


1 1 
Q2 = O202, QK+1 = af a82 .oF Qk+1 


ak = Qkak, an 一 aa 和 .oan. 
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关系 式 (7.5) 在 新 的 单位 制 中 具有 以 下 形式 : 


M1 Q2 2 . 


a' 一 al lp. 


al sa = QT!o CR f(a1,a2,***, an) 


= f(aQia1,0202,° 0 QkQK aa82 OR Qk A OF. an). (7.6) 


该 等 式 表 明 , 函数 f 对 于 量 al, ac, …, ak 的 计量 单位 是 齐 次 的 . 
我 们 利用 aa, az,…, ax 的 选取 来 减少 函数 了 的 自 变量 的 数目 . 令 
1 1 


Ql 二, Qa2 二 一 ， ak = 一 . 
Ql a2 Qk 


在 这 样 选取 比例 al, a2, …，, ax 时 , 不 论 量 a1, az, …, ak 的 数值 等 于 多 少 D , 关系 
式 (7.6) 右边 部 分 的 前 & 个 自 变量 的 值 都 将 等 于 1. 于 是 , 利用 关系 式 (7.5) 被 假定 
与 单位 制 的 选择 无 关 这 一 情况 , 我 们 将 这 样 选 取 单位 制 , 使 函数 f 的 丰 个 自 变量 都 
取 等 于 1 的 固定 常数 值 . 、 

在 这 个 相对 的 单位 制 中 , 参量 a, ak+1, … ,an 的 数值 由 以 下 公式 确定 : 


0 1 Qn 
芭 中 ou oo :on 是 所 研究 的 量 在 原先 的 单位 制 中 的 数值 

不 难看 出 , L,I, .…, IT，_x 的 值 与 原先 的 单位 制 的 选取 无 关 , 因为 它们 相对 于 
计量 单位 A1, 42, …, Aw 来 说 是 无 量 纲 的 . 此 外 , IT, TI, .…, II。 的 值 显然 根本 与 
表示 量 纲 独立 的 量 a1, a2, .…, ok 的 个 计量 单位 所 用 的 单位 制 的 选取 无 关 . 因此 ， 
量 [I TL, .…, IIw_x 可 以 看 作 是 无 量 纲 的 . 于 是 , 在 任何 单位 制 中 , 关系 式 (7.5) 可 
以 表示 为 如 下 形式 : 
开 = f(1,1, er 1,11, “In_k), (7 

kk 


式 中 工 和 函数 f 的 所 有 自 变量 都 是 无 量 纲 的 . 

因此 , 含有 上 大 个 量 纲 独立 的 量 的 n+ 1 个 有 量 纲 量 a, al, …, an 之 间 的 关系 
与 单位 制 的 选择 无 关 , 这 个 关系 可 以 化 为 由 n+1 个 有 量 纲 量 组 合 而 成 的 n+1 一 k 
个 无 量 纲 量 II, IT1,…, II,_k 之 间 的 关系 . 量 纲 理论 的 这 一 普遍 结论 就 是 著名 的 
II 定理 . 

如 果 某 一 个 无 量 纲 量 是 许多 有 量 纲 量 的 函数 , 则 此 函数 只 能 依赖 于 由 所 有 决定 
“ 它 的 有 量 纲 量 组 成 的 无 量 纲 组 合 . 

显然 , 改变 函数 f 的 形式 , 就 可 以 在 关系 式 (7.7) 中 将 无 量 纲 参量 组 IT, II2,:…， 
IIn_k 替换 为 另 一 组 无 量 纲 参量 , 它们 都 是 n 一 k 个 无 量 纲 参量 IT, TI2,…, ID 的 
函数 . 


1 为 简单 起 见 , 我 们 认为 参量 al, az, …, ak 取 有 限 值 且 不 等 于 零 . 显然 , 以 后 的 结论 可 以 推广 
到 al, az,…, ok 等 于 零 或 无 穷 大 的 情况 , 只 要 函数 f 对 自 变量 的 这 些 值 保持 连续 . 
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不 难看 出 , 如 果 nn 个 参量 ui, az, .…, an 中 量 纲 独立 的 参量 的 数目 不 超过 及 则 
由 这 n 个 参量 无 法 组 成 超过 n -大 个 独立 的 无 量 纲 组 合 . 这 可 以 直接 从 关系 式 (7.7) 
的 推导 得 出 , 只 要 我 们 选 出 任何 一 个 由 量 oil, oz, :…, an 组 成 的 无 量 纲 组 合并 把 它 取 
作 量 a 即 可 . 

有 量 纲 量 之 间 的 各 种 物理 关系 都 可 以 表述 为 无 量 纲 量 之 间 的 关系 . 应 用 量 纲 分 
析 研 究 物理 问题 之 所 以 富有 成 效 , 其 原因 其 实 就 在 于 此 . 

被 研究 的 量 的 主 定 参量 的 数目 越 少 ， 函数 关 系 在 形式 上 受到 的 限制 就 越 大 , 研 
究 就 越 容易 进行 . 特别 地 , 如 果 所 有 主 定 参量 都 有 独立 的 量 纲 , 则 利用 量 纲 理论 就 可 
以 完全 确定 该 函数 关系 , 精确 到 只 相差 一 个 常数 因子 . 

其 实 , 若 m” =, 则 由 参量 a1, ao,.…, an 不 能 组 成 无 量 纲 组 合 , 所 以 函数 关系 式 
(7.7) 可 以 表示 为 以 下 形式 : 


a= Car!as? .Qnr 


式 中 C 是 无 量 纲 常数 , 而 指数 mi, m2, .…, mn 容易 由 a 的 量 纲 公式 确定 . 此 时 , 无 
量 纲 常数 C 可 以 或 者 由 实验 确定 , 或 者 通过 求解 相应 的 数学 问题 从 理论 上 确定 . 

显然 , 我 们 能 够 选取 的 基本 计量 单位 越 多 , 量 纲 理论 带 来 的 好 处 也 应 当 越 多 . 

我 们 在 上 面 已 经 看 到 , 基本 计量 单位 的 数目 可 以 任意 选取 . 然而 , 增加 基本 计量 
单位 的 数目 , 就 要 引进 附加 的 物理 常量 , 这 些 常量 也 应 列 入 主 定 参量 . 增加 基本 计量 
单位 的 数目 , 我 们 就 增加 了 主 定 参量 的 数目 . 在 一 般 情况 下 , 差 值 n 十 1 一 k 保持 不 
变 , 亦 即 用 以 表达 物理 关系 的 无 量 纲 参量 的 数目 不 变 . 

只 有 在 下 述 情 况 下 , 增加 基本 计量 单位 的 数目 才 会 带 来 好 处 , 这 时 由 物理 上 的 
进一步 思考 可 知 , 引进 新 的 基本 计量 单位 时 所 出 现 的 物理 常量 不 起 作用 . 例如 , 如 果 
我 们 研究 一 种 包含 机 械 过 程 和 热 过 程 的 现象 , 那么 , 为 了 量度 热量 和 机 械 能 , 可 以 引 
入 两 个 不 同 的 计量 单位 一 一 卡 和 焦耳 , 但 这 时 必须 考虑 有 量 纲 的 常量 了 一 一 热 功 当 
量 . 现在 假设 我 们 研究 不 可 压缩 理想 流体 运动 中 的 热量 传递 现象 , 并 县 不 发 生 热 与 
机 械 能 的 相互 转化 , 热 过 程 和 机 械 过 程 从 而 将 不 依赖 于 热 功 当量 的 值 而 进行 . 即使 
我 们 有 可 能 改变 热 功 当量 的 值 , 这 也 决 不 会 影响 特征 量 的 值 . 因此 , 常量 了 在 这 种 情 
况 下 不 会 出 现在 物理 关系 式 中 , 于 是 , 增加 基本 计量 单位 的 数目 , 就 可 以 借助 于 量 纲 
理论 获得 一 些 额外 的 重要 认识 . 


8 8. 确定 一 类 现象 的 参量 和 应 用 量 纲 分 析 的 典型 实例 


根据 问题 的 数学 提 法 “应 用 量 纲 理论 的 基础 是 在 所 研究 的 问题 中 使 用 II 定理 ,由 

揭示 主 定 参量 组 此 产生 了 如 何 列 出 形 如 (7.5) 的 函数 的 自 变 量 一 一 主 定 参 量 
一 的 问题 . 

在 第 六 章 热力 学 中 , 我 们 已 经 知道 了 表征 介质 微 元 的 状态 和 运动 的 主 定 参量 组 “， 
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的 概念 . 现在 需要 引入 这 样 的 主 定 参量 组 , 它 是 从 我 们 选 出 的 一 类 问题 的 提 法 中 得 
到 的 , 并 且 完全 表征 了 对 所 研究 的 介质 的 这 类 一 般 问题 中 的 每 一 个 单独 的 问题 

在 提出 问题 时 , 基本 的 和 最 初 的 阶段 是 选取 连续 介质 的 模型 或 模型 组 , 并 概括 所 
求 的 解 的 性 质 . 这 包括 , 考虑 对 称 条 件 并 选取 适当 的 坐标 系 , 同时 要 确定 方程 组 所 
求 函数 组 及 其 类 别 , 以 及 独立 变量 

主 定 参量 组 必须 包含 独立 变量 (如 zy, z, 引 和 诸如 热 导 率 、 符 度 、 弹性 模 量 竺 
的 物理 常量 ， 此 外 , 对 于 所 研究 的 一 类 问题 ,给 出 运动 的 介质 所 占 区 域 9 的 有 量 网 
的 和 无 量 纲 的 特征 量 必须 也 包含 在 主 定 参量 中 . 此 后 , 还 必须 对 表示 边界 条 件 和 初 
始 条 件 时 决定 待 求 函 数 的 量 加 以 刻画 , 并 把 这 些 量 列 入 主 定 参量 

车 所 研究 的 问题 已 被 表述 为 一 个 数学 问题 , 则 对 于 所 求 的 物理 规律 总 是 容易 写 
出 形 如 (7.5) 的 函数 的 完整 的 自 变量 表 . 这 就 是 在 问题 已 被 用 数学 方法 提出 时 得 到 主 
定 参量 组 的 一 般 方法 . 

主 定 参量 是 为 了 用 各 种 方法 (包括 用 计算 机 ) 计算 所 求 函数 而 应 当 给 出 的 所 有 
数据 
在 利用 实验 获得 所 需 答案 时 ,也 必须 明确 地 指出 并 列举 所 有 主 定 参量 ， 只 有 在 
这 种 条 件 下 , 实验 才能 够 被 重复 , 才 可 以 对 不 同 实验 进行 比较 . 

根据 问题 的 数学 提 法 组 成 主 定 参量 组 的 上 述 方法 一 般 不 是 必 
ee 须 的 ， 一 般 而 言 , 在 模型 的 详细 性 质 乃 至 方程 组 未 知 时 , 只 
二 要 以 有 关 的 初步 结果 或 假设 为 基础 即 可 写 出 主 定 参量 组 其 

函数 的 形式 和 常量 包含 在 或 可 能 包含 在 模型 的 定义 、 初 始 条 
件 、 边界 条 件 以 及 其 他 给 出 具体 问题 的 条 件 之 中 、 

呈 在 研究 进行 某 些 运动 的 各 种 力学 系统 时 , 总 可 以 限制 所 允许 的 
有 限 的 主 定 参量 组 -系统 和 运动 的 类 别 , 使 得 一 个 具体 的 系统 和 其 中 我 们 所 关心 的 
一 个 特定 的 运动 可 由 有 限 个 有 量 纲 的 和 无 量 纲 的 参量 来 确定 .由 问题 的 条 件 给 出 的 
一 系列 无 量 纲 函数 或 常数 一 经 固定 , 就 可 以 实现 这 些 限 制 

，_，。 如 果 物理 定律 能 够 使 用 任意 的 专门 的 计量 单位 来 描述 , 以 

去 入 参量 组 应 当 是 完 定理 为 基础 的 量 纲 理论 就 使 我 们 能 够 从 这 一 可 能 性 中 得 出 一 

些 结论 . 因此 , 在 列举 一 类 现象 的 主 定 参量 时 , 必须 指出 与 现 

象 的 本 质 有 关 的 所 有 的 有 量 纲 参量 , 不 管 它们 是 常量 还 是 变量 . 重要 的 是 参量 能 够 
在 不 同 的 单位 制 中 取 不 同 的 数值 

例如 , 当 重力 起 重要 作用 时 , 重力 加 速度 g 总 是 必须 包括 在 主 定 参量 组 中 , 虽然 
g 的 信 对 于 许多 实际 运动 是 不 变 的 . 

在 把 重力 加 速度 g 作为 主 定 参量 引进 之 后 , 通过 改变 量 g 的 值 我 们 可 以 毫 不 
麻烦 地 把 一 类 运动 进行 人 为 的 扩充 . 这 种 方法 使 我 们 可 以 察觉 并 得 到 有 关 某 些 参量 
的 影响 的 一 些 有 价值 的 定性 的 结论 , 根据 定理 , 这 些 参量 只 能 够 出 现在 包括 重力 
加 速度 9 的 组 合 中 . 
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主 定 参量 组 应 当 具 有 完全 性 . 在 主 定 参量 (其 中 有 些 可 能 是 有 量 纲 的 物理 常量 ) 
中 一 定 要 有 这 样 的 有 量 纲 量 , 通过 其 量 纲 可 以 把 我 们 所 感 兴趣 的 全 部 待 求 的 量 的 量 
纲 者 表示 出 来 
如 果 主 定 参量 组 从 其 量 纲 的 角度 讲 是 不 完全 的 , 根据 问题 提 法 的 实质 也 不 能 扩 
充 主 定 参量 组 , 那么 这 就 意味 着 , 待 求 量 或 者 等 于 零 , 或 者 等 于 无 穷 大 . 在 用 狄 拉克 
5 函数 给 出 点 源 型 的 初始 条 件 时 ,我们 常常 遇 到 这 种 情况 
在 一 般 情况 下 , 利用 I 定理 来 研究 函数 关系 的 方法 从 本 质 上 
是 之 织 认 名 是 的 于” 讲 是 有 限 的 和 不 足 的 , 因为 由 此 不 可 能 建立 无 量 纲 量 之 问 的 
关系 . 对 于 运动 方程 的 任何 改变 , 只 要 此 时 没有 引进 革 些 新 的 
有 量 纲 量 , 量 纲 理论 的 所 有 结论 就 都 不 发 生变 化 . 例如 , 可 以 把 运动 方程 中 的 各 项 分 
别 乘 以 某 些 正 的 或 负 的 无 量 纲 数 , 或 分 别 乘 以 依赖 于 所 采用 的 主 定 参量 组 的 无 量 网 
函数 . 类 似 的 变化 并 不 影响 量 纲 理 论 的 结论 , 却 能 够 严重 地 影响 物理 规律 的 特性 
量 纲 理 论 对 于 理论 和 实验 研究 的 主要 好 处 关系 到 下 述 可 能 性 : 物理 规律 能 够 通 
过 相对 于 单位 制 的 选择 无 关 的 无 量 纲 的 形式 写 出 并 进行 研究 
考虑 球面 活塞 问题 . 设 活塞 在 时 刻 t = 0 开始 从 某 一 初始 半 
最 人 中 的 球面 活 于 问 径 yo 按照 给 定 规律 w(t) = dri/dt 在 静止 气体 中 膨胀, 气体 
的 初始 密度 为 pu, 初始 压强 为 p. 
为 了 确定 理想 完全 气体 的 球 对 称 绝热 扰动 ， 必 须 求解 含有 3 个 方程 的 方程 组 
(6.28), 其 中 包括 3 个 未 知 函数 p, p 和 v. 显然 , 可 以 取 量 


TY，pP1，D1，70，7 + 
和 活塞 膨胀 规律 
vn(t) 
作为 待 求 函数 的 独立 自 变量 , 它们 的 取 值 是 由 我 们 给 出 的 . 其 中 , y = cny/cv 是 无 量 
网 常数 一 一 绝热 线 指数 , 它 出 现在 绝热 性 方程 和 激 波 条 件 中 . 为 了 得 到 有 限 数目 的 
主 定 参量 组 , 可 以 选取 活塞 膨胀 规律 w(b) 的 一 些 确 定 的 形式 , 只 要 这 些 形式 依赖 于 
有 限 数目 的 参量 . 例如 , 如 果 活 塞 匀 加 速 膨胀 , 或 者 在 更 一 般 的 情况 下 , 如 果 v(t) 是 
多 项 式 , 则 应 当 取 相应 多 项 式 的 系数 作为 主 定 参量 . 
我 们 来 考虑 一 个 最 简单 的 重要 情况 : 活塞 在 时 刻 t =0 突然 开始 以 速度 
Vn = Const = vo 

匀速 膨胀 . 在 这 种 情况 下 , 主 定 参 量 组 可 以 写 为 以 下 形式 : 

?7，p1，Dp1，70，70， ™, 办 (8.1) 


或 


vo To 7 YPpi 
| ss i eet. 3 8.2 
a a 7 Qt 其 中 sa pl ( ) 
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(ai 是 无 扰动 状态 所 对 应 的 声速 ). 
根据 开 定理 , 对 待 求 函数 可 以 写 出 以 下 形式 的 公式 : 
p=pif1 (+ th )， 


al 7 alt 


eRe D0 10 Ee 
7=p1j (> 二)， (8.3) 


Vv Tn 条 
v= vofs (% ~ 2 


a 7 alt 
在 公式 (8.3) 中 , 无 量 纲 函 数 /|，f。, fs 通过 4 个 无 量 纲 参量 表示 , 其 中 2 个 参量 
ro/r; 7/ait 是 变量 . 
现在 可 以 把 方程 (6.28) 通过 函数 用, fo, fs 改写 为 无 量 纲 形式 . 这 些 方程 成 为 
以 2 个 独立 变量 


为 自 变 量 的 偏 微 分 方程 . 

如 果 进 一 步 做 理想 化 假设 , 认为 活塞 在 初始 时 刻 从 一 点 开始 膨胀 , 即 认为 ro = 0， 
则 我 们 所 研究 的 问题 根据 公式 (8.3) 可 以 大 为 简化 . 

在 这 种 情况 下 , 主 定 参 量 组 (8.2) 不 再 包括 特征 尺度 (ro = 0), 所 以 在 (8.3) 中 也 
会 减少 1 个 变量 (5 = ro/r = 0). 因此 , 这 时 I 定理 给 出 以 下 结论 : 待 求 函 数 的 形式 


变 为 . 
p=pifi (> 二 路 
了 = pif2 @ 2 小 ， (8.4) 


v = vofs ( 0 小 
即 待 求 函数 只 可 能 依赖 于 变量 > 和 t 的 组 合 


[六 
"at 

因此 , 通过 对 问题 提 法 的 研究 , 我 们 根据 量 纲 理论 证 明了 , 上 述 球面 活塞 从 一 点 
开始 膨胀 的 问题 是 自 相似 的 . 

将 (8.4) 代入 方程 (6.28), 我 们 得 到 函数 1, f。 和 fs 的 常 微分 方程 . 原来 的 非 
线性 偏 微 分 方程 组 大 为 简化 , 因为 现在 需要 求解 的 是 常 微分 方程 , 尽管 它们 仍然 是 
非 线性 的 . 

显然 , 所 有 上 述 结论 对 于 气体 一 维 非 定常 运动 的 其 他 一 些 问题 也 成 立 ， 只 要 主 
定 参量 组 可 以 由 (8.1) 或 (8.2) 给 出 , 或 者 其 中 再 补充 其 他 参量 , 例如 补充 一 个 有 量 
纲 的 常 参量 9*, 它 对 应 从 爆 麦 波 或 燃烧 波 前 锋 释 放出 来 的 质量 能 量 . 因为 9* 具有 速 
. 度 的 平方 的 量 纲 , 所 以 对 于 从 一 点 开始 膨胀 的 活塞 问题 , 即 ro = 0 的 活塞 问题 , 如 果 


88， 确 定 一 类 现象 的 参量 和 应 用 量 纲 分 析 的 典型 实例 329 


在 扰动 区 域 中 有 爆 奏 波 或 燃烧 波 , 则 问题 的 自 相似 解 具有 以 下 形式 : 
p=pi1f1 (> 二 A 


ait 
vp 下 
2 三 Dij (> a a3’ 去 )， 
vo g* 7 
了 三 vofs ( a 03 去 ): 
尽管 这 时 常 参量 的 数目 增加 , 但 运动 仍 是 自 相似 的 , 因为 在 本 质 上 只 有 1 个 变量 . 
对 自 相 似 活塞 问题 更 加 详细 的 研究 表明 , 在 活塞 前 面 会 产生 沿 未 扰动 气体 传播 


的 球面 激 波 . 如 果 研 究 激 波 的 运动 特征 量 , 则 自 相似 问题 中 的 球面 激 波 半径 ra 决定 
于 参量 


Y, Vo Q1), 9， t. 
因为 利用 这 些 参量 无 法 组 成 包括 时 间 变 量 t 的 无 量 纲 组 合 , 所 以 对 ra 可 以 得 出 公式 
ro2 一 Qt (» 本， 和) 


1 4 


由 此 可 知 , 在 所 研究 的 问题 中 , 无 论 在 激 波 中 是 否 有 能 量 释 放 , 激 波 前 锋 都 以 常 速 均 
匀 膨 胀 . 这 是 一 个 非常 重要 的 结果 , 并 且 不 必 完 全 求解 问题 就 可 以 得 到 这 一 结果 . 
可 以 推广 上 述 方法 , 从 而 研究 给 出 自 相似 解 的 各 种 各 样 的 问题 提 法 . 我 们 注意 
到 , 在 上 面 的 问题 中 保证 自 相似 解 存 在 的 是 2 个 条 件 : 其 一 , 没有 特征 尺度 ro; 其 二 ， 
从 已 有 常量 不 能 组 成 具有 时 间 量 纲 的 常量 . 
如 果 把 活塞 的 匀速 膨胀 问题 改 为 匀 加 速 膨胀 问题 , 则 解 的 相似 性 消失 , 相应 的 气 


体力 学 问题 具有 更 高 级 别 的 难度 . 
点 爆炸 问题 现在 对 86 中 提出 的 点 爆炸 问题 进行 量 纲 分 析 . 容易 看 出 , 该 问题 的 主 
和 定 参量 组 可 以 表示 为 

7Y; Pl1; D1; E, 六 t. (8.5) 


容易 直接 验算 , 相应 3 个 无 量 纲 独立 参量 (n = 6,k = 3) 可 以 取 为 
1/5 5/6 


_ pr _ prt 
1 N= BB "™ psp 0 


爆炸 产生 激 波 , 对 于 激 波 前 锋 之 后 的 压强 分 布 ,成 立 以 下 形式 的 公式 : 
p= fy, 7). (8.7) 


在 这 个 公式 中 有 入 和 7 这 2 个 变量 , 所 以 点 爆炸 问题 和 它 的 解 不 是 自 相 似 的 . 
利用 方程 (6.28) 以 及 附加 的 初始 条 件 和 边界 条 件 可 以 求 出 公式 (8.7) 中 的 函数 f 的 
形式 , 例如 通过 数值 计算 的 方法 . 还 可 以 提出 通过 实验 确定 这 个 函数 的 问题 . 在 这 两 
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种 情况 下 , 关于 函数 关系 (8.7) 的 结构 的 结论 具有 重要 的 应 用 价值 和 理论 价值 

当然 , 这 时 得 到 的 结果 只 有 在 问题 的 概括 和 提 法 所 要 求 的 那些 基本 假设 (忽略 
辐射 ,均匀 性 , 空气 原来 静止 等 ) 成 立时 才 符合 实际 情况 .我 们 指出 , 问题 的 这 个 提 
法 幸好 在 许多 重要 情况 中 (但 并 非 总 是 如 此 ) 基本 符合 实际 情况 , 因而 是 有 用 的 . 

为 了 (在 y 固定 时 ) 建立 函数 关系 (8.7), 只 要 利用 某 些 具体 数据 进行 唯一 的 一 
次 计算 即 可 . 例如 , 如 果 我 们 对 空气 中 的 火花 放电 进行 计算 , 这 就 能 够 确定 原子 弹 爆 
炸 时 的 相应 有 量 纲 量 .同样 , 在 确定 的 高 度 上 , 即 当 p, 和 p, 己 知 时 , 也 只 要 进行 只 
一 的 一 次 具有 给 定 能 量 的 实验 性 爆炸 即 可 . 利用 在 这 次 实验 中 得 到 的 测量 结果 , 就 能 
够 计算 并 预测 所 有 其 他 实验 的 相应 参量 , 这 些 实验 具有 不 同 的 能 量 和 表征 均匀 大 
气 的 其 他 已 知 的 特征 量 

在 每 一 次 这 样 的 计算 或 实验 中 , 都 能 够 得 到 关于 函数 /(y, 和 ,7) 的 数据 , 利用 
这 些 数据 显然 足以 描述 任何 其 他 条 件 下 的 点 爆炸 . 

Ee ”在 集中 装 药 的 情况 下 , 如 果 研究 爆炸 在 远大 于 炸药 本 身 尺 度 的 
强 爆炸 问题 的 提 法 ”距离 上 的 作用 , 并 且 所 研究 的 作用 点 仍然 距离 爆炸 中 心 足够 近 ， 
以 至 于 由 爆炸 导致 的 压强 还 非常 大 , 就 可 以 在 问题 的 提 法 和 公式 (8.7) 中 进一步 引入 
一 些 重要 的 简化 . 

实验 和 理论 表明 ,在 爆炸 时 , 在 气体 扰动 区 域 的 边界 上 会 产生 一 道 沿 静止 气体 
迅速 膨胀 的 球面 激 波 . 静止 气体 的 压强 p 属于 主 定 参量 组 (8.5). 压强 p, 对 气体 扰 
动 的 影响 只 能 通过 激 波 上 的 边界 条 件 表现 出 来 . 按照 (6.30) 一 (6.32), 这 些 条 件 被 写 
为 用 激 波 前 的 特征 量 表示 激 波 后 的 特征 量 的 形式 , 它们 还 可 以 改写 为 以 下 形式 : 


TY 一 1 于 27p1 (8.8) 


按照 问题 的 条 件 , 这 里 已 经 认为 


Vrl=Vr2=0, Vn2 = V2 —D, Vnl=—, 


Ql1 一 2 
V p 


在 强 激 波 的 初始 阶段 ， 公式 (8.8) 中 的 无 量 纲 量 yp1/p19? 与 量 yps/p12? 相 比 
很 小 , 因为 激 波 后 的 压强 ps 远大 于 初始 压强 pi. 不 等 式 p。 > pi 表示 压强 在 激 波 前 
后 的 剧烈 变化 , 这 就 是 强 激 波 的 特征 . 对 于 强 激 波 , 条 件 (8.8) 在 忽略 a?2/9? 阶 小 量 


并 且 
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后 可 以 简化 为 以 下 近似 条 件 : 
v2 一 err 
p= tp, (8.9) 


2 
= — p197. 
?2 一 了 TITA 


条 件 (8.9) 是 强 激 波 条 件 . 当 激 波 前 的 压强 为 零 (p; = 0) 时 , 这 些 条 件 与 精确 条 
件 相 同 ; 与 之 相应 的 是 , 与 发 生 爆 炸 时 在 对 称 中 心 释放 出 的 能 量 相 比 , 这 时 可 以 忽略 
激 波 所 包围 的 区 域内 的 初始 能 量 . 

在 分 析 强 点 爆炸 问题 和 实际 求解 这 个 问题 时 , 如 果 用 条 件 (8.9) 取代 条 件 (8.8)， 
就 可 以 把 压强 mm 从 主 定 参量 组 (8.5) 中 去 掉 (所 以 7 也 可 以 去 掉 ). 由 此 可 知 , 上 述 
强 点 爆炸 所 对 应 的 气体 运动 是 自 相似 的 . 这 时 , 爆炸 波 前 锋 之 后 的 气体 扰动 的 特征 
量 分 布 可 以 表示 为 以 下 形式 : 

v= vy (y, \), 
p= pF(Y, \), (8.10) 
p= pH%(Y, \), 


式 中 V2, D2 和 po 由 公式 (8.9) 确定 . 
显然 , 爆炸 波 前 锋 的 半径 ra 和 它 的 速度 9 = drz/dt 决定 于 量 


0D1， 7Y, E, 加 


其 中 常数 7 是 无 量 纲 的 , 而 参量 p1, EB 和 + 具有 独立 的 量 纲 , 所 以 无 法 从 这 些 量 组 
成 无 量 纲 组 合 . 根据 工 定理 , 对 于 r 和 多 成 立 公式 


1/5 
72 一 (三 ) t2/5, 
pl 


5 1/2 
= 2 (人 1-3/5 一 2 5/2 (2) 8 7 3/2， 
pl 5 AP1 


式 中 是 只 依赖 于 7 的 某 个 无 量 纲 量 , 而 有 量 纲 量 的 指数 是 从 ra 的 量 纲 为 长 度 这 
一 条 件 确定 出 来 的 . 

我 们 从 问题 的 提 法 出 发 , 利用 量 纲 理论 但 不 必 实 际 求解 整个 问题 , 即 可 得 到 公式 
(8.11). 这 些 公式 是 激 波 的 运动 规律 . 在 t= 0 时 , rs = 0, 而 激 波 速度 2 是 无 穷 大 的 . 
随 着 时 间 的 增加 , r? 增加 , 但 速度 9 减 小 . 显然 , 强 激 波 假设 只 在 9 六 ,ai 的 时 间 段 
才 成 立 . 由 一 般 理论 可 知 , 激 波 前 锋 沿 气体 微 元 传播 的 速度 总 是 大 于 激 波 前 的 声速 . 

由 (8.11) 和 入 的 公式 (8.6) 可 知 , 和 可 以 取 为 


r 
X= (8.12) 


(8.11) 
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在 扰动 区 域内 , 和 在 区 间 (0, 1) 上 变化 . 
确定 扰动 的 问题 归结 为 求 出 函数 (y， 入 ), 多 (7Y, 入 ), 多 (7Y, 和 ) 和 k(Y). 激 波 条 
件 的 形式 简化 为 


YY, 1)= FY, 1)= RY, 1)=1. (8.13) 
在 对 称 中心 , 没有 质量 源 的 条 件 归结 为 气体 微 元 的 速度 等 于 零 的 条 件 , 即 
jl14 YXY(7，0) = 0. (8.14) 


气体 扰动 区 域 的 总 能 量 守恒 的 条 件 为 


ra 2 人 
E= / (5 十 2) parr? dr, 
根据 (8.10) 和 (8.12), 这 个 条 件 归 结 为 


1 
5 
了 二 0 . (VR + PX. 
1 天 。 这 个 条 件 可 以 用 于 计算 常数 
i 显然 , 函数 函数 儿 , 多 和 多 满足 常 微分 方程 . 
人 人 这 些 方程 必须 在 区 间 0 < 和 < 1 上 求解 , 并 且 条 件 
a (8.13) 和 (8.14) 是 区 间 两 端的 边界 条 件 . 

我 们 不 打算 在 这 里 求解 这 个 问题 2) . 我 们 仅仅 指出 , 为 了 实际 得 到 这 个 问题 的 
解 , 可 以 不 从 实际 上 已 经 写 出 的 3 个 常 微分 方程 出 发 , 而 只 利用 量 纲 分 析 就 可 以 写 
出 该 常 微分 方程 组 的 2 个 代数 积分 , 从 而 以 简单 的 代数 形式 得 到 强 点 爆炸 问题 的 精 
确 解 . 图 60 给 出 了 求解 强 点 爆炸 问题 的 结果 . 

物体 在 流体 内 部 运动 时 会 引起 流体 发 生 扰 动 , 流体 与 物体 之 
含 你 在 天 处 的 信也 2 间 有 相互 作用 力 ， 相关 问题 是 连续 介质 力学 问题 中 最 主要 、 
最 核心 的 问题 . 

当 物 体 与 运动 的 外 部 连续 介质 有 接触 时 ， 在 接触 面 上 会 产生 相互 作用 力 ， 这 些 
相互 作用 力 的 性 质 以 及 它们 对 物体 的 运动 规律 、 几 何 形状 和 其 他 一 些 特 性 的 依赖 关 
系 具 有 重大 的 实用 价值 . 在 一 些 工程 问题 中 , 需要 计算 各 种 仪器 在 水 中 和 空气 中 的 
运动 , 需要 计算 诸如 房屋 、 塔 、 堤 坝 、 管 道 等 各 种 建筑 物 的 平衡 . 这 时 , 关于 这 些 物 
体 与 周围 介质 的 相互 作用 力 的 结果 具有 重要 意义 . 

从 问题 的 一 般 提 法 和 量 纲 理论 可 以 得 出 某 些 一 般 的 推论 , 这 些 推论 对 于 各 种 物 
体 的 计算 方法 和 实验 研究 具有 重要 意义 . 

1 在 以 下 专著 中 给 出 了 这 个 问题 的 完整 的 研究 和 具体 的 解 : Cexos JI. UH. Meronpt momo6rrm u 
pa3MepHOCTH B MexaHnke. 7-e u3n. MockBsa: Hayra, 1972; 9-e xsa. MocgkBa: Hayra, 1981 ( 俄 


文 第 八 版 的 中 译本 : AI. I. 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理论 . 沈 青 , 倪 钢 非 , 李 维 新 译 . 北京 : 
科学 出 版 社 , 1982). 
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我 们 来 研究 一 个 示意 性 的 基本 问题 . 设 刚体 在 与 之 有 接触 的 不 可 压缩 流体 中 多 
速 平 动 , 流体 充满 物体 表面 以 外 的 全 部 空间 . 我 们 还 认为 , 表面 2 具有 任意 的 但 
固定 的 形状 , 并 且 ? 的 所 有 几何 尺寸 都 完全 决定 于 某 一 个 特征 长 度 d. 在 实际 中 , 这 
是 刚体 运动 的 一 种 重要 而 典型 的 情况 , 但 与 此 同时 还 需要 研究 可 变形 “固体 ”和 其 他 
物体 的 运动 问题 , 非 平 动 运动 , 加 速 运动 , 等 等 . 

如 果 一 些 有 限 大 小 的 物体 在 一 种 介质 内 部 平 动 , 并 且 物 体 的 表面 就 是 介质 的 
边界 , 则 在 平 动 理论 的 范围 内 可 以 研究 此 问题 的 两 种 等 价 的 基本 提 法 . 

入 对 运动 ”第 “种 提 法 是 “绝对 ”运动 问题, 这 时 认为 物体 前 面 的 流体 在 无 穷 远 处 是 

静止 的 , 处 于 未 受 扰动 的 状态 , 而 物体 以 常 速度 v 平 动 . 

嫉 流 问题 第 二 种 提 法 是 平 动 的 液 流 或 气流 绕 静 止 物体 运动 的 问题 , 这 时 物体 前 面 
无 穷 远 处 的 来 流 具有 常 速度 ~ 

按照 伽利略 一 牛顿 原理 , 使 整个 系统 (外 部 介质 和 物体 ) 天 加 上 一 个 平 动 速度 
-v 等 价 于 从 一 个 惯性 系 转换 到 另 一 个 惯性 系 . 因此 , 在 上 述 两 种 提 法 中 , 所 有 的 力 
的 相互 作用 都 是 相同 的 ; 在 所 有 的 点 又 加 上 绝对 速度 矢量 -wv 就 可 以 得 到 绕 流 问题 
中 的 相对 速度 场 . 

这 种 等 价 性 是 研究 这 个 问题 的 许多 实验 方法 的 基础 ,飞行 或 航行 实验 可 以 替换 
为 在 风 洞 、 水 槽 和 其 他 一 些 装置 中 对 静止 物体 进行 的 实验 .显然 , 飞行 问题 与 绕 流 问 
题 在 实际 中 的 完全 等 价 性 还 要 求 可 以 忽略 其 他 物体 的 影响 , 例如 风 洞 和 水 槽 的 壁面 
等 的 影响 . 如 果 这 种 影响 不 小 , 就 应 当 用 专门 的 方法 加 以 考虑 . 

在 问题 的 一 般 提 法 中 , 无 穷 远 条 件 是 对 物体 前 方 的 状态 和 速度 表述 的 . 这 是 因 
为 , 如 果 把 定常 运动 看 作 持 续 了 无 穷 长 时 间 的 非 定常 运动 的 极限 , 则 在 极限 情况 下 得 
到 的 结果 是 , 物体 所 经 过 的 路 径 是 无 穷 长 的 . 所 以 , 在 物体 后 方 无 穷 远 处 的 流体 运动 
一 般 会 受到 扰动 . 这 种 状况 出 现 于 有 限 翼 展 机 标 理 论 、 船 舶 运动 理论 和 其 他 许多 情 
况 中 . 
物体 在 充满 整个 空间 “我 们 开始 研究 物体 在 均匀 不 可 压缩 共性 流体 中 的 运动 , 由 第 
的 不 可 压缩 黏 性 流体 ”四 章 的 一 般 方程 可 知 , 不 可 压缩 黏 性 流体 的 力学 性 质 完全 决 
中 作 常 速 运动 时 的 速 ” 定 于 2 个 常量 : 密度 p 和 和 恭 度 j. 具有 相同 的 p 和 六 但 化 学 
度 场 和 应 力 场 的 主 定 ”上 不 同 的 两 种 不 可 压缩 黏 性 流体 从 力学 的 观点 看 并 无 区 别 . 
参量 不 可 压缩 钳 性 流体 绕 静止 物体 的 定常 流动 问题 就 是 在 一 定 条 
件 下 求解 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 的 问题 . 这 些 条 件 包括 : 流体 在 物体 表面 的 无 滑 移 条 件 
和 无 穷 远 条 件 一 来 流 在 无 穷 远 处 的 速度 _v 和 压强 p 是 给 定 的 . 对 于 非 线性 的 
纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 来 说 , 这 个 数学 问题 极其 困难 , 甚至 对 形状 最 简单 的 物体 也 不 
存在 精确 的 特 解 . 尽管 如 此 , 还 是 有 各 种 各 样 的 理论 和 实验 结果 , 从 而 能 够 估计 相互 
作用 力 和 流动 性 质 的 特点 , 能 够 得 到 关于 物体 形状 对 流体 与 物体 之 间 的 相互 作用 力 
大 小 的 影响 的 某 些 认识 . 

在 物体 的 固 连 坐标 系 中 , 不 可 压缩 黏 性 流体 的 相对 运动 或 绝对 运动 的 定常 速度 
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场 以 及 压强 和 黏 性 内 应 力 的 分 布 由 以 下 主 定 参量 组 的 函数 确定 : 
p; Hs d, v, @, B, poo, T, Y, Z, 


其 中 角 a, 6 确定 了 物体 相对 于 上 述 固 连坐 标 系 的 常 速 平 动 速度 矢量 的 方向 (图 61). 

升力 和 阻力 在 物体 表面 2 的 每 个 微 元 上 都 有 从 流体 作用 在 物体 上 的 面 力 pu do 

(依照 问题 的 条 件 , 我 们 不 考虑 质量 力 ). 从 这 些 力 对 被 看 作 刚体 的 物体 

的 作用 效果 来 看 , 只 有 合力 已 ( 主 矢量 ) 和 合力 矩 M 具有 重要 意义 , 它们 由 以 下 积 
分 定义 : 


P= |p,do, M= |rxPpndc. (8.15) 
ir! 
力 的 主 矢量 P 可 以 表示 为 和 的 形式 : 
P=W+h, 
图 61， 物 体 在 流体 中 运动 的 ”其 中 矢量 W 和 4 分 别 平行 和 垂直 于 速度 矢量 v. 当 力 
问题 的 示意 图 W 的 方向 与 v 的 方向 相反 时 , 这 个 力 称 为 阻力 ; 力 A 


则 称 为 升力 . 要 想 确定 力 W, A 和 力矩 M, 可 以 根据 理 

论 方法 直接 或 间接 计算 积分 (8.15), 或 者 在 实验 中 利用 天 平 来 测量 力 , 例如 在 风 洞 、 
水 洞 或 其 他 形式 的 实验 装置 中 进行 测量 

在 实验 和 理论 中 , 可 以 把 以 下 参量 视 为 力 W 和 4 的 主 定 参量 : 

p; HK; d, v, Qa, B, Poo: (8.16) 

压强 p 的 变化 对 合 容易 看 出 , 无 穷 远 处 的 压强 值 p, 在 计算 合力 时 并 不 重要 . 其 

力 没有 影响 (如 果 流 ” 实 , 因为 压强 仅仅 以 对 坐标 的 导数 的 形式 出 现在 不 可 压缩 流 

体 是 不 可 压缩 的 ) 。” 体 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 中 , 所 以 , 如 果 给 压强 增加 一 个 党 

量 , 同时 让 速度 场 保持 不 变 , 就 可 以 从 一 个 解 变换 为 另 一 个 解 . 由 此 可 见 , 无 穷 远 处 

的 压强 p。 可 以 又 加 给 流体 的 压强 . 我 们 指出 , 这 个 结论 只 对 不 可 压缩 流体 才 成 立 . 

另 一 方面 , 由 奥 一 高 定理 可 知 , 对 于 任何 封闭 曲面 2 和 它 所 包围 的 区 域 V, 成 立 等 式 


- /mn do = —po ft cos(n, z) +jcos(n, y)+kcos(n, 2)] do 
i 


-人 


- 广 xmpoo da = —poo | [r xicos(n, T)}+r xjcos(n, Yy)+r x kcos(n, z)] do 


Me < 


oe Dr xi ecx 用 8Cx 间 a 
二 mf | Bz oy Bz ar =0. 
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图 62， 球 体 的 阻力 系数 cw = 一 上 > 对 雷诺 数 Re = 和 的 函数 关系 (d 是 球 的 直径 ) 


5000 R 


。 小 野球 在 酒精 中 
x 小 气泡 在 水 中 
多 在 条 让 中 
500 让 小 
An 【和 下 小 于 在 水 中 


。 罗斯 合金 小 球 在 菜油 中 
Amold 


50 


63， 球 体 在 低 雷诺 数 下 的 阻力 系数 (cw, 和 Re 的 定义 见 上 图 ) 
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因此 , 利用 不 可 压缩 假设 可 以 从 主 定 参量 组 (8.16) 中 去 掉 量 p,, 而 从 剩 下 的 6 
个 参量 (n = 6,k = 3) 只 能 组 成 3 个 无 量 纲 参量 : 


a, B，Re = ee. ° (8.17) 


角 a 和 6 表征 物体 的 速度 v 相对 于 允 的 方向 . 如 果 物 体 是 球形 的 , 角 a 和 6 就 无 
关 紧 要 , 但 在 其 他 情况 下 速度 矢量 相对 于 物体 的 方向 非常 重要 , 所 以 角 a 和 6 是 重 
要 参量 . 无 量 纲 的 数 Re 称 为 雷诺 数 .雷诺 数 在 所 有 与 流体 黏 性 有 关 的 现象 中 具有 
基本 意义 . , . 
容易 验算 , 组 合 pd2v2 和 juwd = pd2v?/ Re 具有 力 的 量 纲 . 现在 , 根据 工 定理 可 
以 写 出 | 
W = cw(a, B, Re)pv?a, 
A= ca(a B, Re)pv?d’, (8.18) 
M = cula, B, Re)pv?d?. 
无 量 纲 系数 0 cyy, ca, cv 只 依赖 于 a, 8 和 雷诺 数 Re， 确定 不 同形 状 的 物体 的 这 
些 系 数 对 上 述 自 变 量 的 函数 关系 是 理论 和 实验 空气 动力 学 和 流体 力学 的 主要 任务 之 
一 . 对 于 在 实际 工程 中 遇 到 的 各 种 物体 , 现在 有 许多 关于 这 些 系数 的 结果 . 
流体 的 条 性 对 运动 的 影响 , 例如 对 阻力 

ss 一 。 。 ， 和 升力 的 影响 , 只 是 通过 雷诺 数 的 影响 才 表 
现 出 来 . 从 雷诺 数 公式 (8.17) 可 知 , 黏 性 的 
影响 不 仅 通过 黏度 / 表现 出 来 , 这 种 影响 还 
与 密度 p、 速度 v 和 长 度 尺度 d 有 密切 关系 . 
对 各 种 无 量 纲 函 数 而 言 , 黏度 增加 所 引起 的 
效果 等 价 于 流体 的 长 度 尺 度 、 速 度 或 密度 减 
小 所 引起 的 效果 . 显然 , 在 黏度 不 变 时 增加 物 
体 尺 度 或 运动 速度 等 价 于 在 尺度 和 速度 不 变 


时 减 小 笑 度 

在 图 62 中 给 出 了 关于 各 种 范围 内 的 雷 

人 诺 数 对 球体 阻力 系数 cw 的 影响 的 实验 结果 . 
对 各 种 液体 和 空气 得 到 的 实验 数据 很 好 地 位 
于 同一 条 曲线 上 当 雷诺 数 很 小 时 , 这 条 曲 


64， 机 翼 的 升力 系数 ov 和 阻力 系数 cw 线 的 方程 为 cw = c/ Re. 在 图 63 中 , 该 曲线 
对 攻 角 a 的 典型 依赖 关系 曲线 (5 是 机 村 平 ”是 直线 , 因为 坐标 轴 采 用 对 数 尺度 . 作为 一 
面 的 面积 ) 个 实例 , 在 图 64 中 绘 出 的 典型 曲线 给 出 了 
机 事 的 系数 cw 和 ca 对 攻 角 的 函数 ( 攻 角 是 机 辟 运 动 速度 对 机 翼 的 倾角 ). 


0 为 简单 起 见 , 我 们 在 这 里 只 给 出 了 力 A 和 力矩 A4 的 大 小 的 相应 系数 , 而 在 实际 中 必须 考虑 
这 些 矢量 的 分 量 的 类 似 系数 . 
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如 果 在 一 些 实验 中 已 经 确定 了 无 量 纲 系数 < 和 cy, 例如 利用 给 定 物体 在 水 中 
的 运动 已 经 确定 了 这 些 系数 , 那么 , 在 没有 做 实验 的 其 他 一 些 情况 下 , 借助 于 (8.18) 
和 这 些 系数 就 可 以 计算 出 几何 形状 相同 但 大 小 不 同 的 另外 一 个 物体 的 阻力 和 升力 
并 且 这 个 物体 可 以 在 其 他 液体 甚至 空气 中 运动 , 只 要 空气 的 压缩 性 可 以 忽略 . 显然 
在 进行 这 种 计算 时 必须 具有 并 使 用 系数 c。 和 cw 在 相同 角度 值 a, 8 和 相同 雷诺 数 
Re = pvd/h 下 的 结果 . 在 初步 的 实验 中 , 必须 在 无 量 纲 自 变量 a, 8 和 Re 的 所 需 范 
围 内 得 到 系数 cw, 和 ch 的 结果 , 它们 决定 于 实际 问题 的 应 用 条 件 . 
我 们 来 考虑 茜 性 流体 中 非常 缓慢 的 运动 , 相应 的 雷诺 数 很 小 
人 雷诺 数 减 小 对 应 着 稚 度 增加 , 由 区 性 引起 的 内 应 力也 相对 
性 流体 中 的 运动 ” 增加 如果 与 猪 性 力 相 比 可 以 忽略 惯性 力 ,这 就 等 价 于 假设 
作为 主 定 参量 的 密度 p 不 再 重要 . 在 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 中 
忽略 密度 相当 于 去 掉 加 速度 项 , 相应 数学 问题 和 它 的 解 就 是 斯 托 克 斯 近似 理论 
在 这 种 情况 下 , 给 定形 状 的 物体 以 常 速度 v 平 动 时 的 阻力 决定 于 参量 
山 d, v, oa, bP. 
因为 从 参量 /dv 无 法 组 成 无 量 纲 的 组 合 , 所 以 
W = c(a, Buvd = 元 p02d2， cw = A (8.19) 
因此 , 在 低 雷 诺 数 条 件 下 , 阻力 正比 于 物体 的 运动 速度 、 长 度 尺度 d 和 黏度 (对 
升力 也 有 类 似 结论 ). 无 量 纲 系 数 。 只 依赖 于 物体 速度 相对 于 其 表面 的 方向 . 球体 的 
c 是 常数 ,只 要 做 唯一 的 一 次 实验 就 可 以 求 出 这 个 常数 ， 如 果 d 是 直径 , 则 对 球体 
的 理论 计算 给 出 c = 3r. 对 于 任意 形状 的 物体 , 从 (8.19) 的 第 一 个 公式 得 出 的 公式 
cw = c(a, B)/ Re 确定 了 系数 cw 在 低 雷诺 数 条 件 下 对 雷诺 数 的 依赖 关系 . 实验 很 好 
地 验证 了 这 个 公式 . 通过 实验 还 可 以 指出 使 公式 (8.19) 完全 能 够 被 实际 应 用 的 最 大 
的 雷诺 数 , 该 数值 依赖 于 物体 的 形状 
作为 一 个 实例 , 可 以 把 阻力 定律 (8.19) 用 于 描述 细小 颗粒 在 流体 中 的 下 沉 过 程 
不 过 , 对 于 潜水 艇 在 水 中 的 运动 和 飞行 器 以 及 汽车 在 空气 中 的 运动 而 言 ， 由 于 长 度 
和 速度 较 大 ,相应 雷诺 数 也 较 大 , 所 以 公式 (8.19) 不 再 成 立 。 
_。 对 于 理想 流体 /= 0, 所 以 理想 流体 对 应 无 穷 大 雷诺 数 . 还 
在 极 而 沉 诺 数 条 件 下 可 以 在 0, 但 vd -oo 的 条 件 下 , 即 针对 大 尺度 物体 和 高 
速 运动 的 物体 来 考虑 雷诺 数 的 重要 意义 . 在 理想 流体 中 , 阻 


0 一 般 而 言 , 由 于 理想 流体 没有 黏 性 , 所 以 雷诺 数 不 是 描述 理想 流体 运动 的 无 量 纲 主 定 参量 . 
此 ,“ 理 想 流体 对 应 无 穷 大 雷诺 数 ”的 说 法 是 一 个 比较 模糊 的 结论 , 容易 被 误解 . 尽管 描述 理想 流 
体 运 动 的 欧 拉 方 程 是 描述 黏 性 流体 运动 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 在 Re 一 co 时 的 极限 , 但 是 黏 性 流 
体 的 运动 ( 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 的 解 ) 在 Re 一 co 时 一 般 并 不 趋 于 理想 流体 的 运动 ( 欧 拉 方 程 的 
解 ), 其 根本 原因 是 两 种 流体 模型 中 的 固体 壁面 边界 条 件 不 同 . 一 一 译注 
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力 和 升力 的 主 定 参 量 为 
p, d, v, Qa, B, Re = co. 


因此 , 在 理想 流体 的 定常 绕 流 问题 中 应 当成 立 公 式 
W = cwla, B)pv2d2，4= ca(a PB)pv?d?. (8.20) 


公式 (8.20) 表明 , 在 理想 流体 中 , 或 者 近似 地 在 Re 一 co 的 犁 性 流体 中 , 阻力 和 升力 
正比 于 运动 速度 的 平方 ww、 特征 面 积 d? 和 流体 密度 . 在 许多 重要 情况 下 , 仅仅 利用 
II 定理 从 问题 的 提 法 中 得 到 的 这 些 规律 与 实验 符合 良好 , 它们 总 是 精确 地 对 应 于 不 
可 压缩 理想 流体 力学 范围 内 的 理论 计算 . 

船舶 的 阻力 当 船 舶 在 水 面 上 航行 时 , 部 分 流体 边界 是 自由 面 . 这 时 , 水 的 扰动 与 重 
力 有 关 , 水 面 上 处 处 都 有 水 波 . 船舶 运动 时 的 升力 和 阻力 也 与 水 受到 
的 重力 有 关 . 所 以 , 如 果 水 充满 下 半空 间 , 则 当 船舶 相对 于 自由 水 面 以 固定 的 姿态 和 
不 变 的 水 平 速度 平 动 航行 时 , 主 定 参量 组 为 


p, HK, 9, d, v. 


从 这 些 参量 (n = 5, k= 3) 可 以 组 成 2 个 独立 的 无 量 纲 组 合 : 
Re = 2, Fr = a (8.21) 
.无 量 纲 参量 Fr 称 为 弗 劳 德 数 . 
在 wd 和 9 是 主 定 参量 的 所 有 问题 中 , 弗 劳 德 数 是 一 个 重要 的 无 量 纲 参量 . 对 
无 量 纲 的 主 定 参量 而 言 , 重力 的 影响 是 通过 弗 劳 德 数 考 虑 和 表现 出 来 的 . 
船体 阻力 公式 可 以 写 为 以 下 形式 : 


W = cw(Re，Fr)pSu2， 


式 中 S 是 特征 面积 , 通常 取 为 船舱 浮 在 水 面 上 保持 平衡 时 船体 外 表面 的 漫 水 面积 
确定 cw 对 Re, Fr 的 依赖 关系 和 船体 的 几何 形状 是 船舶 流体 力学 的 基本 问题 
作为 特征 变量 的 无 量 纲 参量 Re 和 Fr 不 只 出 现 于 上 述 问题 , 这 些 参量 还 被 应 
用 在 w jn gw 4 是 主 定 参量 的 其 他 许多 问题 中 . 一 般 而 言 , 当 介质 的 医 性 和 重力 都 
重要 时 , 这 两 个 区 量 纲 参量 的 作用 就 是 重要 的 .例如 , 雷诺 数 在 共性 流体 沿 管道 运动 
的 问题 中 具有 基本 意义 
前 面 对 物 体 在 无 界 流体 中 作 定 常 运动 的 基本 问题 给 出 了 相应 
刀 休 让 天 要“ 休 和 的 的 提 法 , 现在 我 们 来 改变 部 分 提 法 . 我 们 将 认为, 外 部 介质 是 
理想 完全 气体 , 在 气流 中 允许 有 激 波 , 并 且 在 考虑 可 压缩 性 时 
还 认为, 在 每 一 个 气体 微 元 中 发 生 的 过 程 在 连续 运动 区 域 都 是 绝热 的 和 可 逆 的 , 而 
在 气体 微 元 穿 过 激 波 时 是 不 可 首 的 
在 静止 物体 的 绕 流 问 题 中 , 我 们 在 无 穷 远 处 有 给 定 的 压强 p。、 密度 A。 和 气流 
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速度 vo. 在 这 种 情况 下 , 气体 的 状态 和 运动 特征 量 的 分 布 决定 于 主 定 参量 
Cc 


个 一 Poo, Poo; yco QQ Bb, d, TX, Y, %. (8.22) 
了 


空间 点 的 坐标 z, y, z 是 在 物体 的 固 连 坐标 系 中 取 的 . 我们 有 n = 10, k = 3. 显然 ， 
所 有 待 求 的 无 量 纲 量 决定 于 7 个 无 量 纲 参量 : 


ee， A 
Y, Mo 2 Bb, 下 (8.23) 


并 且 
Te 


》 
Poo 


其 中 的 记号 同 前 面 一 样 , 角 a, 8 给 出 来 流 相 对 于 物体 的 方向 , ao。 是 来 流 在 无 穷 远 
处 的 声速 , Mo。 是 马赫 数 . 马赫 数 Me。 在 这 个 问题 中 所 起 的 作用 类 似 于 雷诺 数 或 弗 
劳 德 数 在 前 面 研究 过 的 问题 中 所 起 的 作用 . 

一 种 特别 的 情况 是 , 例如 , 长 度 尺度 d 有 可 能 不 在 参量 (8.22) 之 列 . 无 限 长 的 攀 
形 物体 和 圆锥 形 物体 的 绕 流 问 题 就 是 这 样 的 例子 , 这 时 坐标 系 原 点 应 当 取 在 圆锥 形 
或 模 形 物体 的 顶端 . 在 这 种 情况 下 , 流动 具有 自 相 似 性 , 从 而 可 以 只 用 2 个 无 量 纲 自 


变量 区，2 来 代替 3 个 无 量 纲 自 变量 二 , 也 ,2 
rT 7 d dd 


在 所 研究 的 问题 中 , 阻力 和 升力 满足 以 下 公式 : 
W = cwla, pb, Ys Moo)pv2 ad, 
A=c(a, B, 四 Moo)pv?, d2. 


显然, 对 于 可 压缩 理想 流体 而 言 , 力 W 和 4 对 速度 v 的 平方 依赖 关系 由 于 马赫 数 的 
影响 而 不 再 成 立 . 公式 (8.24) 对 亚 声 速 (M。 < 1) 和 超声 速 (M。 > 1) 来 流 均 成 立 . 
在 超声 速 绕 流 中 可 能 有 激 波 . 要 想 确定 函数 cwy(a, B,y, Mos) 和 cs(@, By, Moe)， 
.可 以 根据 流体 力学 问题 的 解 进行 计算 , 或 者 在 风 洞 和 其 他 专门 的 空气 动力 学 装置 中 
进行 实验 测量 , 还 可 以 利用 自由 飞 实验 . 
”我 们 来 考虑 弹性 力学 中 经 典 的 布 
布 西 内 斯 殉 问题 西 内 斯 克 问 题 . 设 满足 胡 克 定 律 的 
均匀 弹性 介质 充满 半空 间 , 其 边界 平面 为 自由 面 . 依 
条 件 , 在 自由 面 上 没有 外 面 力 . 
半空 间 的 无 变形 初始 状态 是 没有 任何 外 载荷 和 
内 应 力 的 状态 . 如 果 在 弹性 半空 间 自 由 面 上 的 某 一 点 
有 集中 作用 力 多 , 这 就 导致 半空 间 的 变形 状态 . 为 简 
单 起 见 ,我 们 认为 力 多 垂直 于 无 变形 状态 的 边界 面 
“(图 65). 问题 在 于 确定 弹性 半空 间 在 平衡 时 的 应 力 应 图 65、 布 西 内 斯 克 问 题 示意 图 


(8.24) 
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变 状态 , 这 时 还 假设 从 点 O 离开 趋向 无 穷 远 时 , 位 移 趋 于 零 . 显然 , 这 个 问题 的 解 具 
有 轴 对 称 性 , 并 且 力 矢量 位 于 对 称 轴 上 . 

我 们 在 线性 弹性 力学 的 范围 内 研究 这 个 问题 , 这 时 自由 面 上 的 线性 边界 条 件 被 
移动 到 无 扰动 的 初始 边界 面 . 该 边界 条 件 是 : 在 自由 面 上 除 点 O 以 外 的 所 有 点 成 立 
等 式 

pn = 0, 
而 在 点 O 有 pn 一 oo, 并 且 
Pnn = 多 jn)， (8.25) 


式 中 65(7) 是 狄 拉克 6 函数 . 
从 运动 方程 、 附 加 条 件 (8.25) 和 无 穷 远 条 件 显然 可 知 , 内 应 力 张 量 的 分 量 和 位 
移 矢 量 的 主 定 参量 是 
o E, 2 7, 0， (8.26) 


其 中 > 和 9 是 经 过 力 矢量 多 的 平面 上 的 极 坐 标 , 并 且 点 O 为 坐标 系 原 点 ; o 是 泊 
松 比 , 而 EB 是 杨 氏 模 量 . 平衡 方程 是 具有 2 个 独立 自 变量 +, 9 的 偏 微分 方程 . 
为 杨 氏 模 量 具有 压强 的 量 纲 , 所 以 从 5 个 参量 (8.26) 只 能 组 成 3 个 独立 的 无 量 纲 
组 合 : 
0, 0 Ss, (8.27) 

由 此 可 知 , 所 有 待 求 无 量 纲 量 只 依赖 于 3 个 参量 (8.27). 

问题 的 线性 化 具有 重要 作用 . 因为 力 的 值 多 在 边界 条 件 中 是 线性 的 , 所 以 位 移 
场 和 内 应 力 场 显然 线性 地 依赖 于 力 多, 即 所 有 待 求 的 位 移 矢量 分 量 和 内 应 力 张 量 分 
量 都 正比 于 参量 多 /Er?. 所 以 , 只 要 知道 待 求 量 的 量 纲 , 我 们 就 能 够 完全 确定 待 求 
量 对 坐标 ” 的 依赖 关系 . 例如 , 位 移 矢 量 w( 多 ，E,o, 7, 9) 的 量 纲 与 长 度 的 量 纲 相 
同 , 从 而 可 以 写 出 


w = rf(0, 0), (8.28) 


式 中 fl(o, 9) 是 只 依赖 于 1 个 坐标 变量 的 某 个 矢量 . 
把 公式 (8.28) 代入 平衡 方程 , 就 得 到 无 量 纲 待 求 函数 的 常 微 分 方程 . 这 种 方法 
极 大 地 简化 了 问题 . 通过 求解 相应 的 常 微分 方程 , 即 可 轻松 地 得 到 需要 的 解 . 
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模拟 与 物理 相似 ” 量 纲 与 相似 理论 在 模拟 各 种 现象 时 具有 重大 意义 . 模拟 是 把 我 们 

对 所 关心 的 实际 现象 需 作 的 研究 , 替换 为 通常 在 专门 的 实验 条 件 
下 在 尺寸 缩小 或 放大 的 模型 上 对 相似 现象 的 研究 . 模拟 的 基本 思想 在 于 , 根据 模型 
试验 的 结果 就 能 给 出 关于 效应 的 特性 和 与 实际 条 件 下 的 现象 有 关 的 各 种 量 的 必要 的 
答案 . 
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在 大 多 数 情况 下 , 模拟 是 以 研究 物理 相似 的 现象 为 基础 的 . 我 们 用 研究 比较 便 
于 实现 的 物理 相似 的 现象 来 代替 研究 我 们 所 关心 的 实际 现象 . 力学 相似 , 或 一 般 地 
说 物理 相似 , 可 以 视 为 几何 相似 的 推广 . 如 果 两 个 几何 图 形 的 所 有 对 应 长 度 之 比 相 
同 , 则 这 两 个 几何 图 形 相似 . 如 果 知 道 了 相似 系数 一 一 比例 尺 , 则 对 一 个 几何 图 形 的 
尺寸 简单 地 乘 上 比例 尺 的 值 , 即 可 得 到 与 之 相似 的 另 一 个 几何 图 形 的 尺寸. 

如 果 根 据 一 个 现象 的 给 定 的 特征 量 , 通过 类 似 于 从 一 种 单位 制 转换 为 另 一 种 单 
位 制 那样 的 简单 换算 , 就 可 以 得 出 另 一 个 现象 的 特征 量 , 则 这 两 个 现象 在 物理 上 相 
似 . 为 了 进行 换算 , 必须 知道 “转换 比例 尺 ”. 

两 个 不 同 的 但 相似 的 现象 , 其 数值 特征 量 可 以 视 为 同一 个 现象 在 两 个 不 同 的 单 


” 位 制 中 表示 出 来 的 数值 特征 量 . 对 于 任何 一 族 相似 现象 , 所 有 相应 的 无 量 纲 特征 量 


(有 量 纲 量 的 无 量 纲 组 合 ) 都 具有 同样 的 数值 . 不 难看 出 , 逆 命 题 也 是 成 立 的 , 即 如 果 
两 种 运动 的 所 有 相应 的 无 量 纲 特征 量 都 相同 , 这 两 种 运动 就 是 相似 的 . 一 族 力学 相 
似 的 运动 确定 一 种 运动 方式 . 

有 时 可 以 更 广义 地 理解 两 个 现象 的 相似 性 , 即 认为 上 述 定义 只 是 对 专门 的 某 一 
组 特征 量 而 言 的 , 这 组 特征 量 完全 确定 现象 并 可 以 用 来 求 出 任何 其 他 的 这 样 的 特征 
量 , 这 些 量 在 从 一 个 现象 转换 为 另 一 个 “相似 的 ”现象 时 却 不 能 通过 简单 乘 以 相应 比 
例 尺 的 方式 得 到 . 例如 , 任意 两 个 椭圆 , 当 使 用 沿 椭圆 主轴 方向 取 的 笛 卡 儿 坐 标 时 ， 
可 以 认为 在 上 述 意义 下 是 相似 的 . 用 上 述 换算 可 以 通过 某 一 个 椭圆 的 点 的 坐标 得 出 
任何 一 个 椭圆 的 点 的 笛 卡 儿 坐 标 ( 仿 射 相似 ). 

为 了 在 模拟 时 保持 相似 性 , 必须 遵守 某 些 条 件 . 然而 在 实践 中 , 保证 现象 在 整体 
上 相似 的 那些 条 件 往往 得 不 到 满足 , 这 时 会 遇 到 在 将 模型 上 得 到 的 结果 搬 到 实物 上 
时 所 产生 的 误差 值 的 问题 (比例 尺 效应 ). 

在 建立 了 所 选 出 的 一 类 现象 的 主 定 参 量 组 之 后 , 就 不 难 建立 两 现象 相似 的 

相似 律 条 件 

其 实 , 设 现象 决定 于 n 个 参量 , 其 中 部 分 参量 可 以 是 无 量 纲 的 ; 再 假设 主 定 参量 
中 的 可 变 参量 和 物理 常量 的 量 纲 可 以 通过 主 定 参量 中 的 大 个 (k < n) 量 纲 独立 的 量 
的 量 纲 表示 出 来 . 显然 , 这 样 由 i 个 量 就 可 以 组 成 n 一 k 个 独立 的 无 量 纲 组 合 . 现象 
的 所 有 无 量 纲 特征 量 可 以 看 作 是 这 n 一 上 个 由 主 定 参 量 组 成 的 独立 的 无 量 纲 组 合 的 
函数 . 因此 ， i botnet i 总 可 以 选 出 一 个 基 , 即 决定 
所 有 其 他 的 量 的 一 组 无 量 纲 量 . 

在 由 相应 的 问题 提 法 次 定 的 一 奖 现象 中 ， 包含 着 个 此 根本 不 \ 相 似 的 现象 . 利用 
ey atin oO en 


如 果 相似 性 条 件 得 到 满足 ， 那么 , 为 了 根据 模型 的 有 量 纲 特征 量 的 数据 来 真正 
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计算 实物 的 所 有 特征 量 , 必须 知道 所 有 相应 量 的 转换 比例 尺 ， 如 果 现象 决定 于 n 个 
参量 , 其 中 个 具有 独立 的 量 纲 , 则 对 于 量 纲 独立 的 量 , 转换 比例 尺 可 以 是 任意 的 ， 
它们 应 当 由 问题 的 条 件 给 出 , 而 在 实验 中 则 由 试验 条 件 给 出 . 所 有 其 余 的 有 量 纲 量 的 
转换 比例 尺 , 容易 由 各 有 量 纲 量 的 量 纲 公式 得 出 , 这 些 量 纲 公式 是 通过 k 个 量 纲 独 
立 的 量 的 量 纲 表示 的 . 对 于 这 k 个 量 , 试验 条 件 和 问题 的 提 法 即 暗示 了 其 比例 尺 . 
在 物体 被 不 可 压缩 共性 流体 定常 绕 流 的 问题 中 , 所 有 无 量 纲 
物体 披 太 中 庄 入 种 性。 量 由 3 个 参量 确定 : 角 o,f 和 雷诺 数 Rie. 物理 相似 的 条 件 
一 相似 律 一 是 以 下 关系 式 : 
Q=const, B=const, Re= 人 = const. 
其 含义 是 ,，a, 8 和 Re 的 常数 值 表示 在 各 种 (相应 的 ) 相似 现象 中 这 些 量 都 取 相 同 
的 值 
在 模拟 一 个 现象 时 , 模型 试验 的 结果 只 能 用 于 a, 8 和 Re 相同 的 实物 . 前 两 个 
条 件 在 实践 中 总 是 容易 实现 的 ， 而 第 三 个 条 件 (Re = const) 则 较 难 满足 , 尤其 当 被 
绕 流 的 物体 尺寸 较 大 时 更 是 如 此 , 例如 机 要. 如 果 模型 小 于 实物 , 则 为 了 保持 雷诺 数 
的 值 相等 , 就 必须 或 者 增 大 绕 流速 度 , 而 这 通常 是 不 现实 的 , 或 者 大 大 改变 流体 的 密 
度 和 苛 度 . 这 些 情况 在 实际 研究 气动 阻力 时 带 来 很 大 困难 . 必须 保持 雷诺 数 不 变 , 这 
就 导致 建造 可 在 其 中 对 真实 飞机 吹风 的 巨大 风 洞 , 和 建造 密度 较 大 的 压缩 空气 在 其 
中 作 高 速 循环 的 闭口 型 风 洞 
专门 的 理论 研究 和 实验 研究 表明 ,在 流线型 物体 的 许多 情况 下 ， 雷 诺 数 只 显著 
影响 无 量 纲 迎面 阻力 系数 ， 而 有 时 对 无 量 纲 升力 系数 和 在 各 种 实际 问题 中 起 十 分 重 
要 作用 的 其 它 一 些 量 影响 很 小 因此 , 模型 与 实际 现象 的 雷诺 数 的 差别 在 某 些 问题 
中 并 不 重要 
我 们 已 经 指出 了 不 考虑 空气 的 压缩 性 时 物体 运动 的 相似 性 条 
考 谍 代称 的 位 永 编 从 件 . 在 速度 与 声速 相 比 很 小 时 , 压缩 性 是 不 重要 的 
相似 律 ”在 高 亚 声速 和 超声 速 飞行 的 空气 动力 学 中 , 压缩 性 的 影 
响 首先 是 通过 马赫 数 表 现 出 来 的 . 我 们 在 前 面 分 析 了 机 可 或 
者 一 般 而 言 任何 形状 的 物体 在 无 界 气体 中 的 绝热 运动 问题 的 提 法 ,相应 无 量 纲 主 定 
参量 组 由 (8.23) 给 出 . 气流 的 整体 特征 量 或 者 运动 和 状态 在 特征 点 的 特征 量 , 其 主 
定 参量 是 
Qa, B, 7, Mo = > 


在 模拟 时 必须 保证 这 些 参量 在 实物 和 模型 试验 中 取 相 同 的 值 . 显然 , 7 和 马赫 数 Me。 
相同 是 最 重要 的 相似 律 . Y 的 值 关系 到 对 气体 性 质 的 选择 . 对 于 同一 种 气体 , 条 件 
Y= const 自动 满足 , Me。 相同 应 当 由 试验 装置 的 基本 条 件 来 保证 . 


D 注意 这 个 结论 仅 对 定常 流动 成 立 . 一 一 译注 


§9， 现 象 的 相似 与 模拟 。 ， 343 ， 


模拟 的 难点 “在 进行 模拟 时 , 若 改变 基本 参量 , 我 们 就 会 发 现 , 在 模型 试验 中 出 现 的 
各 种 效应 可 能 在 所 采用 的 问题 提 法 中 对 于 我 们 所 关心 的 实际 现象 并 不 

重要 . 例如 , 机 辟 被 低速 空气 流 定常 绕 流 时 的 马赫 数 很 小 , 所 以 空气 的 压缩 性 是 不 重 
要 的 , 这 时 雷诺 数 是 主要 的 相似 律 . 在 风 洞 中 模拟 绕 流 时 , 随 着 尺度 d 的 减 小 , 要 想 
保持 雷诺 数 Re = pvd/ 不 变 , 一 般 而 言 必须 对 缩小 的 模型 增加 速度 v. 增加 来 流速 
度 将 导致 马赫 数 Mo 增加 , 所 以 缩小 的 模型 的 马赫 数 将 比 实物 要 大 . 尽管 压缩 性 的 
影响 对 实物 可 能 并 不 重要 , 这 种 影响 的 效应 却 可 能 在 模型 上 显著 地 表现 出 来 ， 相似 
性 就 可 能 遭 到 破坏 . 这 种 状况 给 空气 动力 学 实验 带 来 巨大 的 困难 , 并 提出 在 设计 风 洞 
时 必须 考虑 的 许多 要 求 . 

物体 在 水 中 运动 时 出 现 的 空 化 效应 和 实验 装置 中 气体 的 凝结 效应 , 是 可 能 出 现 
于 模型 试验 但 并 不 出 现 于 应 当 研 究 的 实际 现象 的 另外 一 些 例子 . 这 些 效 应 的 产生 与 
运动 介质 的 某 些 区 域 中 的 压强 和 温度 值 降低 有 关 ( 空 化 即 低压 区 域 中 的 水 发 生 汽化 
的 现象 , 而 风 洞 中 的 空气 发 生 凝 结 是 由 于 气流 中 某 些微 元 的 温度 在 绝热 膨胀 过 程 中 
显著 降低 而 导致 的 ). 为 了 消除 水 中 的 空 化 现象 , 需要 ( 见 第 八 章 ) 增加 “不 重要 的 ” 
无 穷 远 处 的 外 部 压强 poo。， 为 了 消除 气体 的 凝结 , 需要 增加 来 流 的 温度 Tw, 而 从 相 
似 律 的 角度 讲 , 这 个 量 在 问题 的 原始 提 法 中 并 不 重要 . 因此 , 一 般 而 言 , 在 高 超声 速 
风 润 中 要 给 工作 气体 加 热 到 较 高 温度 . 
船舶 航行 的 模拟 在 模拟 船舶 航行 时 , 为 了 研究 船舶 的 阻力 和 解释 许多 其 他 的 流体 
动力 学 问题 (水 花 的 产生 , 航行 中 的 晃动 , 在 海浪 中 航行 时 海水 的 
灌 入 , 等 等 ), 可 以 用 小 船 模 在 专门 的 水 渠 中 进行 水 动力 学 拖 忠 实验 . 

从 前 面 给 出 的 问题 提 法 和 (8.21) 可 知 , 为 了 使 实物 和 模型 上 的 运动 相似 , 必须 
ee 诺 数 Re 和 弗 劳 德 数 Fr 保持 相等 . 但 是 容易 看 出 , 在 缩小 尺寸 a 的 条 件 下 , 当 

= const 时 对 于 水 不 可 能 同时 满足 等 式 : 


d v 
Re = = ednat, Fr = 一 一 一 const . 


V9gd 


由 雷诺 数 相同 的 要 求 可 知 , 模型 的 航速 应 当 比 实物 高 ; 而 由 弗 劳 德 数 相同 的 要 求 可 

知 , 模型 的 航速 应 当 比 实物 低 . 

寺 芝 全数 辣 j， 因 此 , 严格 地 讲 ,在 9 和 v= p/p 不 变 的 条 件 下 模拟 船 般 航行 时 , 守 
全 的 力学 相似 根本 无 法 实现 ， 不 过 , 对 流体 力学 现象 的 本 质 的 详尽 

分 析 表 明 , 在 许多 问题 中 可 以 利用 附加 的 计算 或 简单 的 实验 来 考虑 雷诺 数 的 影响 . 在 

通常 的 船舶 水 动力 学 中 , 弗 劳 德 数 具 有 主要 意义 ,所 以 模拟 是 在 保持 弗 劳 德 数 相同 

的 情况 下 进行 的 . 这 就 是 弗 劳 德 数 模拟 . 

的 现在 我 们 再 来 讨论 弹性 结构 平衡 的 模拟 问题 . 设 我 们 有 某 一 
弹性 结构 平衡 的 模拟 种 量 均 质 材料 制 成 的 建筑 物 , 例如 桥梁 的 析 架 、 各 向 同性 材 
料 的 弹性 性 质 决定 于 2 个 常量 : 杨 氏 模 量 EE ( 量 纲 为 kgf/cm2) 和 无 量 纲 的 泊 松 比 o 
我 们 来 讨论 几何 相似 的 结构 并 列 出 主 定 参量 组 . 
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为 了 确定 模型 的 全 部 尺寸 , 只 要 给 定 某 一 个 特征 尺寸 da 即 可 . 如 果 结 构 的 重量 
在 所 考虑 的 平衡 状态 下 是 重要 因素 , 则 应 把 材料 的 比重 7 = pg ( 量 纲 为 kgt/cms3) 列 
入 主 定 参 量 组 . 在 建筑 物 各 部 分 上 , 除 重力 外 还 作用 着 以 某 种 确定 方式 分 布 在 结构 
单元 上 的 外 载荷 . 设 这 些 载荷 的 大 小 由 力 多 ( 量 纲 为 kgf) 确定 . 于 是 , 主 定 参量 组 
为 
o, E, d, pg, F. 


这 时 我 们 有 n= 5, k= 2, 所 以 力学 相似 的 弹性 平衡 状态 的 基 是 3 个 无 量 纲 参量 : 
E 2 
oO, pd’ ER 
相似 律 是 : 这 些 参量 对 模型 和 实物 是 相同 的 . 当 满 足 这 些 条 件 时 , 所 有 变形 都 是 相似 
的 . 如 果 模 型 为 实物 的 1/n, 则 模型 上 所 有 位 移 为 实物 的 1/n. 
如 果 模 型 和 实际 结构 由 同一 种 材料 制 成 , 则 模型 和 实物 的 p, o 各 值 相同 , 所 
以 为 了 力学 相似 必须 满足 条 件 


gd = const. - 


在 通常 的 条 件 下 9 = const, 所 以 , 为 了 保证 力学 相似 , 应 有 d = const, 即 模型 应 与 实 
物 相同 . 换 句 话说, 在 g 为 常量 的 情况 下 不 可 能 进行 模拟 . 

”” “如果 将 模型 安装 在 所 谓 的 离心 机 上 , 使 它 以 常 角速度 旋转 , 就 
利用 离心 机 进行 模拟 ”可 以 人 为 地 改变 " 当 模 型 尺寸 足够 小 而 旋转 半径 足够 大 时 ， 
模型 各 部 分 的 离心 惯性 力 可 以 认为 是 平行 的 ， 在 绕 竖 直 轴 旋 转 的 时 候 ， 我 们 得 到 ， 
在 模型 (相对 于 离心 机 ) 处 于 相对 平衡 状态 时 , 作用 在 模型 上 的 质量 力 是 不 变 的 , 此 
力 类 似 于 重力 , 只 不 过 加 速度 有 所 不 同 . 调整 旋转 角速度 就 可 以 得 到 任何 大 的 加 束 
度 值 

现在 已 有 造 好 的 离心 机 , 可 用 于 各 种 目的 , 包括 用 来 在 模型 上 研究 在 土壤 中 发 
生 的 各 种 过 程 . 
弹性 结构 在 重量 和 给 定 的 载荷 分 布 的 作用 下 发 生变 形 , 我 们 来 研究 这 时 产生 的 
应 力 + ( 量 纲 为 kgf/m2) 我 们 可 以 把 + 理解 为 某 一 应 力 分 量 的 最 大 值 ,或 者 一 般 地 
说 理解 为 结构 的 确定 部 分 上 的 某 一 应 力 分 量 . 
合 r/ 忆 是 无 量 纲 的 , 于 是 可 以 写 出 


五 多 

eA) 
如 果 模型 和 实际 建筑 物 由 同样 的 材料 制 成 , 则 已 = const, 所 以 对 于 力学 相似 的 状态 ， 
对 应 点 上 的 应 力 是 相同 的 . 


DD) 如果 除 了 参量 p, g, d, 媚 还 有 其 他 一 些 参量 同样 也 是 重要 的 , 则 在 模拟 这 样 的 过 程 时 , 条 件 
恕 /pgd = const 仍 应 满足 . 所 以 , 在 所 有 这 样 的 情况 下 都 可 以 利用 离心 机 进行 模拟 . 


89. 现象 的 相似 与 模拟 :345 ， 


如 果 认 为 受 力 状态 是 力学 相似 的 ， 并 且 破 坏 是 由 最 大 应 力 值 决定 的 , 则 显然 在 
模型 上 和 实物 上 的 相应 点 会 出 现 破坏 . 

如 果 外 载荷 的 值 大 而 结构 的 自重 小 到 可 以 忽略 不 计 , 则 参量 y = pg 是 不 重要 的 
(从 而 参量 B/pgd 也 不 重要 ). 这 时 , 前 面 的 关系 式 变 为 


而 相似 性 条 件 则 仅 为 2 个 等 式 : 


I = const, = const. 


Ea? 
由 此 还 可 以 得 出 , 在 保持 材料 性 质 不 变 的 情况 下 进行 模拟 时 , 外 载荷 必须 正比 于 长 度 
尺度 的 平方 而 改变 . 

小 尺寸 结构 的 强度 较 我 们 把 弹性 系统 某 一 单元 的 长 度 在 变形 时 的 改变 记 为 1. 对 
大 


上 述 一 类 结构 成 立 关系 式 


在 许多 情况 下 , 根据 物理 上 的 考虑 立即 可 以 看 出 , 在 结构 元 件 的 比重 减 小 时 , 即 参 量 
pgd/E 减 小 时 , 量 i/d 也 减 小 . 

现在 取 两 个 尺寸 不 同 但 材料 相同 (EB 和 o 相同 ) 的 几何 相似 结构 . 假设 外 载荷 
值 正比 于 长 度 的 平方 而 改变 , 即 

2 
Eg = const,. | 

显然 , 这 时 参量 pgd/ 妃 随 结 构 尺 寸 的 减 小 而 减 小 , 因此 , 力学 相似 性 将 被 破坏 . 在 小 尺 
寸 结 构 上 相对 变形 也 小 , 所 以 小 尺寸 结构 有 较 大 的 强度 . 然而 , 这 个 结论 只 在 材料 的 
比重 Y= pg 起 重要 作用 的 情况 下 才 是 正确 的 . 若 自重 7 不 重要 , 而 多 / Bd? = const， 
则 对 于 不 同 尺度 的 物体 , 相对 变形 具有 同样 的 值 . 

再 考虑 7Y 不 重要 的 一 种 情况 , 并 且 已 知 对 于 给 定 的 结构 , 当 外 载荷 多 减 小 时 比 
值 /ad 也 减 小 . 如 果 外 载荷 与 长 度 尺 寸 的 立方 成 正比 , 则 小 尺寸 结构 的 比值 1/d 显然 
小 于 大 尺寸 结构 的 比值 . 因此 , 这 时 减 小 尺寸 也 使 强度 增 大 . 

在 某 些 情况 下 , 当 模 型 和 实物 的 某 些 无 量 纲 参量 Ti, II2,…… 具有 不 同 的 值 , 但 与 
此 同时 由 附加 的 考虑 事先 已 经 知道 所 求 无 量 纲 量 对 这 些 无 量 纲 主 定 参量 ID, Hz, …. 
.的 依赖 关系 的 形式 时 , 可 以 利用 明知 是 不 相似 现象 的 实验 来 进行 模拟 . 在 这 种 情况 
下 , 在 模拟 时 需要 保持 不 变 的 只 是 那些 对 其 依赖 关系 未 知 的 相似 性 参量 . 

有 了 时, 当 未 知 量 对 参量 II1, TI2, … 的 依赖 关系 的 形式 作为 工作 假设 而 提出 时 ， 
可 以 采用 上 述 办 法 进行 模拟 . 在 做 了 模型 研究 之 后 , 所 作假 设 就 可 以 得 到 证 实 或 者 
被 推翻 . 如 上 所 述 , 当 雷 诺 数 对 某 些 未 知 特征 量 的 影响 不 重要 时 , 在 不 同 雷诺 数值 下 
进行 的 模拟 , 在 许多 情况 下 可 以 作为 这 种 模拟 的 例子 ; 而 在 雷诺 数 是 重要 的 但 对 它 
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的 依赖 关系 事先 已 知 的 情况 下 , 也 可 以 应 用 这 种 方法 . 

利用 模型 来 进行 研究 , 往往 是 实验 研究 和 解决 重要 实际 问题 的 唯一 可 行 的 方法 . 
在 研究 那些 历程 达 几 十 、 几 百 甚至 几 千 年 的 自然 现象 时 , 情况 就 是 如 此 , 而 相似 的 现 
象 在 模型 试验 的 条 件 下 只 持续 几 小 时 或 几 天 . 在 模拟 石油 的 渗流 现象 时 , 我 们 也 会 遇 
到 这 种 情况 . 也 可 能 出 现 相反 的 情况 : 为 了 研究 自然 界 中 进行 得 极 快 的 现象 , 可 以 转 
而 研究 与 它 相似 的 、 在 模型 上 进行 得 缓慢 得 多 的 现象 . 

模拟 是 一 种 在 原则 上 和 认识 上 具有 普遍 意义 的 极为 重要 的 科学 手段 , 但 只 应 当 
把 模拟 看 作 完 成 主要 任务 的 初步 基础 . 主要 的 任务 在 于 实际 确定 自然 规律 , 探索 各 
类 现象 的 普遍 性 质 和 特征 , 发 展 出 研究 和 解决 各 种 问题 的 实验 和 理论 方法 , 最 后 , 还 
在 于 得 出 解决 具体 的 实际 问题 的 系统 的 资料 、 方 法 、 法 则 和 建议 . 


附录 一 ”具有 若干 张 量 自 变 量 的 非 线 性 
张 量 函 数 ? 
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许多 基本 的 几何 和 物理 概念 是 标量 或 张 量 , 所 以 具有 几何 或 物理 本 质 的 各 种 规 
律 在 数学 上 可 以 通过 标量 关系 式 或 张 量 关 系 式 表述 出 来 . 

利用 方程 的 张 量 写 法 能 够 表述 那些 具有 不 变性 的 规律 , 也 就 是 与 坐标 系 的 选择 
无 关 的 规律 . 当 所 研究 的 几何 的 或 物理 的 现象 、 对 象 、 定 律 和 性 质 涉及 对 称 性 时 , 相 
应 的 张 量 和 张 量 方程 就 会 具有 一 些 附加 的 不 变性 和 特别 的 性 质 . 

主 定 参量 是 根据 所 研究 的 问题 的 基本 前 提 条 件 提出 的 . 下 面 将 发 展 出 能 够 在 线 
性 和 非 线性 问题 中 自动 考虑 各 种 对 称 性 的 一 些 方法 , 这 些 方法 的 基础 就 是 适当 地 选 
取 相 应 的 主 定 参量 . 关于 对 称 性 所 起 作用 的 相应 结论 是 利用 类 似 于 相似 理论 和 量 纲 
分 析 的 方法 是 得 到 的 . 

本 文 旨 在 解决 两 个 基本 问题 : 

(a) 证 明了 取向 介质 3 和 晶体 的 性 质 可 以 由 张 量 给 出 , 并 实际 建立 了 作为 几何 参 


D 本 文 发 表 于 《应 用 数学 与 力学 》: JIoxun B.B., Cenon JI.. Henumeitapre ren30pHile 中 yHK- 
II OT HECKONbKUX apryMeaToB. IIPwKTanmHaR MaTeMaTHKa UH MexaHHKa，1963，27(3): 393 一 
417 (Lokhin V.V., Sedov L.I. Nonlinear tensor functions of several tensor arguments. J. Appl. Math. 
Mech., 1963, 27(3): 597—629). 

2) 取向 介质 (rekcrypa), 英文 译 为 orienfed (textured) medium, 其 定义 在 3° 中 给 出 ( 见 353 页 ). 
一 一 译注 
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数 集合 的 若干 组 简单 的 张 量 , 它们 确定 并 给 出 了 所 有 7 种 取向 介质 和 所 有 32 类 蝇 
体 的 对 称 性 . 

(b) 建立 了 以 一 系列 标量 和 若干 不 同 阶 数 的 独立 张 量 为 自 变量 的 任意 阶 张 量 函 
数 公式 的 一 般 形 式 . 

与 这 两 个 问题 有 密切 关系 的 是 对 组 成 某 种 对 称 群 的 坐标 变换 集合 的 研究 . 

在 物理 学 中 , 对 称 性 具有 基本 的 意义 . 相对 于 相应 对 称 群 不 变 的 函数 和 各 阶 张 
量 , 其 专门 形式 已 经 在 许多 论文 中 得 到 研究 . 相应 结论 被 应 用 于 各 种 实际 问题 , 成 为 
发 现 诸多 新 效应 的 源泉 . 

在 Nye 的 专著 [2] 中 汇总 了 各 种 具体 实例 的 基本 结果 , 还 有 关于 前 人 工作 的 详 
细 的 参考 文献 . 

在 代数 学 中 发 展 出 了 一 种 一 般 理 论 , 用 来 得 到 有 限 变换 群 下 的 标量 不 变量 并 研 
究 其 性 质 , 该 不 变量 是 张 量 分 量 和 矢量 分 量 的 多 项 式 . 对 于 任何 正 交 有 限 群 G 已 经 
证 明 回 , 总 是 存在 多 项 式 不 变量 的 整 有 理 基 ( 整 基 ), 它 是 由 给 定 的 张 量 和 矢量 的 分 
量 组 成 的 数目 有 限 的 标量 不 变量 多 项 式 , 并 且 由 这 些 分 量 组 成 的 任何 不 变量 多 项 式 
都 可 以 通过 整 基 表示 出 来 . 

整 基 组 成 一 组 在 群 G 的 有 限 数目 的 变换 下 不 变 的 量 , 但 是 其 元 素 一 一 所 给 张 量 
分 量 的 多 项 式 一 一 在 任何 坐标 变换 下 显然 一 般 不 是 不 变量 , 尽管 整 基 中 包括 这 样 的 
不 变量 . 整 基 的 元 素数 目 只 与 群 以 及 所 给 张 量 和 矢量 有 关 , 该 数目 一 般 大 于 所 给 张 
量 和 矢量 的 独立 分 量 的 数目 , 所 以 整 基 的 元 素 一 般 而 言 是 函数 相关 的 . 

在 Diring 四 , Smith 和 Rivlin 回 , Pipkin 和 Rivlin 加 ,Crponmzal7, 引 的 论文 中 实 
际 建立 了 取向 介质 和 晶体 群 的 整 基 . 下 面 将 证 明 , 构造 张 量 函 数 的 充分 必要 条 件 是 
使 用 一 组 完全 的 函数 独立 的 联 立 不 变量 [9, 19, 这 些 不 变量 是 由 给 出 对 称 群 的 张 量 分 
量 和 其 他 张 量 自 变量 组 成 的 . 

在 Smith, Rivlin 和 Pipkin 6, 11 13, Bhagavantam 和 Venkatarayudu[l3l, Jahn 04]， 
IIy6awkop05, 16, 17| 和 Cuporms[” 8 18, 19] 的 论文 或 专著 中 给 出 了 构造 具有 给 定 对 
称 性 的 标量 和 矢量 的 实例 . Kommmr 在 论文 [20] 中 研究 了 具有 物理 本 质 的 各 种 张 量 ， 
他 把 晶体 的 对 称 性 定义 为 “晶体 所 具有 的 在 给 定时 刻 所 观察 到 的 一 些 性 质 的 点 对 称 
群 的 交集 ”( 见 [20], 935 页 ). 

对 于 自 变量 为 张 量 的 张 量 函数 , 二 阶 张 量 的 情况 已 经 被 研究 清楚 . 这 时 , 张 量 之 
间 的 函数 关系 归结 为 二 阶 矩 阵 之 间 的 函数 关系 . 这 个 领域 的 基本 结果 是 哈密 顿 一 凯 
莱 公 式 及 其 向 自 变 量 是 若干 个 矩阵 (二 阶 张 量 ) 的 情况 的 推广 EI 一 24 2 23， 然 而 ， 
在 这 些 推广 中 基本 上 只 考虑 了 和 矩阵 和 张 量 分 量 的 多 项 式 函 数 . 


1°. 基本 概念 ， 众 所 周知 , 张 量 可 以 看 作 与 坐标 系 的 选择 无 关 的 不 变 的 对 象 ; 在 
相应 的 基 中 , 张 量 是 由 标量 分 量 确 定 的 . 可 以 用 各 种 方法 引入 张 量 的 基 , 例如 在 某 一 
流 形 空间 中 , 总 是 可 以 把 坐标 系 基 矢量 的 矢 积 取 作 张 量 的 基 . 

为 简单 起 见 , 下 面 只 考虑 三 维 空间 中 的 张 量 . 设 z1, r?, z3 是 空间 点 的 坐标 ,el， 


具有 若干 张 量 自 变 量 的 非 线 性 张 量 函 数 :349 . 


e2, es 是 协 变 基 矢 量 2) . 我 们 用 五 表示 一 个 7 阶 张 量 , 用 Ho…o" 表示 它 通 过 基 
el e2, e3 表示 的 分 量 . 下 面 将 把 张 量 五 表示 为 和 的 形式 : 


H= Hen... eo, (1.1) 


式 中 对 取 值 为 1, 2, 3 的 所 有 和 角 标 al, …, a, 求 和 . 在 一 般 情况 下 , 公式 (1.1) 包含 
37 个 线性 无 关 项 , 每 一 项 都 可 以 视 为 一 个 专门 的 张 量 . 

我 们 指出 , 对 同一 个 坐标 系 可 以 引入 各 种 流 形 和 各 种 相应 的 基 矢 量 . 对 于 同样 
的 坐标 zi 和 同样 的 分 量 H%…%*, 可 以 考虑 不 同 的 基 所 对 应 的 各 种 张 量 . 例如 , 在 
使 用 运动 的 、 不 断 变 形 的 拉 格 朗 日 坐标 系 时 , 可 以 把 这 种 不 同 的 流 形 看 作 给 定 介质 
的 各 种 状态 26. 还 可 能 出 现 的 情况 是 , 对 于 给 定 的 拉 格 朗 日 坐标 系 , 相应 各 种 流 形 
具有 不 同 的 度 规 . 于 是 , 可 以 同时 考虑 具有 同样 给 定 分 量 的 不 同 张 量 , 但 是 它们 的 基 
是 不 同 的 , 所 在 空间 也 是 不 同 的 , 其 中 某 些 空间 可 能 是 欧 几 里 得 空间 , 而 其 余 空 间 是 
非 欧 几 里 得 空间 (Kondo, Kr5ner, Bilby 等 ). 

以 下 理论 的 发 展 是 对 度 规 空间 中 的 张 量 进行 的 . 我 们 用 ds 表示 坐标 分 别 为 zi 
和 zi 十 dzi 的 两 点 之 间 的 距离 , 设 量 ds? 由 公式 ds? = gap dz dz8 定义 . 矩阵 (g;;) 
组 成 基本 度 规 张 量 g 的 协 变 分 量 , 首 和 矩阵 (92) 组 成 其 逆 变 分 量 . 逆 变 基 矢 量 ei 由 
公式 ei = giaeu 定义 . 对 于 基本 度 规 张 量 9 成 立 公式 


g = gape*es = gcpeuep = 8eae (5i 是 克 罗 内 克 符 号 ): (1.2) 
各 张 量 分 量 的 升 标 、 降 标 运 算是 利用 g;; 和 gi 实现 的 . 公式 (1.1) 可 以 表示 为 


H i (1.3) 
s=1 
式 中 k。 是 标量 , 互 , 是 某 些 7 阶 张 量 . 我 们 在 下 面 总 是 假设 张 量 五, 线性 无 关 . 显 
然 , p < 37. 
设 张 量 五 的 分 量 与 坐标 系 的 选择 无 关 , 这 些 分 量 总 是 m 个 张 量 


Tr a Te Be ea (x = 五 “sg m) {1.4) 


的 分 量 的 同样 一 些 函 数 . 

整数 cl，… ，pm 确定 了 张 量 TT 的 阶 数 . 在 一 般 情况 下 , 数 p1，:… ，pri 彼此 
不 同 , 并 且 不 等 于 7. 按照 定义 , 我 们 把 张 量 五 称 为 张 量 了 ,… ,Tn 的 函数 . 在 张 
量 Ti 中 既 可 能 有 变量 , 也 可 能 有 常量 , 但 它们 都 是 张 量 函数 互 的 张 量 自 变 量 . 

如 果 从 张 量 组 T 可 以 组 成 37 个 线性 无 关 的 7 阶 张 量 五, 则 此 时 张 量 五 满 
足 公 式 (1.3), 其 中 标量 k。 只 依赖 于 张 量 组 全 的 联 立 不 变量 和 其 它 一 些 可 能 的 额 
外 给 定 的 标量 自 变量 . 


1 坐标 系 是 任意 的 . 
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下 面具 研究 在 张 量 自 变量 TT 中 包含 有 张 量 9 的 张 量 函数 . 

利用 乘法 和 缩 并 这 两 种 运算 就 可 以 从 张 量 也 . 构造 张 量 五 0) . 因为 在 张 量 自 
变量 中 含有 张 量 g, 所 以 对 任何 2 个 角 标 总 是 能 够 进行 缩 并 运算 . 若干 个 张 量 的 不 定 
滋 运 算 给 出 一 个 张 量 , 其 阶 数 等 于 相 乘 各 张 量 的 阶 数 之 和 . 对 21 个 角 标 的 缩 并 使 张 
量 的 阶 数 降低 21. 

分 量 为 Tmknl 的 给 定 张 量 了 与 分 量 为 中 57 的 张 量 S 相 乘 后 再 按照 显然 的 方 
式 缩 并 , 结果 是 分 量 为 


T+ikjl TIkil 


的 同 阶 张 量 . 张 量 T* 称 为 张 量 全 的 异 构 张 量 . 因此 , 交换 角 标的 运算 可 以 归结 为 
与 基本 度 规 张 量 相 乘 再 缩 并 . 按照 定义 , 交换 T 的 若干 个 角 标 之 后 得 到 的 张 量 也 称 
为 张 量 工 的 异 构 张 量 . 

下 面 给 出 构造 形 如 (1.3) 的 张 量 函 数 一 般 公式 的 一 些 方法 , 为 此 需要 利用 乘法 
和 缩 并 运算 从 张 量 自 变量 (1.4) 建立 线性 无 关 的 张 量 基 HH, (s = 1 .… ， 了: 


2". 张 量 的 对 称 群 ， 张 量 4 的 逆 变 分 量 he…or 具有 由 一 组 坐标 变换 矩阵 
3) (= 中 ww 
给 出 的 对 称 群 G, 如 果 对 于 群 G 的 所 有 秆 阵 都 成 立 等 式 
加 4 (2.1) 


基本 度 规 张 量 g 所 具有 的 变换 群 称 为 正 交 变 换 群 . 换言之 , 正 交 变换 群 的 变换 
和 矩阵 满足 彼此 等 价 的 方程 组 


9 = YP ai， gi = gapasi a 6 


容易 检验 , 如 果 G 是 正 交 群 , 则 从 张 量 4 的 逆 变 分 量 的 不 变性 条 件 (2.1) 可 
知 , 张 量 4 的 分 量 , 无 论 其 角 标 结构 如 何 , 都 在 组 成 群 G 的 坐标 变换 下 不 变 3. 所 
以 , 对 于 正 交 变换 , 瑟 可 以 简单 地 讨论 张 量 的 对 称 性 和 它 的 所 有 分 量 相对 于 群 G 的 不 
变性 . 


”3 可 以 证 明 , 当 张 量 自 变 量 中 包含 度 规 张 量 的 协 变 分 量 9i 和 道 变 分 量 gi 时 , 或 者 , 作为 这 种 
情况 的 推论 , 当 张 最 自 变 量 中 包含 张 量 工 。 的 具有 各 种 可 能 的 角 标 结构 的 分 量 时 ， 用 这 种 方法 从 
Ze 组 成 ? 个 线性 无 关 的 > 阶 张 量 五 。 总 是 可 能 的 . 这 个 假设 在 其 它 一 些 更 一 般 的 情况 下 也 成 立 . 
这 里 并 不 需要 这 样 的 证 明 , 因为 对 于 三 维 空间 中 正 交 对 称 性 的 所 有 可 能 的 形式 , 下 面 借助 于 张 量 
自 变量 的 分 量 的 乘法 和 缩 并 运算 实际 组 成 了 p 个 线性 无 关 的 张 量 互 。 同时 , 从 一 般 理 论 可 知 , 具 
有 给 定 对 称 性 的 任何 p+ 1 个 7 阶 张 量 都 是 线性 相关 的 . 

2) 在 群 G 的 矩阵 中 , 元 素 的 编号 都 被 省 略 ， 所 以 上 述 写法 中 的 ,ai ; 其 实 是 指 dn) 
其 中 v= 1,.…, h, 而 hh 等 于 群 G 的 元 素 的 数目 . 

3) 如 果 群 G 不 是 正 交 群 则 从 (2.1) 无 法 得 出 张 量 4 的 具有 其 它 角 标 结构 的 分 量 的 不 变性 . 
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使 张 量 4 保持 不 变 的 所 有 正 交 变换 组 成 张 量 4 的 对 称 群 . 某 个 张 量 4 的 对 称 
群 可 能 仅 由 恒 等 变 换 组 成 . 任意 二 阶 张 量 ( 非 对 称 , 4 关 47i) 的 对 称 群 包括 2 种 变 
换 一 一 恒 等 变换 和 反 演变 换 . 任意 二 阶 对称 张 量 的 对 称 群 与 三 轴 椭 球 自 变换 群 相同 . 
如 果 张 量 椭 球 是 旋转 椭 球 , 则 对 称 群 是 无 限 群 ， 二 阶 球 张 量 的 对 称 群 与 完全 的 正 交 
旋转 群 相同 , 这 与 基本 度 规 张 量 g 的 情况 一 致 . 

考虑 若干 个 张 量 五 ，… ，Tm, 并 分 别 用 G1，:… ，G。 表 示 其 对 称 群 ， 由 群 
G1,，…… ，Gm 相交 组 成 的 群 G 称 为 五 ，… ,TT 这 一 组 张 量 的 对 称 群 . 不 难看 出 ， 
张 量 五 (全 ，…，Zn) 具有 对 称 群 G. 这 是 因为 , 张 量 本 的 分 量 是 诸 张 量 工 的 分 量 
的 函数 , 而 这 些 张 量 在 群 G 中 的 变换 下 不 变 , 所 以 张 量 五 的 分 量 相对 于 群 G 也 是 
不 变 的 . 因此 显然 有 , 若 一 个 张 量 是 通过 乘法 和 缩 并 运算 从 若干 个 张 量 得 到 的 , 则 其 
对 称 群 或 者 是 组 成 该 张 量 的 那些 张 量 的 对 称 群 的 交集 , 或 者 具有 更 高 的 对 称 性 , 而 
上 述 交 集 是 其 子 群 . 

如 果 张 量 五 具有 对 称 群 G, 则 公式 (1.3) 中 的 线性 无 关 项 的 数目 p 一 般 小 于 
37. 对 于 给 定 的 群 G, 如 果 张 量 的 阶 数 + 是 给 定 的 , 就 可 以 利用 特征 标 理论 [13, 14, 30] 
来 计算 数目 p, 而 取向 介质 和 晶体 对 称 群 的 相应 结果 由 文献 [13, 14, 18] 给 出 . 

如 果 奇 数 阶 张 量 五 只 具有 由 恒 等 变换 组 成 的 平凡 群 G, 则 线性 无 关 项 的 数目 p 
等 于 3", 这 时 张 量 五 具有 最 一 般 的 形式 . 

如 果 张 量 五 是 偶数 阶 的 , 则 其 对 称 群 G 总 是 至 少 包含 2 种 变换 一 一 恒 等 变 换 
和 友 演 变换 . 对 于 仅 包 括 反 演 变换 和 恒 等 变换 的 对 称 群 , 在 > 是 奇数 时 有 五 = 0, 所 
以 p=0; 在 7r 是 偶数 时 有 p = 3", 这 时 的 偶数 阶 张 量具 有 最 一 般 的 形式 . 

公式 (1.3) 中 的 标量 系数 在 一 般 情 况 下 是 张 量 区, … ，T。 的 联 立 不 变量 和 
任何 数目 的 给 定 标量 (如 温度 、 浓 度 等 ) 的 函数 . 在 这 些 联 立 不 变量 中 , 某 些 可 能 是 
常量 , 其 余 的 则 可 能 是 变量 . 

我 们 用 0 .… ，Qx 表示 张 量 组 五 ，… ,mn 的 完全 的 联 立 不 变量 组 [8 101. 由 
不 变量 组 的 完全 性 可 知 , 由 张 量 五 ，.… , T 的 分 量 组 成 的 任何 不 变量 J 都 满足 函 
数 关 系 

J = f(Q1, .…., Qn). 


依照 定义 , 不 变量 Q; 的 大 小 及 其 对 张 量 分 量 的 函数 形式 对 于 任何 坐标 变换 都 
保持 不 变 . 借助 于 张 量 的 乘法 和 缩 并 运算 即 可 得 出 这 样 的 不 变量 ,这 时 它们 是 张 量 
TT ，… ,Tn 的 分 量 的 齐 次 多 项 式 [9 10. 

假设 在 张 量 五 ,，… ，Tn 中 , 张 量 TL,,… ,Tn (1 < v < m) 是 作为 参量 的 常 张 
量 . 设 张 量 组 下 ，.… , TD, 具有 有 限 对 称 群 G*. 

如 果 在 坐标 系 zi 中 给 出 张 量 五 ，.… ,Zn 的 分 量 并 固定 这 些 分 量 的 值 , 则 不 变 
量 9i 归结 为 仅 以 张 量 五 ，… , T_1 的 分 量 为 自 变 量 的 函数 wi, 并 且 在 坐标 系 zi 
中 成 立 等 式 w = Q;. 

在 其 他 坐标 系 中 , 这 些 等 式 一 般 不 成 立 . 不 过 , 这 些 等 式 对 于 所 有 由 群 G* 确定 
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的 坐标 变换 都 是 成 立 的 , 因为 张 量 T,，.….，T,, 的 分 量 在 这 些 变 换 下 不 变 . 量 w 在 
任意 坐标 变换 下 一 般 不 是 不 变量 . 显然 , 如 果 某 些 wi 只 依赖 于 张 量 了，,… , 工 ,, 的 
分 量 , 或 者 只 依赖 于 张 量 五 ，… , Ti 的 分 量 , 则 这 些 wi 在 坐标 变换 下 不 变 . 此 外 
还 显然 , 所 有 作为 张 量 五 , .…，, 了 ,_1 的 分 量 的 函数 wi 都 可 以 视 为 相对 于 群 G* 的 
不 变量 . 因此 , 公式 (1.3) 中 的 不 变量 系数 is 是 Qi 的 函数 . 如 果 只 使 用 群 G* 中 的 
坐标 变换 , 量 ks 就 可 以 看 作 只 依赖 于 不 变量 wi 的 函数 . 

不 变量 w 类 似 于 整 基 的 不 变量 . 只 要 适当 选取 一 组 完全 的 不 变量 9,, 量 w 就 
与 整 基 相同 . 在 一 般 情况 下 , 那些 函数 独立 的 不 变量 具有 特别 的 意义 . 可 以 采用 各 种 
方法 来 选取 函数 独立 的 不 变量 ， 

用 给 定 的 张 量 五 ，.… ,Zn 构造 张 量 五 。 总 是 可 能 的 , 下 面 将 举例 说 明 相 应 的 
一 般 方 法 . 

张 量 五 。 的 线性 无 关 性 可 以 根据 几何 方法 直接 证 明 , 也 可 以 利用 计算 相应 行列 
式 的 方法 进行 检验 , 还 可 以 利用 其 他 一 些 方法 加 以 证 明 . 例如 , 如 果 张 量 五 和 五 ,。 
正 交 或 具有 不 同 的 对 称 群 , 它们 就 是 线性 无 关 的 , 否则 这 两 个 张 量 成 正比 , 而 这 与 它 
们 的 对 称 条 件 矛盾 . 不 过 , 具有 相同 对 称 群 的 张 量 也 可 能 是 线性 无 关 的 . 

设 张 量 五 。 具有 对 称 群 G。 在 许多 情况 下 , 最 好 [09 这 样 选取 张 量 瓦 ,使 得 


G12 G22G32...2 Gp. 
显然 , 总 可 以 取 只 依赖 于 基本 度 规 张 量 g 或 只 依赖 于 g 和 三 阶 张 量 
E= |g3|1/?2(e€1e2es 一 e1e3e2 十 ezesel 一 e2el1e3 十 e3ele2 一 e3se2e1) 


的 9 (< p) 个 张 量 Hi1,… ，H 作为 前 4 个 线性 无 关 的 张 量 . 
这 些 张 量 对 应 着 相对 于 完全 正 交 群 或 正常 正 交 群 的 各 向 同性 张 量 . 各 向 同性 r 
阶 张 量 Hi,，… ，H, 已 经 在 文献 中 得 到 了 很 好 的 研究 8, 9 10, 30]. 
对 于 三 维 空间 中 的 各 向 同性 r 阶 张 量 , 数 g 的 最 大 值 等 于 [20 
r=1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
gqg=0 0 1 1 3 6 15 36 91 232 603 
所 有 各 向 同性 7 阶 张 量 都 是 五 ! 的 异 构 张 量 , 并 且 
He er t= 9 “Gorior (r 一 2k), 
HP E23 gaa4as 全 “gerior (7 = 2k 十 JU， 
， ”数目 4 等 于 在 考虑 张 量 分 量 g3 的 对 称 性 的 情况 下 各 种 线性 无 关 的 异 构 张 量 
Hi 的 数目 . 如 果 7 是 奇数 , 则 对 于 完全 正 交 群 g = 0. 所 有 相对 于 完全 正 交 群 不 变 


的 奇数 阶 张 量 都 是 零 张 量 . 相对 于 A = |ai;| = 1 的 正常 正 交 旋转 群 不 变 的 奇数 阶 张 
量 仅 在 7 > 3 时 才 不 是 零 张 量 . 在 + = 3 时 有 = ,所 以 gq=1. 
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张 量 函数 相对 于 某 个 角 标 排列 群 的 对 称 性 一 般 而 言 会 使 p 和 9 减 小 . 从 一 般 公 
式 出 发 , 利用 对 相应 角 标 的 对 称 化 和 交错 运算 , 在 只 保留 线性 无 关 项 的 条 件 下 总 是 
容易 得 到 具有 对 角 标 的 相应 对 称 性 的 张 量 函数 公式 . 


3". 给 出 取向 介质 和 晶体 的 几何 对 称 性 的 张 量 29]，、 如 果 一 种 介质 在 每 一 点 的 全 
部 性 质 相 对 于 正 交 变 换 群 不 变 , 我 们 就 称 之 为 各 向 同性 介质 . 各 向 同性 介质 可 以 分 为 
以 下 2 种 类 型 : 

(1) 相对 于 完全 正 交 坐 标 变换 群 的 各 向 同性 介质 , A = 士 1; 

(2) 相对 于 旋转 变换 的 各 向 同性 ( 旋 磁 性 ) 介质 , A = +1. 

容易 看 出 , 第 一 种 情况 下 的 对 称 性 完全 由 基本 度 规 张 量 g 表征 . 张 量 g 的 分 量 
的 不 变性 条 件 可 以 视 为 定义 完全 正 交 群 的 元 素 的 条 件 , 所 有 元 素 都 是 实 和 矩阵 , 它们 
组 成 一 个 无 限 集合 . | 

用 来 定义 旋 磁 性 介质 的 A = +1 的 旋转 群 是 完全 正 交 群 的 子 群 . 为 了 选取 这 样 
的 子 群 , 需要 提出 方程 (2.2) 的 一 个 附加 条 件 , 这 个 条 件 要 求 由 公式 (2.3) 定义 的 张 
量 五 的 分 量 是 不 变量 . 因此 , 旋转 群 元 素 的 无 限 集合 完全 决定 于 张 量 g 和 E 的 分 
量 的 不 变性 条 件 . 这 两 个 张 量 可 以 视 为 决定 A = +L 的 旋转 群 的 张 量 . 

下 面 将 使 用 由 每 布 尼 科 夫 提 出 的 简略 符号 来 表示 对 称 群 . 根据 文献 [15, 16], 完 
全 正 交 群 记 为 co/eo .m (该 群 的 生成 元 素 是 无 穷 阶 相交 轴 和 镜像 对 称 面 m). 旋转 群 
对 应 记号 oo0/oc. 

在 2° 中 给 出 了 关于 任何 阶 张 量 的 张 量 函数 在 各 向 同性 条 件 下 的 一 般 形 式 的 结 
果 , 这 时 函数 的 自 变 量 只 包括 9 或 g 和 五. 

各 向 异性 介质 最 简单 的 例子 是 取向 介质 . 取向 介质 是 指 这 样 一 种 介质 , 它 在 每 
一 点 的 所 有 性 质 相 对 于 由 绕 某 个 轴 旋 转 任 意 角 的 变换 组 成 的 无 限 正 交 群 不 变 . 显然 ， 
取向 介质 的 对 称 群 是 完全 正 交 群 的 子 群 . 简单 的 分 析 表 明 , 取向 介质 只 可 能 有 7 种 
不 同类 型 , 其 中 包括 2 种 各 向 同性 介质 . 

后 面 的 表格 (354 一 355 页 ) 给 出 了 各 种 取向 介质 的 相应 几何 图 形 和 给 定 其 对 称 
群 的 相应 张 量 和 矢量 . 这 些 结果 的 正确 性 容易 直接 检验 . . 

对 于 具有 连续 或 离散 结构 的 一 种 各 向 异性 介质 , 如 果 可 以 引入 与 所 考虑 的 介质 
具有 同样 几何 对 称 性 的 三 维 周 期 性 布 拉 维 格子 (在 固定 坐标 系 中 不 同 布 拉 维 格子 的 
周期 相同 ), 这 种 介质 就 称 为 晶体 . 具有 给 定 周期 的 布 拉 维 格子 能 够 具有 有 限 点 对 称 
群 ， 群 的 形式 既 依赖 于 所 研究 的 布 拉 维 格子 的 构造 ， 也 依赖 于 给 出 周期 的 平行 六 面 
体 单 元 的 形式 . 

众所周知 82, 19, 由 有 限 点 群 描述 的 晶体 只 有 32 类 不 同 的 对 称 性 . 在 354 一 355 
页 的 表格 中 列 出 了 所 有 32 个 晶 类 的 结果 , 每 一 种 对 称 群 由 相应 几何 图 形 描述 . 单位 
基 矢 量 e1, ez, es 组 成 晶体 物理 学 正 交 基 , 在 晶体 对 称 示意 图 中 指明 了 此 正 交 基 的 
方向 . 在 每 个 方 格 的 左上 和 角 给 出 了 相应 群 的 每 布 尼 科 夫 符 号 , 此 外 , 在 每 个 方 格 中 还 
给 出 了 由 我 们 建立 起 来 的 表征 并 给 出 所 研究 的 群 的 若干 简单 张 量 的 记号 . 相应 张 量 


.354 ， 附录 一 


zl，z2，7z3 是 晶体 学 笛 卡 儿 坐 标 
上 8，83 是 任意 坐标 
6 


‘EB 


© 2 
和 1 Den, €3 


- 


EB 
So 
3 


SS 
和 


(= 
kt 


(Ci: 


2 
Ofen, 五 ， €3 


和; 


人 一 一 
lo _ 
\ NN 
SS 
Se 
Fe) 


Osenh, e3 


oo 4 6 本 
$A 9， 五 ， e3 名 On, E, es 加 O6n， 五， e3 


合 8 
be 
SS 
8 

-| 
ke: 
9 
8 
Ch 


具有 若干 张 量 自 变量 的 非 线性 张 量 函数 . 355 . 


E = eie2€3 — e2ele3 十 €2€3€1 一 e3e2el 十 e3ele2 一 ele3se2 

一 Al(eleaze3 一 E2E16E3) 十 E2E36E1 一 E3E2E1 十 E3El6Eo2 一 El€3€2) 
PR = elea 一 ezel = (aiald; 一 aq5 api)eaep = asia (eaee 一 epea) 
Oh 一 ed 二 时 +ed= (asiaeiayia5i 十 asjioc2a72a62 十 asjap3a7: 3ad3)eaepey65 
Th =.efe3 二 ege3 十 ciej， Ta = ele2e3 十 ezele3 十 eze3sel 十 ese2el 十 eselez 十 elese2 
Dan = es ee2 - Bel1es ezel， Daa 一 e€3D3n, Den 一 D2, 
D2n = Me? + M22e2 + M3e2 = Mae; og, jEa€g = dP enaeg 

{ 和 AH # A22 A33 天 了 0, gap 二 a dpa) 

Ci = Dh, + wiieiey = CP eneg, wi = wii 0 


D3n, E, es 


€ 


! D2h, en， e2 


的 定义 由 表格 中 的 公式 给 出 . 

考虑 定义 立方 晶 系 群 对 称 性 的 张 量 . 我 们 来 证 明 , 张 量 On 相对 于 一 个 由 48 种 
变换 组 成 的 群 不 变 , 这 个 群 给 出 了 群 8/4 的 同 构 表示 , 并 且 不 存在 使 张 量 On 不 变 的 
任何 其 他 变换 . 为 了 证 明 这 个 结论 , 我 们 来 求 出 使 张 量 On 不 变 的 所 有 实 变换 . 

张 量 On 的 逆 变 分 量 的 不 变性 条 件 等 价 于 变换 矩阵 (ai;) 的 9 个 元 素 的 以 下 非 
线性 代数 方程 组 : 


asiapia7ija5l +acsiapaayrya5y 二 aaiap3a73a53 一 (人 (3.1) 
等 式 右 侧 在 a = 6 = 7 = 6 时 等 于 1, 在 其 余 情 况 下 等 于 0. 令 a=f 且 Y=56, 在 
a 和 7 时 得 方程 
(os) (al) + (a%2) "(a2) + (as3) (at3) =0 (a#), (3.2) 
从 而 
人 (3.3) 


因为 行列 式 det(a%; ) 关 0, 所 以 从 等 式 (3.3) 可 知 , 在 矩阵 (aa; ) 的 每 一 行 和 每 一 列 
中 分 别 只 有 1 个 非 零 元 素 . 
因为 在 a= 6=x=56 时 根据 (3.1) 有 


(ac 六 下 人 as 22) + (a® 3) =1, 
所 以 对 于 和 矩阵 (as; ) 的 每 一 个 非 零 实 元 素 都 成 立 等 式 
op， =+1. (3.4) 


穷 举 所 有 可 能 情况 , 从 (3.3) 和 (3.4) 可 知 , 由 取 值 为 1 或 0 的 元 素 (a?,)? 组 成 
的 矩阵 只 可 能 具有 下 列 形 式 : 


100 100 010 
010|,， |oo0o1|, |100|, 
0 0 1 0 10 001 
010 001 001 
001|, |o10|，|100|. 
100 100 010 


所 得 矩阵 一 共 只 有 6 个 . 按照 (3.4), 如 果 考 虑 a? ”的 符号 , 则 (3.5) 中 的 6 个 矩 


(3.5) 


1 在 这 个 表格 中 和 下 文中 , 矢量 的 寡 理 解 为 并 积 . 


具有 若干 张 量 自 变量 的 非 线性 张 量 函 数 - 357 : 


阵 中 的 每 一 个 都 给 出 8 个 矩阵 (oz )). 例如 , (3.5) 中 的 第 一 个 矩阵 对 应 以 下 矩阵 ; 


+1 0 0 +1 0 0 +1 0 0 +L 0 0 
0 +1 0 |， 0 +1 0 |， 0 -1 0. |,， 0 -1 0 1|， 
A\0 0 +l 0 0 -1 0 .0 +l 0 0 一 1 
-1 0 0 -1 0 0 -1] 0 0 -1 0 0 
0 +L 0 |， “0 +1 0 |， 0 -1 0 |， 0 -1 0 1. 
0 0 +l 0 0 -1l 0 0 十 1/ 0 0 -1 


我 们 知道 , 依照 立方 对 称 群 6/4 的 定义 , (3.5) 中 的 每 一 个 矩阵 都 对 应 形 如 (3.6) 
的 矩阵 组 , 这 些 矩 阵 合 在 一 起 组 成 一 个 完全 群 , 即 立方 对 称 变换 矩阵 群 6/4, 其 元 素 
为 6x8= 48 个 正 交 矩阵 . 因此, 方程 组 (3.1) 的 解 所 对 应 的 任何 矩阵 只 可 能 是 诸如 
(3.6) 的 48 个 矩阵 之 一 . 另 一 方面 , 容易 证 明 逆 命题 也 成 立 : 所 得 48 个 矩阵 中 的 每 
一 个 矩阵 都 给 出 方程 组 (3.1) 的 一 个 解 . 

现在 求 出 使 张 量 Ti 保持 不 变 的 变换 群 矩 阵 . 张 量 Ti 的 逆 变 分 量 的 不 变性 条 件 
等 价 于 变换 矩阵 (ai;) 的 9 个 元 素 所 满足 的 以 下 非 线性 代数 方程 组 : 


(3.6) 


人 
010:.2043 十 020.10.3 十 Q.30.20.1 十 0.10.30:2 十 0.20.30.1 十 0:3Q4.10.2 一 0 


(3.7) 
如 果 a，B, 7 彼此 不 同 , 则 (3.7) 的 右 侧 为 1; 如 果 在 a， 8, 中 哪怕 只 有 一 对 
角 标 相同 , 则 (3.7) 的 右 侧 为 0. 取 7 = B, 则 由 (3.7) 得 方程 


acjap2ap +aajapia6; +as3apiap =0, ao, B=1,2,3. ~ (3.8) 
因为 det(ai;) 关 0, 所 以 由 方程 组 (3.8) 可 知 
aciaf =0, . (3.9) 


式 中 6 是 任意 的 固定 角 标 . 
根据 这 个 结果 和 条 件 det(ai;) 天 0 可 知 , 在 矩阵 (ai; ) 的 每 一 行 和 每 一 列 只 有 1 
个 非 零 元 素 . 非 零 元 素 角 标 结构 不 同 的 这 样 的 矩阵 只 有 6 个 : 


(3.10) 


方程 (3.7) 在 角 标 a, 6, 7 彼此 不 同时 给 出 


aibici =1, i1=1,:...,6. (3.11) 
he 对 于 正 交 变换 , 在 条 件 
-= ， 1 一 了 
> 本 "ai 人 ep (3.12) 


得 到 满足 时 成 立 等 式 
ai= 土 I， b= 圭 l，ci= 圭 1. 

在 一 般 情况 下 , 为 了 表示 对 称 群 3/4, 除了 要 求 张 量 到 的 不 变性 , 还 必须 补充 
张 量 g 的 不 变性 条 件 , 因为 只 有 在 这 样 的 条 件 下 才能 满足 晶体 学 对 称 群 的 定义 所 包 
含 的 条 件 (3.12)1) . 

和 矩阵 组 (3.10) 和 条 件 (3.13) 一 起 确定 了 对 称 群 6/4 的 48 个 矩阵 , 而 附加 等 式 
(3.11) 分 离 出 一 个 由 24 个 矩阵 组 成 的 子 群 , 并 且 在 这 些 矩 阵 中 , 或 者 ui = bi = ci = 1 
或 者 在 ui bi ci 这 3 个 数 中 有 2 个 都 等 于 -1. 例如 , 从 (3.10) 中 的 第 一 个 矩阵 只 
得 出 4 个 矩阵 : 


+1 0. 0 +l1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 
0 十 1 0 |， 0 -1 0 |， 0 =1 01， 0 +1 0 |. (3.14) 
0 0 十 1 0 0 一 ! 0 0 +l 0 0 -1 


容易 检验 , 给 出 群 -3/4 的 上 述 24 个 矩阵 是 封闭 方程 组 (3.7) 的 解 . 此 外 , 这 些 
矩阵 在 det(ai;) 关 0 时 组 成 方程 组 (3.7) 人 
数 解 . 

现在 考虑 张 量 T 的 不 变性 条 件 . 变换 矩阵 的 元 素 xi; 的 方程 组 就 是 张 量 T, 的 
逆 变 分 量 的 不 变性 条 件 , 其 形式 为 


1 
asjadyalyass + aryad;a a +asiapiayya5y = = 人 (3.15) 
》 


并 且 在 w=868=2, 7=6=3 时 , 或 在 a=6=3, 7=6=1 时 ,或 在 w=6=1， 
7=6=2 时 , 等 式 右 侧 为 1, 而 在 所 有 其 余 情 况 下 等 式 右 侧 为 0. 也、 15) 有 : 
在 w=6=1Yy=6=1 3 时 


al2a!3 =0, a!l2a33 = 0，al3ali =0, al3a31 = 0，alial2 = 0，alija32 = 0，(3.16) 


在 a=6=2,Y=656=1,2 时 
a22al3 一 0，a22a23 = 0, a?23a!1 =0, a23a21 = 0，a2ial2 =0, a2ia?> =0, (3.17) 


1 容易 检验 , 在 lei| = 1 时 成 立 等 式 2g = Ta : Ty, 式 中 对 2 个 相同 位 置 的 角 标 进行 缩 并 ; 然而 ， 
根据 这 个 等 式 和 (3.11) 并 不 能 得 出 g 相对 于 变换 (3.10) 的 不 变性 . 


具有 若 二 张 量 自 变量 的 非 线性 张 量 函数 :359 ， 


在 w=B8=3,7=6=2, 3 时 
a32a23 = 0，a3a33 = 0，a33a21 一 0，a33a31 =0, a3ia?2 = 0，a3la33 =0. (3.18) 


根据 18 个 方程 (3.16) 一 (3.18) 和 条 件 det(ai;) 关 0 可 知 , 在 矩阵 (ai; ) 的 每 一 
行 和 每 一 列 中 只 可 能 有 1 个 非 零 元 素 ; 于 是 ， 


在 ali 关 0 时 al; =al3y =a32=a23 一 a21=a31 = 0. 


因此 , 我 们 得 到 矩阵 


al; 0 0 0 al, 0 0 0 ali 
0 a 0|, |o 0 @: ai 0 0|. (3.19) 
0 0 as33 a31 0 0 0 ay 0 


在 al;zo 时 在 al,#0 时 在 al,#0 时 
在 ai; 关 0 时 , 3 个 方程 (3.15) 的 右 侧 都 等 于 1, 即 
(a22)2(a33)? =1, (a33)2(ali)? =1, (ali)2(a22)2 =1. (3.20) 


这 些 方程 以 及 在 ai 了 关 0 和 ai3 去 0 时 用 类 似 方 法 得 到 的 方程 具有 实数 解 
a!li = 士 ]，a*2 = 土 !， @33 == 土 ]， 
a:2 二 土 l， a23 = 土 ， 1 二 土 1 (3.21) 
al3= 圭 l，a2i= 土 l，a33= 土 l. 


从 必 ; 的 这 些 值 可 知 ,(3.19) 中 的 每 个 矩阵 都 可 以 分 解 为 8 个 矩阵 ,从 而 一 共 得 到 
3 x 8 = 24 个 正 交 和 矩阵 , 它们 组 成 6/4 的 子 群 . 显然 , 我 们 得 到 的 解 满足 封闭 方程 组 
(3.15), 并 且 任 何 实数 解 都 包含 在 这 些 解 中 . 

因为 张 量 EE 只 相对 于 A = +! 的 正常 旋转 群 不 变 , 所 以 在 主 定量 中 增加 张 量 
万 的 结果 是 去 掉 A = -1 的 矩阵 : 对 于 On 可 以 得 到 由 48 个 矩阵 组 成 的 群 , 而 利用 
”On 和 这 两 个 张 量 可 以 从 这 个 群 中 分 离 出 A = +1 的 子 群 , 其 中 包含 24 个 矩阵 . 

张 量 g, Ta 所 对 应 的 群 包含 24 个 矩阵 , 而 利用 张 量 g, Ts 和 五 可 以 从 这 个 群 
中 分 离 出 A = +1 的 子 群 , 其 中 包含 12 个 矩阵 . 分 离 相 应 矩阵 的 实际 结果 表明 , 张 
量 g, Tu, EB 和 张 量 ,都 对 应 由 12 个 矩阵 组 成 的 变换 群 , 并 且 这 些 变换 群 是 相 
同 的 . 

对 于 四 角 晶 系 , 在 表格 中 列 出 的 张 量 与 相应 对 称 群 的 等 价 性 是 用 以 下 方法 得 到 
的 . 四 角 晶 系 对 称 群 可 以 作为 立方 晶 系 和 取向 介质 的 相应 对 称 群 的 交集 而 得 出 . 所 
以 , 要 想 从 立方 晶 系 对 称 群 和 取向 介质 对 称 群 中 分 离 出 相应 的 子 群 ,可 以 把 给 出 立 
方 唱 系 相应 对 称 群 的 张 量 和 给 出 取向 介质 对 称 群 的 张 量 合 在 一 起 组 成 一 组 张 量 . 容 
易 直 接 看 出 , 对 于 四 角 晶 系 的 7 个 对 称 型 , 其 中 每 个 对 称 型 的 张 量 组 的 不 变性 条 件 

都 定义 了 相应 的 变换 矩阵 群 , 这 些 变 换 矩 阵 正 好 对 应 这 些 晶 体 对 称 型 的 对 称 群 . 
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为 了 证 明 给 出 六 角 晶 系 和 三 角 唱 系 对称 型 的 那些 张 量 的 选取 是 恰当 的 ,必须 考 
虑 Des 和 e2，D3sh 和 e3，Dasu 和 e3 这 3 对 张 量 的 分 量 的 不 变性 条 件 . 并 积 e3 的 
不 变性 条 件 只 分 离 出 以 下 形式 的 矩阵 作为 可 能 的 坐标 变换 矩阵 : 


all al al3 
a21 a2> a23 | . (3.22) 
0 0 士 1 


根据 Dos 或 Dss 或 Dss 的 不 变性 可 知 ol; = a2; = 0. 
如 果 不 要 求 3 具有 不 变性, 但 要 求 和 量 es 具有 不 变性 这 上 给 出 以 下 形式 的 


变换 矩阵 ; 
all al 0 
a2; az 0 |. (3.23) 
0 0 十 1 
因为 只 用 基 矢 量 el 和 es 就 可 以 表示 Dehn, Dss 和 D3a, 所 以 这 些 矢量 的 不 变性 与 
二 阶 和 矩阵 
ai a!s 
-人 加 
的 结构 有 关 . 
为 了 研究 清楚 和 矩阵 DD 的 结构 , 最 好 按照 公式 
J1=e1+ies, Jj2=el~ ies 
引入 复 基 . 在 这 个 基 中 , D3n, Denp 和 D3a 的 形式 为 : 


2Dsn = 3 +7j3, 4Den = (J +22):, 2Dsa= e3(j? +22). 


这 些 张 量 在 实 基 中 的 不 变性 条 件 可 以 改写 为 在 复 基 中 的 不 变性 条 件 . 如 果 复 基 
变换 公式 的 形式 为 


ji = bi jo, 


ai oa _ {12 12 /oi ta) /1 i 
| 人 全 ( “ 议 
确定 了 和 矩阵 (ai;) 与 (b%;) 之 间 的 关系 
张 量 D3a 的 不 变性 条 件 归 结 为 下 ; 的 以 下 方程 组 : 


则 等 式 


1l, a=6b=7, 


bo; be bY; + bo; 68,b7; = { 
1 1 1 2 3 2 0， 在 其 余 情况 下 ， 


具有 若干 张 量 自 变量 的 非 线 性 张 量 函数 361 ， 


其 展开 形式 等 价 于 
(bi)3 十 (站 2)3 王 1， 中 1( 妇 1)2 十 中 2(822)2 一 0， 
(b21)3 + (622)3 =1, b21(bl1)? +622(b!2)? =0. 


容易 求 出 方程 (3.26) 的 所 有 满足 条 件 det(bi; ) 关 0 的 解 . 因为 ai; 是 实数 , 所 以 
从 (3.25) 可 知 中; = 如 2, 中 2 = b21, 从 而 对 (本;) 得 出 6 个 矩阵 ; 


1 0 e 0 e2 0 ， 
Co le 
0 1 0 & 0 e? 
C3) 
在 (3.22) 中 , 相应 矩阵 的 正 交 性 可 以 自动 得 出 . 利用 公式 (3.27), (3.25) 和 (3.22) 
容易 写 出 12 个 和 矩阵 , 它们 对 应 着 表征 六 角 唱 系 对 称 型 m .3 : m 的 张 量 Dan, e3 的 
不 变性 . 组 合 Pan, es 的 不 变性 则 确定 了 6 个 矩阵 , 它们 得 自 (3.23), (3.25) 和 (3.27) 
并 对 应 着 三 角 章 系 的 对 称 型 3 .m. 
Dad 和 e2 的 不 变性 条 件 使 方程 (3.26) 的 形式 有 所 改变 . 相应 方程 的 解 给 出 12 
个 矩阵 , 其 中 前 6 个 矩阵 对 应 es 的 不 变性 , 它们 就 是 对 称 型 3.m(Dah，es) 的 矩阵 ; 
此 外 , 如 果 改 变 这 些 和 矩阵 所 有 元 素 的 符号 , 就 得 到 其 余 6 个 矩阵 . Pen 和 e3 的 不 变 


性 条 件 给 出 形 如 (3.22) 的 矩阵 , 并 且 在 形 如 (3.26) 的 相应 方程 中 必须 把 其 右 侧 的 +1 
改写 为 上 1. 于 是 , 相应 的 解 包含 对 称 型 m3 : m 的 12 个 矩阵 以 及 以 下 12 个 矩阵 : 


(3.26) 


(e = e2"i/3). (3.27) 


利用 公式 (3.25) 容易 写 出 相应 的 实数 矩阵 . 

六 角 晶 系 和 三 角 晶 系 的 所 有 其 余 对称 型 都 是 上 述 对 称 群 的 子 群 ,并 且 只 要 考虑 
张 量 特征 量 已 知 的 相应 的 群 的 交集 , 就 容易 求 出 其 余 对 称 型 的 张 量 参数 , 

至 于 正 交 晶 系 、 单 斜 晶 系 和 三 斜 晶 系 , 在 表格 中 列 出 的 表征 对 称 性 的 张 量 是 直 
接 就 能 看 出 的 . 显然 , 给 出 对 称 群 的 相应 张 量 组 不 是 唯一 确定 的 . 

在 表格 中 列 出 的 每 种 情况 下 ， 可 以 用 另外 一 组 张 量 来 取代 所 列 张 量 , 并 且 这 两 
组 张 量 之 间 的 相互 关系 是 一 一 对 应 的 . 特别 地 , 决定 对 称 性 的 张 量 数目 和 张 量 阶 数 ， 
可 以 有 不 同 的 取 法 . 


“. 362 . 附录 一 


例如 , 可 以 使 用 群 和 张 量 之 间 的 以 下 对 应 关系 来 代替 表格 中 所 列 的 张 量 ?) : 


m:2:m et e2, e3, 人 2 ei, e3, es, E, 
2:2 e?, e2, e3, E, m el，e2，e3， 

2.m e?，e2，ea， 2 ele2，ele3，e2e3， 
2:m e?, e2, e3, 1. 


这 里 的 每 一 个 张 量 都 容易 通过 表格 中 列 出 的 张 量 表示 出 来 , 相反 的 关系 也 是 显 
而 易 见 的 . 

前 面 研究 了 如 何 确 定 给 出 晶体 和 取向 介质 对 称 群 的 张 量 的 问题 , 并 且 在 个 别 重 
要 情况 下 解决 了 其 逆 问 题 , 即 如 何 确 定 与 一 个 给 定 张 量 相对 应 的 正 交 对 称 群 的 问题 . 


4°. 表征 取向 介质 和 晶体 几何 性 质 的 张 量 的 张 量 函数 . 对 于 取向 介质 2 和 晶体 
的 矢量 分 量 4;i, 二 阶 张 量 分量 45, 三 阶 张 量 分 量 A%* 和 四 阶 张 量 分 量 4 下面 
给 出 它们 在 任意 坐标 系 中 的 形 如 (1.3) 的 一 般 公式 . 这 些 张 量 是 表 中 决定 相应 对 称 
群 的 张 量 自 变量 的 函数 . 

用 来 确定 对 称 群 的 那些 张 量 , 其 联 立 不 变量 是 绝对 常数 . 因此 , 作为 不 变量 的 系 
数 is (s = 1 …，D) 或 者 是 常数 , 或 者 是 某 些 标量 的 函数 , 而 这 些 标量 也 可 能 与 被 
选 出 的 张 量 一 起 位 于 主 定量 之 列 . 

在 每 一 种 情况 下 , 在 公式 中 仅 写 出 p 个 线性 无 关 项 . 也 可 以 另 选 一 组 线性 无 关 
项 , 但 是 无 论 怎样 选取 , 相应 项 都 可 以 表示 为 公式 中 写 出 的 那些 项 的 线性 组 合 . 在 使 
用 关于 函数 关系 特性 (对 某 些 分 量 的 线性 关系 等 ) 的 各 种 附加 假设 时 , 关于 如 何 选取 
线性 无 关 张 量 的 问题 可 能 是 极为 重要 的 . 如 果 成 立 对 称 条 件 


ij ji ijk Aikj ijkl — Aijlk ijkl Ajikl ijkl AKI 订 
Ai.4 AikoAiki Atl Aik Aik Aikl Aikl ARI 


从 上 述 公式 就 容易 得 出 一 些 已 知 的 结果 四. 
为 了 使 这 些 条件 成 立 , 还 需要 补充 一 些 附加 条 件 来 限制 作为 不 变量 的 那些 系数 . 
利用 对 称 化 运算 就 可 以 从 写 出 的 公式 得 到 相应 公式 . 


取向 介质 
对 称 型 co/co mm (g) 
Ai=0, Ai=kgi, Aik=0, Aikl = pgdigkt kagikgitt 本 
对 称 型 co/co (9, 瑟 ) 
Ai=0, AY=kgi, 4 让 EE AdK— Aiki(o0/o0.m). 


1 矢量 的 乘积 和 矢量 的 寡 都 理解 为 矢量 的 并 积 . 
32) 类 似 公式 发 表 于 [28], 但 其 中 有 错误 . 这 里 给 出 了 改正 的 公式 . 


具有 若干 张 量 自 变 量 的 非 线性 张 量 函 数 * 363 


对 称 型 m0 : m(g, B = e3) 
Mi=0 A3=hgi+khBY, A=0, 
Aik! = ASt(o0/00.m) + kagi B*! + ksg* Bi + keg™ BI* 
| +kr gt Bi+ keg gi! BA 二 ko gi Bi kio Bi Br. 
对 称 型 co : 2 (9, B = e3, EE) 
Ai=0,， 4 = hg +k2BY, 
ASk = ppBik + ko Bi EK + kB Be, AYK = AYK(m.o0:m). 


对 称 型 co : m(g, B = e2, = elez — eze1) 
Ai=0, A3=hgd +khBi+kQi, AJk=0, 
MRI 一 Aikl (im “00 mn) 十 kg Qt + ki2g Qt kisgi Qi 三 ki14g* Qi 
+h15g9 Qik + kieg Qi + kir BIA + krs BQ + higQY BK 
对 称 型 oo0.m(g ,b = es) 
Ai=kbi, AT=kgi +kobib, Adk= hgibt + kgitbi + kagitbi + kabibibk, 
和 和 = AYk (00/00.m) + kagiibtb! + ksg™*bib! + keg' bibr 
+ hrgribibi + kegitbibt + kogitbib! + kiobibibRb!. 
对 称 型 co (g, b = ea, E) 
Ai=kbi, A3= hg + kob'bi + kaBiebo, 
Mi = kgdb + khog'™bi + kagitbi + kabibib® + kshibt + kedikbi + krOikpi, 
Aikl 一 Aijkl (00:m) + ki1 giiQs! + ki2 gikQit + ki3 giQik 十 后 和 gr Qi Ns gi'Qik 
+kieg Qi + krbibi OK + kigbibr QT + kiogNYIbrb! (OY = EYeba). 


立方 晶 系 
对 称 型 5/4(On) 
4 = 0, A es kg, AiIk a 0， 4 订 局 45k(co/oc m) kaOn Kl. 
对 称 型 3/4 (O，, E) 
Ai= 0， A = kg AiIk 5 kEYEk AiIkl = AiKL(G6/4). 
对 称 型 3/4 (g, Ta) 
Ai = 0， AY 3 kg’, Aiik cs kTyiik, Aikl 一 AYR G6/4). 


对 称 型 3/2 (g, 2, Ti) 或 (T, 也) 
Ai=0, A3=kgi, Aik= hk Bik + koTydk, 
Aik! a AiiKkl (6/4) ks Th Kl 十 keTr Uk 十 krT, KI. 
对 称 型 6/2 (T,) 
4 Pm 0, A 2 kg, Aik = 0， Aiik! 三 AYk! (3/2). 


四 角 晶 系 

对 称 型 m.4:m (Oh, B = e3) 

Ai=0, Ai=Ai(m.00:m)= hg + kBY, 

Aik 0, Aik 一 AYkl(im, .oo :m) + hiOn TH. 
对 称 型 4.m (g, Ty, B = e3) 

Ai=0, Ai= kg +kBy, 
ASk = kT + koTado Bo 十 TaieBI AYK = AiK(m.4:m). 
对 称 型 4:2 (Oi, B = e3， 万 ) 
A Ai=0, Ai=kgi+kBi, Aik 一 Aijk (00 : 2)， Aijkl 一 Aikl (m.4 :m). 
对 称 型 4 : m (On Q = elez -eze1, B = e3) 
4 =0，45=45(co:m)，45k = 0， 

Aijkl > AYK! (00 : m) 于 kz0On 有 i ko1On to Oi . 

对 称 型 4(g, Ty, (2 =.ele2 一 ezel， B= e2) 
Ai=0, Ai= Ai(00:m), 
ATE = ATE(4.m) + kaTaI° Qs + ksQis Tak + keQis Tue BRS, 
Aijkl > AiK! (4 : m). 
对 称 型 4.m (Oh, b = es) 
A'=kb, AT=kgi+hkobibl, ASk= Aik(o00.m), AYK! = AIK(m.4:m). 
对 称 型 4 (O;, b = es, E) 
Ai=kbi, Ai=hkgi +hkobibi+kQi (QY= Eicb,), 
Aijk 一 Aik (00), AiIkl 一 AYK (00) + 12090755 人 站 ko1Or Ko Qi 
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六 角 晶 系 
对 称 型 m6 :m (Den, B = e3) 
Mi=0 AY=hgi+kBi, Adk=0, Adk = Adt(m.o0:m). 
对 称 型 m3:m (Das, B = e3) 
Ai=0, Ai¥=kgi+kBi, Adk=kDadt, AdK = AdK(m.o0:m). 
对 称 型 6 :2(Den, B= e3, E) 
Ai=0, Ai=kgi+kBi, AJk= AIt(00:2), AYK = AIK(m.o0:m). 
对 称 型 6 : m (Den, B = e3, QQ = elez 一 ezel) 
Ai=0, Ai=Ai(c0:m), A=0, ASM = ATM(00:m). 
对 称 型 3 : m (Dsh, B = e2, 0 = elez 一 ezel) 
Ai=0, Ai=Ai(co0:m), Aik= kDapdt + kD N®,, 
Aijk! ~ Aiki(00 : m). 
对 称 型 6.m (Den, b = es) 
Ai=kbi, AY=kgi+kobibl, Aidk = Aik(o0.m), AYJK = AYK(00.m). 
对 称 型 6 (Den, b = es, E) ' 


A’ 2 kbi, A = A (00), AYk 二 A (00), Aik! = AYK (00). 


三 角 晶 系 
对 称 型 5.m (Dan, B = e3) 
Ai=0, 4 一 和 9 十 ioB5， 4 一 0 
Aikl = Aijki(m.o0: m) + kDagdt! + kDagit! + kiaDaa"! + kiaDaa's™. 
对 称 型 3 :2 (Dsh, B = e3, E) 
Ai=0, Ai=hgi+khBi, Ait= Ait(00:2)+ kaDans™, 
A = Aikl(m.o00: m) + kB Dyno + kB Da, Ko 


+hki3Bi* Ds i + kiaBoKi Da to. 
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对 称 型 6 (Dau， B= e2, 9 一 el1e2 一 e2el) 
Ai=0, Ai= Ai(00:m), Aik=0, 
人 一 Aikl (co m) 十 kz0 Daa *! 十 k21 Dag! + k22 Daa*! 十 ko3 Dyas 
+k2a Dag tO! + kos Dag t° Ql + koe Dag"d°Q!, + kor Dag Ho* QE. 
对 称 型 3.m (Dah, b = es) 
Ai=kbi, Ai=kgi +kobill, Adk = AIR(00.m)+ keDsndt, 
一 Aijh(00.m) + kiiDan sb! + ki2Dan ib + kisDanitibi + kyaDan ed bi. 
对 称 型 3(Dsan, b = es, 万 ) 
在 一 人 .43 = AY(00), 7 
Aik 一 Aijk (oo) + ke Dan'jkt 二 kg Ds Qt, AiiKl 一 Aijkl (6). 


正 交 晶 系 
对 称 型 m2 :mm (D2n, 9) 
Ai 二 0， A = kg3 十 k2D2on 十 k3Doni*D2h i (哈密 顿 一 凯 莱 公式 )， Ai* = 0， 
Aijk!l ~ pigiigt! + kogitgit + kag'igit + hag Don*! + ksg* Don’! 
4 keg' Dp’* 2 kr Dan gr™! 十 ks Do '* gi! ko Do»n' gi 
+ kiogT MY + Kg MI + ki2g™ MI + ka Mg™ + kia Mg 
+ ksMigik + kieD2n? Don®! + kr Don Mik + krs Dans M™ 
十 ja9 t Mil + koo Mi Do + ka MIM (M3 = DD Li). 
对 称 型 2 : 2 (D2h, E, g) 
Ai=0, AY= Ai(m.:2:m), 
Ai — ky Bk + ko Bi Dan ot + kaBito Dn oa’ + kB ME, 
+hs Bike Mi + keD2n'* BgMO, 
01 ~ Aiki(m. 2: m). 
对 称 型 2.m (Dzh, b = es, 9) 
Ai=kb, A3= AI(m:2:m)= kg + kobib’ + ksDonY, 
Aik 一 krgibt + kagitbi + kagibi { kabibibk + ks Do b® + keDon tb’ + kr Danibi, 


AYK! = AYJKI(m. 2: m). 
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单 斜 晶 系 


对 称 型 2 :m ( Dan，Q = ele2z 一 ezel, 9) 
Ai=0, 4 全 =45(m 2:m) 二 OA15QicDo， Aik=0, 
Aijk!l — Aijkl (m2 :m) 十 jos giQK! 十 jos gi ON 六 gk + kos giQY 
+ koeg’ QF + horgi* Oi + khoggT QF Do i + hogg'* Qi Do Lt 
+ kaog’ Qi Do Lk + hag Qi Do Li + ka2gi Qi Dn 
+ kasg7* Qio Dy i + ksa Dop OK! + kas Dop Qi! + kae Don * OY 
+ kar Don I QF Don i + kas D2n i OI Don Lt + kag Doan Qi Don 27 
+ kao MQ + ka MiIQK Do et. 
对 称 型 2 (D2n, EE, b = es, g) | 
Ai=kb, A = AYI(2:m), 
AiF = kgibk + kogitb’ + kagi* bi + kabibibt + ks D2nib® + ke Don bi 
+ krDon tIbi + keQiib® + koQikbi + 09 条 天 十 ki1Qie Do Lb 
+ ki20io Dyn Lb + kisaQt® Do 0 bi, 
Mi = Aijkl (2 : m). 
对 称 型 m (Dz, b= el c= e2) 
Ai=hbit+hkoc, AT= hgd + hobibi + kacici + kabic’ + kscib’, 
A = higibt + kag™b’ + kagi*bi + kabibib® + ksgdick + kegi*e’ 
+ krgi*ci + kecibib® + hobicib® + kiobibick + kiibicick 
+ kocibic® + kiscicib® + kiacicick, 
Aikl 一 A3k! (2 :m) = kigiigK! 革 kagit gi ksgitgir 年 Kags brb! 2 ksgitbib! 
+ keg bb + krb'big™! + kabibr gi! + kobiblgi® + kiogT bb! + kiig'*bic! 
十 ki2g" bick 和 ja3gRLDic5 十 kiagitbick FF kisgitbic 元 有 6g 好 ck 以 
+ kirg™*oib! + kisg™ cib" + kigg™!cibi + koogi!cib® + ko1giKcib! 
+ hozcibibrb! + koabicibrb! + koabibickb! + kosbibibtc! + koegi crce! 
+ khorgi teic! + koggicick + iagckclcicy + kaobibibrb! + kalgircict 
+ ka2bibickc! + kasbibrcic! + kaabib!cics 十 kascicibtb! + kaecict bib! 
十 karcic!bib® + kagbicicke! + kagcibickc! + aocicibkcl + karcicickb!. 
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如 果 取 e，es,e3 作为 张 量 自 变量 来 代替 Dzn, e1, ez, 则 最 后 一 个 四 阶 张 量 公 
式 可 以 替换 为 


44 = 4ijkleiejekel 十 4ep33euepeses 十 4233Aeuesesep 十 433cpeseaseue8p 


十 43e3peseuesep 十 43op3eaeuepes 十 4c3p3euesepes 十 43333eaeaese3， (+) 


式 中 表示 求 和 的 角 标 i, jk, !, a, PB 的 取 值 仅 为 1 和 2. 简单 的 计算 表明 , 公式 中 
共有 41 项 , 并 且 直 接 可 以 看 出 , 它们 是 线性 无 关 性 的 . 

不 难看 出 , 对 于 偶数 阶 张 量 , 例如 单 斜 晶 系 对 称 型 2: m, 2 和 m 的 四 阶 张 量 , 相 
应 自 变量 可 以 替换 为 同一 组 张 量 el，ez，e3, 所 以 可 以 使 用 同样 一 些 公式 . 因此 , 公 
式 (*) 适用 于 单 斜 晶 系 所 有 对 称 型 的 四 阶 张 量 . | 

还 容易 看 出 , 对 于 具有 21 个 线性 无 关 项 的 正 交 晶 系 , 其 四 阶 张 量 也 得 自 公式 
(*), 其 中 应 取 i=j,k=4i=k,j=! 和 i=1,j=k,a = 的 那些 项 . 

因此 , 在 构造 张 量 函数 的 一 般 公 式 时 , 针对 所 研究 的 个 别 情况 改变 原来 的 自 变 
量 有 时 显然 会 带 来 好 处 . 


三 斜 晶 系 
对 称 型 2 (Ci) . 
Ai 二 0， .45 是 一 般 情况 下 的 9 个 分 量 ， 
Aik 二 0， Aijki 是 一 般 情况 下 的 81 个 分 量 . 
对 称 型 1(el，ez，es) 


所 有 张 量 具有 一 般 形式 , 没有 对 称 性 . 


5°. 具有 附加 张 量 自 变量 的 取向 介质 和 晶体 张 量 函数 ， 我 们 现在 假设 , 独立 自 
变量 不 仅 包括 给 出 取向 介质 和 晶体 的 几何 性 质 的 那些 张 量 , 而 且 包 括 其 他 一 些 张 量 . 
显然 , 这 时 自 变量 组 的 对 称 群 是 取向 介质 或 晶体 的 相应 的 群 或 子 群 . 不 同 于 晶体 学 
群 的 子 群 只 可 能 在 研究 取向 介质 时 出 现 . 如 果 在 确定 晶体 对 称 性 的 张 量 中 再 补充 其 
他 一 些 张 量 , 则 结果 还 是 归结 为 晶体 学 对 称 群 , 或 者 归结 为 恒 等 变 换 . 

给 定 的 晶体 学 对 称 群 , 其 所 有 子 群 包含 在 32 个 晶体 学 群 之 中 , 所 以 , 如 果 在 给 
出 晶体 对 称 性 的 张 量 组 中 补充 其 他 一 些 张 量 , 则 自 变量 组 的 对 称 群 仍 属于 32 个 晶 
体 学 群 之 一 . 

在 一 般 情 况 下 , 待 求 张 量 的 线性 无 关 分 量 的 数目 仅 在 存在 相应 对 称 性 时 才 可 能 
减少 . 显然, 当 自 变量 组 具有 非 平凡 对 称 群 时 , 描述 晶体 的 函数 将 有 相应 简化 . 在 研 
究 清楚 张 量 自 变量 组 晶体 学 对 称 群 的 类 型 之 后 , 就 可 以 应 用 4° 中 的 公式 之 一 来 阐明 
待 求 张 量 函数 的 分 量 的 结构 . 

因此 , 在 晶体 的 一 般 情况 下 , 可 以 应 用 4° 中 的 公式 来 确定 张 量 函 数 的 结构 . 为 
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了 实际 阐明 相应 公式 的 本 质 ,必须 研究 给 定 自 变量 组 的 对 称 性 ,这 对 晶体 而 言 等 价 
于 把 张 量 自 变量 通过 在 表格 中 列 出 的 表征 晶体 对 称 型 的 那些 张 量 表示 出 来 . 

当 那 些 附 加 的 张 量 是 特殊 张 量 或 者 在 晶体 学 坐标 系 中 具有 特殊 形式 时 , 利用 上 
述 方法 能 够 很 容易 地 分 析 大 量 个 别 情况 . 

当 存 在 附加 张 量 自 变量 时 , 标量 k。 一 般 是 附加 张 量 和 给 出 取向 介质 或 晶体 对 称 
性 的 张 量 的 联 立 不 变量 的 函数 . 可 变 的 联 立 不 变量 是 因为 附加 不 变量 而 出 现 的 . 函 
数 独立 的 不 变量 , 其 数目 一 般 等 于 张 量变 量 的 函数 独立 分 量 的 数目 . 在 个 别 情形 下 ， 
函数 独立 分 量 的 数目 可 能 更 小 一 些 . 

在 一 个 固定 的 坐标 系 中 , 如 果 系 数 k。 能 够 表示 为 标量 自 变 量 wi; 的 函数 , 在 一 
般 情况 下 就 可 以 这 样 来 选取 这 些 标量 自 变 量 , 使 得 它们 的 值 不 依赖 于 各 种 张 量 变量 ， 
并 且 从 取向 介质 或 晶体 对 称 性 的 观点 看 来 , 这 些 张 量 变量 是 彼此 等 价 的 . 在 固定 坐 
标 系 中 确定 下 来 的 这 样 的 自 变 量 可 能 不 等 于 在 任何 坐标 变换 下 都 保持 不 变 的 不 变量 
Qi, 但 能 够 在 给 定 的 固定 坐标 系 中 与 之 相等 (w; = Q;). 

6°. 黎 曼 空间 的 曲率 张 量 和 和 舒 尔 定理 的 推广 ， 上述 理论 直接 关系 到 数学 和 物理 
学 中 以 矢量 方程 和 张 量 方程 的 形式 表述 出 来 的 、 在 某 种 程度 上 与 几何 对 称 性 有 关 的 
所 有 定律 或 规律 . 

已 有 的 应 用 涉及 各 个 方面 ,例如 取向 介质 和 晶体 的 衣 克 定律 , 压 电 效 应 和 光学 
效应 等 . 作为 一 个 实例 , 我 们 考虑 克 里 斯 托 费 尔 一 黎 曼 曲率 张 量 Rij. 众所周知 , 这 
个 张 量 相对 于 角 标 i 和 7 是 反对 称 的 , 相对 于 角 标 上 和 ! 是 对 称 的 , 相对 于 角 标 对 
订 和 kl 是 对 称 的 . 在 三 维 空间 中 , Rijrt 只 有 6 个 分 量 能 够 独立 地 任意 取 值 . 这 6 个 
分 量 定义 了 二 阶 对 称 张 量 K™" 的 6 个 分 量 , 引入 该 张 量 的 公式 为 


K™" 一 Eim pkin Rijk. (6.1) 
由 此 可 知 ， 
Rijki = 了 mm (6.2) 
众所周知 81, 曲率 张 量 的 分 量 满足 比 安 基 恒 等 式 
Vr Rijmn + Vm Rijnr 十 Vn Rijrm = 0， 
式 中 的 角 标 mm，m, 7 彼此 不 同 , 而 V 是 对 坐标 X* 的 协 变 微分 算 子 . 容易 看 出 , 比 
安 基 恒等式 等 价 于 张 量 分 量 Km™" 的 以 下 恒等式 : 
VeKme =0. (6.3) 
如 果 曲 率 张 量 在 黎 曼 空间 诸 点 具有 某 种 类 型 的 对 称 性 , 则 根据 上 述 理论 容易 写 
出 确定 张 量 分 量 Rijkt 和 天 mm 的 一 般 公式 , 这 些 公式 是 通过 那些 给 出 相应 对 称 群 的 
张 量 的 分 量 表达 出 来 的 . 例如 , 对 于 取向 介质 的 对 称 型 co/co .m 和 co/ee 成 立 公式 


K™n— kg™™; (6.4) 
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' 对 于 对 称 型 00-m, mm.oo :人 ,co :2，co :mm 和 oo 则 成 立 公 式 
下 一 大 gm 十 710， (6.5) 


式 中 b™ 是 沿 对 称 轴 方 向 的 单位 矢量 的 分 量 . 在 张 量 分 量 Km™"* 具有 某 种 有 限 对 称 
群 的 任何 情况 下 , 都 可 以 写 出 类 似 的 公式 . 例如 , 对 于 立方 晶 系 的 5 种 对 称 型 中 的 任 
何 一 种 , 成 立 公式 

天 mm = 大 gmm， (6.6) 
因此 , 这 时 张 量 K™" 是 球 张 量 , 这 与 完全 各 向 同性 的 情况 相同 . 

从 (6.2) 和 (6.4) 一 (6.6) 可 得 张 量 分 量 Ra 的 相应 公式 . 根据 公式 (6.4) 和 比 安 

基 恒 等 式 (6.3) 可 知 

g™ Vak=0. (6.7) 


等 式 (6.7) 就 是 著名 的 舒 尔 定理 . 按照 舒 尔 定理 , 根据 曲率 张 量 在 每 一 点 的 各 向 
同性 可 知 , 曲率 在 整个 空间 中 都 是 常数 , 因为 从 (6.7) 可 得 


k = const . 


在 舒 尔 定理 的 上 述 证 明 中 已 经 包含 了 该 定理 的 推广 , 即 要 求 曲率 在 空间 中 的 每 一 点 
满足 完全 各 向 同性 条 件 是 不 必要 的 , 该 定理 的 充分 条 件 是 在 每 一 点 成 立 群 3/2 的 对 
称 性 条 件 , 也 就 是 张 量 分 量 K™" 或 Rijrt 相对 于 对 称 群 3/2 的 12 个 变换 的 不 变性 
条 件 . 

如 果 曲 率 在 每 一 点 都 由 常 共 线 矢 量 5 确定 ， 则 比 安 基 便 等 式 给 出 


VXK 十 DIV = 0. (6.8) 


方程 (6.8) 是 相应 黎 曼 空间 中 的 曲率 所 满足 的 方程 组 . 

我 们 在 上 面 把 张 量 函数 互 定义 为 张 量 五 , T,… ,Ts 的 函数 , 从 而 要 引入 五 
与 到 之 间 的 在 任何 坐标 系 中 都 保持 不 变 的 函数 关系 . 

作为 这 些 概 念 的 进一步 推广 , 还 可 以 注意 以 下 事实 : 张 量 的 概念 与 所 使 用 的 坐 
标 系 有 密切 的 关系 , 而 坐标 系 是 由 基 矢 量 决 定 的 . 对 于 每 一 个 张 量 , 都 可 以 引入 正则 
甜 阵 和 单位 基 矢 量 的 相应 正则 并 积 , 它们 因而 一 般 也 可 以 视 为 给 定 张 量 的 非 单 值 的 
函数 , 

晶体 物理 学 对 作者 而 言 是 一 个 全 新 的 科学 领域 , 同 IO. H. 西 罗京 的 讨论 帮助 作 
者 了 解 了 这 一 领域 的 研究 现状 , 作者 对 此 深 表 感谢 . 
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附录 二 ”具有 内 自由 度 的 连续 介质 模型 1 


I. I. 谢 多 夫 


众所周知 , 在 现代 物理 学 和 力学 中 需要 建立 、 引 入 并 应 用 具有 复杂 性 质 的 新 模 
型 . 气体 和 可 变形 固体 的 运动 与 各 种 物理 化 学 过 程 有 密切 的 相互 作用 , 相应 物理 化 
学 过 程 不 仅 发 生 在 给 定 物质 微 元 的 内 部 , 而 且 发 生 在 它们 与 相 邻 物质 微 元 以 及 外 部 
对 象 的 相互 作用 过 程 中 . 因此 , 实际 发 展 相应 宏观 理论 的 时 代 已 经 到 来 . 在 最 近 几 年 
的 国际 文献 中 , 有 大 量 理论 工作 引入 了 新 形式 的 广义 力 和 状态 方程 ,其 中 绝 大 部 分 
工作 是 以 形式 数学 结构 为 基础 的 . 

新 理论 的 建立 密切 关系 到 两 个 问题 : 其 一 , 为 了 描述 空间 和 时 间 的 性 质 , 为 了 描 
述 物 体 诸 物质 微 元 以 及 场 的 位 置 和 状态 , 需要 引入 一 些 新 的 概念 并 用 数学 方法 给 出 
相应 特征 量 作为 主 定量 和 被 定量 ; 其 二 , 需要 在 一 般 的 运动 规律 和 物理 化 学 过 程 中 
选取 出 基本 的 主 定量 . 

为 了 更 具体 地 说 明 这 个 问题 , 我 们 来 考虑 关于 建立 连续 介质 力学 模型 的 问题 的 
一 般 提 法 , 所 建立 的 模型 应 当 能 够 描述 范围 很 广 的 多 种 运动 和 过 程 . 

我 们 首先 给 出 一 些 基本 特征 量 的 实例 . 在 研究 物质 连续 介质 的 运动 时 , 我 们 必 
须 使 用 时 间 的 概念 和 三 维 或 四 维度 规 空间 的 概念 ,此 外 还 总 是 必须 使 用 两 种 坐标 
系 一 一 观察 者 坐标 系 z!，z?，z，z4 和 相应 的 拉 格 朗 日 坐标 系 €1, &?, €3, €+ = 


1) 本文 是 1968 年 1 月 25 日 在 第 三 届 全 苏联 理论 与 应 用 力学 大 会 开幕 式 上 的 报告 , 发 表 于 《应 
用 数学 与 力学 》: Cenos JI.W. Monenw canomaplx cpem ec BHyYTPeHHHMH CTeIeHHRMH CBOG6OREI. 
IIpxkxaaHam MareMaTEKa H MeXaHHKB， 1968, 32(5): 771 一 785 (Sedov 工 .I，Models of continuous 
media with internal degrees of freedom. J. Appl. Math. Mech., 1968, 32(5): 803—819). 
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(图 66) ?了 ?， 在 牛顿 物理 学 中 总 是 可 以 

认为 等 式 z4 = £4 =t 是 成 立 的 , 并 把 

绝对 时 间 当 作 标 量变 量 ， 坐 标 £1, é&2， 

&3 确定 各 物质 点 ， 这 两 种 坐标 系 在 本 

” 质 上 一 般 是 曲线 坐标 系 . 

! 在 黎 曼 度 规 空间 中 , 对 长 度 微 元 有 

ds? = gjjdzridzz = 8ijdttd67、 (1) 

定义 度 规 的 张 量 分 量 g;; 是 基本 的 时 空 

特征 量 . 张 量 g,; 在 牛顿 力学 中 是 欧 几 里 得 张 量 , 在 狭义 相对 论 中 则 是 伪 欧 儿 里 得 张 

量 , 其 分 量 是 由 观察 者 根据 自己 的 考虑 而 补充 定义 的 , 它们 只 依赖 于 坐标 系 z1，z2， 
Z3, 24 的 选取 . 

在 广义 相对 论 中 , 张 量 gj 是 由 表示 物理 原理 的 方程 定义 的 . 四 维 黎 曼 空间 度 规 
张 量 g;; 的 性 质 是 由 微分 不 变量 给 出 的 , 这 是 新 类 型 的 非 经 典 待 求 物理 量 的 第 一 个 
非常 重要 的 例子 . 

在 用 来 确定 介质 运动 的 观察 者 参考 系 中 , 基本 的 待 求 关系 式 是 运动 规律 , 它 表 
示 为 4 个 函数 


图 66. 


一 €2, €3, £4) (i=1, 2, 3, 4). (2) 


除了 函数 zi(£*), 最 好 引入 并 研究 导数 
i Ori 
Tj 二 55， 
它们 可 以 作为 各 种 物理 函数 的 自 变 量 . 
这 里 的 记号 w 表示 对 对 的 协 变 导 数 , 并 且 一 阶 导 数 zi 在 角 标 ; 固定 时 可 以 
视 为 矢量 的 分 量 (对 应 角 标 让 . 这 些 矢量 确定 了 速度 矢量 的 分 量 , 相应 的 旋转 , 以 及 
应 变 张 量 的 分 量 


Vi RS Vk, Vk “Vk, TY) 2 (p= 1 2, 3, …), (3) 


本 1 
£1j 二 3 (0 > $j;) 3(9pa Tt TF 0)， 


后 者 是 在 对 比 物体 当前 位 置 与 通过 假想 引入 的 某 一 “初始 位 置 ” 而 定义 的 . 
这 里 用 $%;(&1，&?， 如 5,，&4) 表示 “初始 位 置 ” 所 对 应 的 度 规 张 量 的 分 量 , 并 且 在 


2. 某 些 人 认为 , 仅仅 借助 于 一 个 笛 卡 儿 坐 标 系 就 可 以 不 失 一 般 性 地 建立 运动 的 连续 物质 介质 的 
力学 理论 . 在 某 些 书 中 反映 出 来 的 这 种 观点 已 经 深入 到 学 生 的 意识 中 , 然而 , 这 种 观点 是 错误 的 ， 
它 妨 碍 我 们 理解 力学 的 本 质 和 力学 问题 的 提 法 . 错误 的 根源 在 于 , 一 方面 , 在 可 变形 固体 力学 中 通 
常 只 研究 线性 问题 , 这 时 在 计算 中 可 以 认为 观察 者 参考 系 与 随 体 坐 标 系 相同 ; 另 一 方面 , 在 流体 力 
学 中 , 拉 格 朗 日 随 体 坐 标 系 的 度 规 只 有 通过 密度 才能 体现 出 来 . 与 此 同时 经 常 被 忘记 的 是 , 在 利用 
观察 者 参考 系 引 入 诸如 速度 、 加 速度 、 应 变 率 张 量 等 表征 物质 体 或 物质 面 的 特征 量 时 , 随 体 坐 标 
系 的 概念 起 到 了 重要 的 作用 . 


具有 内 自由 度 的 连续 介质 模型 .375 ， 
”引入 “初始 位 置 ”时 利用 了 基于 物理 方法 的 某 种 约定 . 在 一 些 最 简单 的 个 别 情况 下 ， 
可 以 把 给 定 的 可 变形 固体 在 某 个 “初始 ” 时刻 的 三 维 空间 部 分 当 作 一 种 “固定 不 变 
的 固体 ”, 从 而 引入 初始 位 置 ( 见 []). 
除了 运动 规律 (2), 还 必须 引入 可 变 参量 Hp4 及 其 各 阶梯 度 ( 协 变 导数 ): 


1 = (€, €2, €3, £4), Ve Vk, Vk pA, (4) 
(4=1, 2, 人 Ai g=1, 2, 3, ……). 


可 以 选取 下 列 物理 量 作 为 这 样 的 附加 参量 ji: 

粹 5; 混合 物 各 组 元 的 浓度 ci; 残余 应 变 张 量 的 分 量 9; 位 错 密度 张 量 0 的 分 
量 ' .95 

电磁 场 矢量 势 的 分 量 4;, 它们 与 电磁 场 张 量 之 间 的 关系 为 


并 且 电 磁场 张 量 由 相应 惯性 坐标 系 中 的 以 下 矩阵 定义 (参见 诸如 [3] 的 文献 ): 


0 B33 -BB? cE 

—B3 0 B! ch» 

B? -BI! 0 cEs 
一 C 玉 1 —cE» 一 CE3 0. 


式 中 是 光速 ， Pi,. E2，Es 是 电场 强度 矢量 的 分 量 ，B!，B?，B3 是 磁 通 量 密度 矢量 


的 分 量 ; 
极 化 强度 矢量 的 分 量 有 ;= (Fij -Hij)/2, 并 且 Hi 由 以 下 矩阵 定义 : 


(Fi;) = 


0 = 
-Hs 0 HH -Dc 
He -Hi 0 ~D3c| 
DYe DYe D3e 0 


式 中 HI，H2，Hs 是 磁场 强度 矢量 的 分 量 ，D1，D2，D3 是 电 通 量 密度 矢量 的 分 量 ; 

内 京 动量 矩 张 量 的 分 量 mx, 等 等 . 

可 变 参 量 /4 的 本 质 可 能 是 标量 、 张 量 或 旋 量 人 4 5 9. 按照 (4), 可 变 参量 jv4 必 
须 在 求解 问题 时 求 出 , 于 是 , 可 变 参量 的 存在 就 表示 所 研究 的 连续 介质 模型 具有 内 
自由 度 . 

可 变形 介质 和 场 的 所 有 宏观 模型 的 有 代表 性 的 重要 特点 在 于 , 有 限 尺 寸 物体 的 


(HY)= 


0 目前 正在 以 补充 一 些 新 参量 的 形式 完善 和 推广 塑性 力学 , 位 错 理论 就 是 这 样 建立 起 来 的 ( 参 
见 诸如 [2] 的 文献 ). 
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待 求 量 是 主 定量 的 泛 函 . 例如 ,有限 尺寸 的 可 变形 物体 的 总 内 能 U 永远 是 函数 zi(6) 
和 j4(&*)' 的 泛 函 . 

在 实际 应 用 的 许多 情况 下 可 以 认为 内 能 具有 广义 的 可 私 加 性 , 所 以 对 总 内 能 U 
可 以 使 用 以 下 形式 的 公式 : 


U= fg 29， 于 Ve Vhs VD 4, Te , Vk Vhs Ve, 4, S, KB)dm + Uo, 
mm 


(5) 
式 中 mm 是 介质 的 静止 质量 , dm 是 静止 质量 微 元 , v 是 质量 内 能 , 并 且 它 在 物理 上 仅 
仅 是 所 列 自 变量 的 确定 的 函数 , 而 5S 是 粮 , Ks (B = 1，2, …) 是 坐标 &; 的 已 知 函 
数 0 (这 是 给 定 物理 常量 的 推广 )， 按 照 基 本 的 物理 假设 , 质量 内 能 v 在 给 定点 的 值 
不 依赖 于 没有 在 w 的 上 述 自 变量 中 列 出 的 所 有 高 阶梯 度 2 (r 和 s 是 固定 的 数 ). 
在 经 典 弹性 力学 中 (在 三 维 欧 几 里 得 空间 中 ), 情况 最 为 简单 , 这 时 


人 一 2 人 Eijs 5, KBp). 


在 一 些 更 复杂 的 新 的 连续 介质 模型 中 3 , 质量 内 能 v 的 自 变量 包括 一 些 附加 的 
物理 化 学 特征 量 p4 以 及 量 zi 和 jw4 的 各 阶梯 度 . 

既然 在 内 能 的 表达 式 中 出 现 这 样 的 梯度 ， 就 必须 重新 考虑 一 些 已 有 的 概念 ， 例 
如 运动 方程 和 过 程 方程 , 边界 条 件 和 初始 条 件 , 相互 作用 机 理 , 间断 条 件 , 等 等 . 

在 公式 (5) 中 专门 列 出 的 常量 Uo 在 经 典 弹性 力学 中 无 足 轻重 , 所 以 通常 取 为 
零 . 在 更 一 般 的 情况 下 必须 考虑 常量 Uo, 并 且 在 把 一 个 物体 实际 划分 为 许多 不 同 部 
分 时 , 对 物体 各 部 分 而 言 不 能 把 这 个 常量 看 作 可 受 加 的 量 . 这 是 因为 , 把 一 个 物体 划 
分 为 许多 小 部 分 的 任何 过 程 都 关系 到 外 部 能 量 的 消耗 . 在 初步 近似 下 , 总 内 能 的 
不 可 县 加 性 可 以 通过 常量 Uo 加 以 考虑 . 当 物 体 表 面 因为 形成 裂纹 而 变化 时 , 当 位 错 
形成 并 发 展 时 , 当 物 体 发 生 损坏 时 , 考虑 Uo 的 改变 具有 头等 重要 的 意义 . 

当 弹 性 体内 存在 孤立 奇 点 时 , 在 平衡 过 程 中 可 以 通过 弹性 能 的 总 体 变化 来 求 出 
常量 Zm 的 变化 . 如 果 在 物体 内 部 因为 内 部 过 程 或 已 知 的 外 部 作用 而 出 现 或 消除 了 
某 些 缺陷 , 这 就 涉及 能 量 的 消耗 , 能 量 的 来 源 可 能 是 物体 的 总 弹性 能 和 已 知 的 外 部 能 


了 对 于 内 能 的 公式 , 还 可 以 通过 观察 者 所 使 用 的 一 般 的 非 惯性 曲线 坐标 系 .zi 对 公式 (5) 中 的 积 
分 进行 变换 , 或 者 直接 使 用 该 坐标 系 . 这 时 , 函数 v 的 自 变 量 不 仅 包括 待 求 的 那些 函数 , 还 包括 zi 
的 各 种 函数 Kc (zi) (类 似 于 KB(&i)), 并 且 这 些 函 数 在 观察 者 坐标 系 中 是 已 知 的 . 观察 者 坐标 系 度 
规 张 量 的 已 知 分 量 是 函数 Kc (zi) 的 一 个 例子 ; 如 果 介 质 或 场 的 体积 内 能 或 质量 内 能 与 外 部 电磁 
场 有 关 , 则 外 部 电磁 场 的 已 知 特征 量 是 函数 Kc(zi) 的 又 一 个 例子 . 参量 Ka 或 Kc 可 能 是 标量 ， 
也 可 能 是 已 知 张 量 或 所 给 张 量 的 分 量 . 

3 早 在 柯 西 创立 弹性 力学 的 时 候 , 他 就 预见 到 并 实际 认为 , 在 所 给 函数 的 自 变量 中 引入 高 阶 导 
数 是 可 能 的 . 在 静 力 学 理论 中 , 从 非 连续 介质 向 连续 介质 过 渡 的 极限 过 程 的 结果 是 , 质量 内 能 的 
自 变量 一 般 可 能 包括 (3) 中 的 任意 阶 导数 . 

3 例如 带 有 小 气泡 的 液体 模型 中 . 
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量 流 . 在 某 些 情况 下 , Uo 的 变化 类 似 于 熔化 的 潜 热 2 或 一 般 的 相 变 能 . 

必须 强调 2 , 在 物理 学 基础 上 进一步 解决 材料 强度 问题 将 密切 关系 到 有 关 Un 的 
变化 的 研究 . 在 解决 材料 强度 判 据 问题 的 过 程 中 没有 得 到 成 熟 的 理论 和 明显 的 进展 ， 
其 原因 可 以 解释 为 , 我 们 忽略 了 量 Uo. 另 一 方面 , 脆性 物体 裂纹 理论 中 的 成 就 首先 
归功 于 对 量 Z 的 研究 . 

在 某 些 弹性 力学 问题 的 解 中 , 理论 应 力 在 个 别 微小 区 域 中 可 能 无 限 增长 , 但 这 
并 不 导致 整体 的 甚至 局 部 的 明显 断裂 . 因此 , 在 弹性 体 中 出 现 理 论 应 力 超过 某 些 极 
限 值 的 情况 , 有 时 并 不 能 作为 可 以 接受 的 断裂 判 据 . 

各 种 建筑 结构 或 试验 零件 的 断裂 一 般 是 整体 现象 , 这 与 运动 不 稳定 性 现象 具有 
同样 的 特征 , 或 者 说 与 不 可 能 出 现 平衡 或 连续 运动 的 现象 具有 同样 的 特征 . 

在 一 般 情 况 下 , 断裂 判 据 的 本 质 是 非 局 部 的 . 尽管 如 此 , 整体 不 稳定 性 经 常 决定 
于 完全 的 局 部 条 件 . 然而 也 不 能 不 考虑 , 在 许多 情况 下 , 相应 局 部 条 件 可 能 仅仅 是 破 
坏 平 衡 的 稳定 性 和 破坏 给 定 结构 的 必要 条 件 , 而 不 是 充分 条 件 . 

构造 连续 介质 模型 , 其 问题 在 于 确定 特征 量 并 建立 函数 方程 或 微分 方程 以 及 各 
种 附加 条 件 , 使 得 我 们 能 够 在 具体 情况 下 提出 数学 问题 , 用 来 求解 运动 规律 zi(&*) 和 
决定 物理 化 学 过 程 的 函数 4(&*). 

建立 连续 介质 模型 并 将 其 应 用 于 已 知 的 多 类 实际 对 象 和 现象 , 这 是 物理 研究 的 
基本 问题 之 一 . 解决 这 个 问题 的 基础 是 那些 普 适 的 和 非 兽 适 的 基本 原始 假设 , 各 种 
实验 资料 , 以 及 观察 和 实验 测量 结果 同 理论 和 计算 结果 在 实际 需要 的 精度 下 或 者 在 
根据 问题 的 提 法 给 出 的 精度 下 的 一 致 性 . 

本 文 由 在 描述 、 分 析 并 发 展 具有 内 自由 度 的 连续 介质 模型 的 一 种 一 般 理论 , 以 
便 根 据 最 少 的 物理 假设 就 能 建立 复杂 的 封闭 方程 组 , 并 提出 用 来 区 别 个 别 模型 和 个 
别 问题 提 法 的 复杂 的 附加 边界 条 件 和 其 他 一 些 条件 . 我 们 所 研究 的 作为 模型 基础 的 
基本 变 分 方程 是 拉 格 朗 日 变 分 原理 的 一 种 简单 而 自然 的 推广 , 该 方程 在 许多 重要 情 
况 下 完全 等 价 于 拉 格 朗 日 变 分 原理 的 一 些 众所周知 的 应 用 实例 和 表述 [9 1 19. 

” 我们 早 就 知道 , 在 相对 论 、 分 析 力学 、 平 衡 过 程 热力 学 、 弹 性 力学 、 流 体力 学 等 

学 科 中 , 所 有 基本 方程 都 可 以 从 拉 格 朗 日 变 分 原理 推导 出 来 . 

在 许多 现代 物理 学 理论 中 , 该 变 分 原理 不 但 是 一 种 有 效 的 研究 工具 , 而 且 就 本 
质 而 言 是 唯一 合理 的 原始 出 发 点 . 

我 们 的 分 析 表 明 , 物质 介质 和 物理 场 的 拉 格 朗 日 变 分 方程 可 以 作为 任何 物理 模 
型 的 基础 , 其 中 不 仅 包括 可 逆 现 象 模 型 , 而 且 包 括 不 可 逆 现 象 模型 . 

利用 变 分 方程 可 以 在 共同 基础 上 把 热力 学 和 力学 不 可 逆 过 程 理论 中 的 各 种 唯 象 
方法 和 统计 方法 整合 在 一 起 . 例如 , 在 不 可 逆 过 程 热力 学 的 已 有 理论 范围 内 就 能 够 


0 在 国家 标准 中 不 再 使 用 “ 潜 热 ” 一 词 来 表示 相 变 中 传递 的 热量 , 相应 物理 量 可 以 通过 烩 的 变 
化 表示 出 来 . 一 一 译注 
?2) 例如 , 可 以 参考 本 书 第 二 卷 . 
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解释 并 评价 塑性 力学 中 残余 应 变 的 关联 定律 0 . 

在 下 述 理论 中 , 对 变 分 方程 的 使 用 是 已 知 的 创新 点 , 该 变 分 方程 被 用 于 : 

(1) 描述 能 够 在 连续 介质 中 真正 出 现 的 不 可 道 现象 ; 

(2) 建立 状态 方程 ; 

(3) 建立 动 理 方程 ; 

(4) 得 到 初始 条 件 和 边界 条 件 ; 

(5) 得 到 介质 内 部 的 强 间 断 条 件 . 

大 量 应 用 是 建立 和 引入 二 维 或 一 维 模型 , 以 便 取 代 三 维 模型 , 这 时 要 用 额外 含有 
待 求 可 变 参量 的 相应 一 维 或 二 维 已 知 函 数 去 逼近 描述 运动 或 平衡 的 三 维 待 求 函数 . 

即使 在 牛顿 力学 的 范围 内 , 也 不 可 能 只 根据 牛顿 力学 基本 方程 


ma=F (6) 


来 描述 那些 明显 具有 许多 内 自由 度 的 现象 . 在 发 展 连 续 介质 和 场 的 复杂 宏观 模型 的 
现代 理论 时 , 明确 这 一 点 格外 重要 . 

基于 方程 (6) 是 以 发 展 质点 系 分 析 力 学 、 刚 体力 学 、 绝热 弹性 力学 、 理 想 不 可 
压缩 流体 运动 理论 以 及 其 他 某 些 领域 , 但 是 要 想 考虑 宏观 的 热效应 和 电磁 效应 , 仅 有 
方程 (6) 是 不 够 的 . 

例如 , 仅仅 基于 方程 (6) 不 可 能 得 到 控制 塑性 应 变 增长 的 宏观 定律 , 不 可 能 研究 
连续 分 布 的 位 错 发 生变 化 时 出 现 的 相关 效应 , 不 可 能 研究 与 介质 极 化 和 磁化 宏观 理 
论 有 关 的 各 种 过 程 和 效应 , 还 不 可 能 研究 其 他 许多 情况 . 

再 如 , 介质 微 元 或 有 限 物体 的 动量 矩 方程 不 是 方程 (6) 的 推论 , 而 是 与 自然 定律 
相对 于 旋转 变换 群 的 对 称 性 有 关 的 独立 的 基本 方程 , 而 方程 (6) 则 与 自然 定律 相对 
于 反 演 变换 群 的 对 称 性 有 关 . 

在 许多 经 典 连续 介质 模型 中 , 应 力 张 量 是 作为 被 定 特征 量 从 固定 一 种 介质 的 性 
质 的 一 般 假设 引入 的 , 这 时 微分 形式 的 动量 矩 方程 或 者 归结 为 应 力 张 量 对 称 的 条 件 ， 
或 者 自动 成 立 . 

我 们 指出 , 在 微观 层面 上 基于 方程 (6) 发 展 起 来 的 统计 理论 可 以 用 来 得 到 一 些 
宏观 规律 , 而 统计 理论 的 发 展 总 是 关系 到 某 些 普 适 的 和 个 别 的 重要 附加 假设 , 这 些 
假设 却 不 能 直接 得 自 方程 (6). 

我 们 现在 阐述 基本 变 分 方程 的 意义 , 该 方程 可 以 作为 构造 具有 内 自由 度 的 宏观 
介质 模型 的 原始 的 基本 方程 . 

为 了 简单 和 程度 更 高 的 一 般 性 , 我 们 在 伪 欧 几 里 得 时 空 假设 下 在 狭义 相对 论 范 
围 内 考虑 下 述 理论 . 

经 验 和 相近 的 研究 表明 , 利用 通过 几何 方法 定义 的 四 维 物理 时 空 以 及 四 维 矢量 
和 张 量 来 发 展 理论 是 非常 方便 和 自然 的 ,并 且 在 一 些 重要 情况 下 , 这 样 的 处 理 从 物 


0 关联 定律 (accoumposaaazrt# sakog) 即 塑性 本 构 关系 ， 见 本 书 第 二 卷 第 十 章 §3. 一 一 译注 
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理 观 点 来 看 是 完全 必要 的 . 
在 观察 者 所 使 用 的 固定 坐标 系 中 , 设 实际 的 运动 和 过 程 由 分 段 光滑 函数 


Ti(€*), pA(E®), S(E*) (7) 
精确 地 或 近似 地 描述 . 与 此 同时 , 我 们 还 引入 足够 大 的 一 类 分 段 光 滑 容许 函数 
Bi(€*) = (ED + br’, 
JAEr) = pA (Er) + 5104， (8) 
S(E) = S(E*) + 65. 
根据 条 件 , 函数 组 (7) 也 包含 在 (8) 中 . 此 外 , 按照 量 Kp(E*) 的 含义 , 我 们 认为 
6KB(E*) =0. 


在 四 维 时 空中 , 考虑 由 三 维 曲面 2o 包围 的 区 域 Ww 中 的 事件 组 , 我 们 将 在 其 中 
某 一 区 域 中 的 点 研究 函数 fi，fi4，5. 函数 的 进一步 构造 关系 到 以 下 假设 : 在 容许 函 
数 类 中 , 变 分 6zi, 6p4 和 55 在 区 域 Ww 中 连续 并 具有 足够 的 任意 性 , 变 分 方程 中 的 
所 有 导数 都 是 连续 的 , 并 且 变 分 5z;, 6Vkzi, .…, 6Vkn4, .…… 可 以 通过 描述 实际 现象 
的 函数 zi(e), p44(E*) 及 其 变 分 5zi, 5u4 和 对 坐标 zi 的 导数 表示 出 来 . 

下 述 理论 的 重要 创新 点 是 : 

(1) 变 分 6zxi 定义 为 一 个 四 维 逆 变 矢量 的 分 量 , 而 变 分 614 定义 为 本 质 与 14 相 
同 的 张 量 的 分 量 ; . 

(2) 对 于 任意 区 域 页 c Ww, 在 其 边界 2s 上 的 变 分 gz 和 514 以 及 它们 的 导数 
能 够 取 不 等 于 零 的 、 在 已 知 条 件 下 任意 的 值 . 

我 们 把 基本 变 分 方程 写 为 以 下 形式 : 


sf Aar + iw" + ow =0, (9) 
Va 
式 中 A 是 拉 格 朗 日 函数 的 体 密度 , dm = pdr, dr 是 四 维 体 微 元 dr = dV = dd 此 
对 于 物质 介质 , A 由 以 下 公式 给 出 D: 


A= 一 Pu(9i 2 Ves, ee) 7 Vepd, “”” 国 eh KB), (10) 
式 中 p 是 标量 密度 (静止 质量 与 随 体 坐标 系 三 维 体积 之 比 ), w 是 随 体 坐 标 系 中 单位 


0 如 果 在 公式 (5) 中 存在 量 Uo, 则 这 个 量 一 般 能 够 因为 边界 2o 和 Va 内 部 的 间断 面 的 发 展 而 
变化 , 所 以 在 进行 变 分 运算 时 , 可 以 在 对 Vs 的 积分 中 补充 相应 一 些 项 . 在 下 述 理论 的 基本 提 法 中 
没有 引入 这 样 的 附加 项 . 

在 A 的 公式 中 , 在 自 变量 所 包含 的 参量 j4 中 专门 单独 列 出 了 炳 5, 但 在 A 的 自 变 量 中 没有 
和 炉 s 的 梯度 . 下 述 理论 还 可 以 被 直接 推广 到 不 专门 列 出 炉 的 情况 , 炉 在 这 时 只 是 A 中 的 参量 w4 
之 一 , 其 中 还 有 米 的 任意 阶梯 度 . 
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静止 质量 的 内 能 . 在 狭义 相对 论 中 , 量 v 可 以 视 为 四 维 标量 . 热力 学 第 一 定律 指出 ， 
可 以 对 任何 物理 上 无 穷 小 的 微 元 引入 函数 wp dr. 

确定 函数 v 的 自 变量 和 形式 , 这 就 是 在 具体 建立 连续 介质 模型 时 出 现 的 基本 物 
理 问题 . 要 想 把 内 能 以 其 自 变量 的 函数 的 形式 固定 下 来 , 总 要 提出 某 些 假设 , 其 中 部 
分 假设 有 时 可 能 显得 是 非常 自然 的 和 理所当然 的 . 

在 实际 应 用 中 经 常 可 以 把 可 变 参量 的 取 值 看 作 小 扰动 特征 量 , 所 以 在 许多 情况 
下 可 以 把 函数 v 简单 地 看 作 小 参量 的 正定 二 次 型 . 这 时 , 确定 函数 v 的 问题 就 归结 
为 确定 相应 二 次 型 的 常 系数 的 问题 . 在 确定 这 些 系数 时 , 对 称 条 件 大 有 用 处 [1 二， 
也 可 以 利用 实验 结果 , 在 某 些 条 件 下 还 可 以 基于 (从 一 些 普 适 假 设 和 给 定 模型 所 特 
有 的 假设 发 展 起 来 的 ) 统计 理论 把 这 些 系 数 的 值 同 分 子 常量 联系 起 来 . 这 样 的 系数 
类 似 于 杨 氏 模 量 和 泊 松 比 , 在 实际 应 用 中 总 是 能 够 很 容易 地 从 实验 中 得 到 这 些 系数 . 
可 以 (根据 某 些 进一步 的 假设 ) 用 统计 方法 计算 这 些 系 数 . 不 过 , 在 固体 的 许多 情况 
下 用 统计 理论 计算 出 的 结果 一 般 不 符合 实验 结果 . 对 于 气体 , 计算 与 实验 的 符合 情况 
好 一 些 , 但 这 时 仍 要 用 实验 来 检验 计算 结果 . 尽管 如 此 , 利用 统计 方法 能 够 发 现 类 似 
系数 之 间 的 某 些 关系 式 , 例如 热 导 率 、 黏 度 和 扩散 系数 之 间 的 关系 式 , 而 这 些 关 系 式 
在 唯 象 理 论 中 是 不 明显 的 . 

在 牛顿 力学 中 , 在 惯性 坐标 系 中 通常 使 用 公式 


2 
A=o( 王 -可 ， 


来 代替 公式 (10), 式 中 v 是 连续 介质 物质 点 的 速度 , 标量 w 是 质量 内 能 . 

对 于 物质 介质 的 确定 模型 和 电磁 场 , 在 已 有 理论 中 可 以 认为 函数 A 是 已 知 的 . 
在 广义 相对 论 中 , 量 A 中 与 引力 有 关 的 部 分 是 已 知 的 ( 希 尔 伯 特 理论 ), 这 是 确定 代 
表 引 力 场 的 度 规 张 量 g;; 的 基础 . 广义 相对 论 的 各 种 推广 一 般 总 与 拉 格 朗 日 函数 密 
度 A 的 变化 或 其 他 给 定 方式 有 关 . 

需要 重点 指出 的 是 , 只 有 在 内 能 或 相应 拉 格 朗 日 函数 A 给 定 或 已 经 确定 时 , 我 
们 才能 从 物理 观点 说 , 一 个 物理 系统 是 给 定 的 或 已 知 的 由 10, 3 一 19]. 

因此 , 从 一 般 的 物理 观点 来 说 , 用 宏观 变量 的 函数 给 出 方程 (9) 中 的 拉 格 朗 日 函 
数 A 的 要 求 是 自然 的 . 为 了 满足 这 个 要 求 , 我 们 要 具备 在 各 种 物理 理论 和 实验 中 积 
累 起 来 的 深厚 经 验 . 我 们 总 是 必须 提出 一 些 假设 来 固定 函数 A, 而 这 些 假设 的 正确 
性 可 以 用 各 种 直观 的 和 其 他 一 些 一 般 很 简单 的 方法 加 以 证 实 . 

在 讨论 固定 函数 A 的 问题 时 , 宏观 理论 能 够 并 且 应 当 同 普 适 物理 原理 、 实 验 和 
统计 理论 发 生 最 直接 的 接触 . 

现在 来 阐明 泛 函 5W* 的 表达 式 , 它 表 征 在 Va 中 给 定 的 那 部 分 介质 与 外 部 场 和 
外 部 物体 之 间 的 相互 作用 , 其 中 既 包括 按照 体积 分 布 的 相互 作用 , 也 包括 与 曲面 Ys 
的 相互 作用 ; 此 外 , 5W* 还 表征 与 所 取 区 域 Va 相 邻 的 介质 在 曲面 a 上 的 某 些 不 可 
逆 作 用 . 
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在 绝热 可 逆 过 程 中 , 以 及 当 V4 内 部 和 曲面 2s 人 经 常 
可 以 简单 地 认为 5W* = 0. 
在 天 体力 学 的 保守 系统 中 总 是 可 以 认为 ， 在 相应 选取 A 时 成 立 iW* = 0. 
在 唯 象 理 论 的 一 般 情况 下 , 既 有 外 部 能 量 流 进入 所 研究 的 介质 所 占 区 域 和 表面 ， 
也 存在 不 可 逆 过 程 , 这 时 A 的 自 变量 包括 wi(&*), yA4(E*) 对 &* 或 zi 的 各 阶 导数 ， 
6W* 的 表达 式 的 一 般 形式 从 而 可 以 写 为 ? 
6W* = VGZE — Qidri — Ma dn4) dr — / ( 和 
Va 3+S+ ji jp 
ps ws) do, (11) 
jo 
式 中 Si 表示 运动 特征 量 发 生 强 间断 的 VW 内 部 的 三 维 曲面 5 的 两 侧 , nj 是 2a, S+ 
和 3- 的 单位 外 法 线 矢量 的 分 量 , 分 量 


Q(Qi, QS), MMA, MY) 


是 某 些 给 定 的 广义 外 “ 力 ”; 而 量 9 的 意义 是 绝对 温度 , 它 在 不 同情 况 下 可 以 视 为 被 
定量 或 给 定量 . 在 公式 (11) 中 , 焙 的 变 分 65 是 独立 于 变 分 bxi 和 65Hn4 而 引入 的 量 . 

给 出 泛 函 5W* 的 表达 式 , 这 关系 到 把 相互 作用 分 为 内 部 作用 和 外 部 作用 的 问 
题 . 例如 , 如 果 把 电磁 场 或 引力 场 看 作 外 部 对 象 , 则 5W* 的 表达 式 包 括 电磁 场 有 质 
动力 和 引力 的 相应 能 量 流 ; 如 果 这 些 场 是 给 定 的 , 而 外 部 能 量 流 也 包含 在 介质 模型 
中 , 则 在 5W* 的 表达 式 中 会 出 现 相 应 的 全 微分 , 于 是 可 以 把 它们 从 5W* 中 分 离 出 
来 并 放 到 A 的 表达 式 中 . 在 把 6W* 中 的 全 微分 移动 到 5 A dr 中 之 后 , A 的 含义 发 
生变 化 , 公式 (10) 也 就 替换 为 另 一 个 类 似 的 公式 , 其 中 取代 内 能 的 是 自由 能 、 烩 或 
其 他 热力 学 状态 函数 . 对 于 不 可 逆 过 程 , 5W* 不 可 能 完全 放 入 A3 , 因为 变 分 5W* 
一 般 是 非 完整 的 . 

如 何 定义 广义 质量 “ 力 ”Q@ 和 广义 面 “ 力 ”M 的 分 量 的 问题 密切 关系 到 耗 散 
机 理 的 理论 , 在 解决 这 个 问题 时 必然 要 作出 各 种 假设 , 也 必然 要 使 用 已 有 的 不 可 北 
过 程 热力 学 的 各 种 结果 . 确定 Q 和 M 的 问题 类 似 于 在 牛顿 力学 中 建立 力 的 定律 的 
基本 物理 问题 ; 在 牛顿 力学 中 , 力 由 牛顿 方程 定义 , 而 这 里 的 力 则 由 变 分 方程 (9) 定 
义 . 研究 5W* 的 被 积 表达 式 中 的 量 在 间断 面 $4 上 的 性 质 可 能 具有 特别 的 意义 . 确 
定 5W* 既 关 系 到 主 定量 zi 和 H4 的 选取 , 也 关系 到 这 些 量 的 变 分 的 定义 , 还 关系 到 
诸如 变 分 在 间断 面 上 的 连续 性 等 情况 . 

需要 重点 指出 的 是 , 各 种 不 同 介质 的 共同 点 在 确定 或 给 出 量 A 和 6W* 的 时 候 


3 在 四 维 情况 下 , 在 确定 给 出 能 量 流 的 标 积 的 符号 时 必须 考虑 249 页 脚注 中 的 说 明 . 
2) 原文 如 此 , 其 实 这 句 话 的 含义 是 5W* 不 可 能 完全 放 入 5 Adr. 一 一 译注 
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就 已 经 显现 出 来 . 利用 这 一 点 就 能 够 使 用 和 整合 各 个 领域 的 经 验 , 并 直接 把 各 种 理 
论 联 系 起 来 . 此 外 , 还 有 一 些 使 用 统计 方法 的 额外 手段 . 

[ 变 分 方程 (9) 与 热力 学 第 一 定律 和 第 二 定律 有 密切 的 关系 0 . 我 们 将 在 牛顿 力 
学 的 范围 内 更 详细 地 研究 这 个 问题 . 能 量 方程 (热力 学 第 一 定律 ) 可 以 写 为 ( 见 第 五 
章 方程 (2.17)) 


dj endr 一 /ee .dr 十 dg(e) + dg**)pdr 十 es dza do, (A) 
Vs Va ZT2 


热力 学 第 二 定律 可 以 写 为 ( 见 第 五 章 85) 


小 bd5pdr = / (dqg(®) + dq’)pdr7, (B) 
Vs Vs 


式 中 8 是 质量 总 能 量 , 量 6 的 意义 一 般 是 绝对 温度 , 5 是 质量 炉 , dg' 是 非 补偿 热 , 全 
是 任意 的 运动 的 介质 物质 体 , 而 22 是 VW 的 表面 . | 
方程 (A) 和 (B) 是 对 任意 的 三 维 物质 体 Va 写 出 的 , 并 且 按照 定义 有 


d | épdr= | @'p'dr’— | @pdr, (C) 
[rere 
其 中 不 带 撤 号 的 量 对 应 时 刻 t, 带 撒 号 的 量 对 应 时 刻 t+ dt, 而 能 量 方程 中 的 dt 对 所 
有 介质 微 元 均 相同 . 在 关系 式 (A) 中 , 量 dt 是 通过 增 量 dzi, dd(e) 等 表现 出 来 的 . 也 
可 以 假设 dt 对 不 同 介质 微 元 和 不 同时 刻 上 是 不 同 的 , 并 进而 研究 作为 能 量 方程 推论 
的 关系 式 (A). 然而 , 关系 式 (A) 这 时 不 是 能 量 方程 , 而 是 能 量 方程 对 组 成 物质 体 翁 
的 那些 介质 微 元 的 推论 . 

在 z1，z?，z3, t 空间 中 取 任 意 的 四 维 区 域 Va, 并 用 不 同 平面 t = const 截取 该 
体积 , 得 到 不 同 的 三 维 区 域 V3. 现在 考虑 不 同 的 t = const 值 所 对 应 的 各 种 记 并 研 
究 关 系 式 (A). 

把 关系 式 (A) 对 时 间 积 分 , 根据 式 (B) 和 (C) 可 以 得 到 关系 式 


| J Epdr t+ (Fass -dr +0dS — dg +dg™*)pdr dt+ 大 peng dza do dt, (D) 
Va Va Zs 
它 是 对 相应 区 域 Va 写 出 的 类 似 (A) 的 关系 式 的 推论 . 在 对 关系 式 (A) 进行 积分 时 ， 
如 果 认 为 所 有 WW 都 对 应 同一 个 运动 的 物质 体 , 并 且 dt 对 所 有 物质 微 元 都 相同 , 则 
关系 式 (D) 就 是 有 限时 间 间 隔 内 的 通常 的 能 量 方 程 . 
作为 一 个 自然 的 基本 假设 ， 可 以 认为 变 分 方程 (9) 中 的 A，5W* 和 6W 的 定 


“ 汪 方 括号 内 的 部 分 是 为 本 书 第 四 版 写 的 ， 


具有 内 自由 度 的 连续 介质 模型 .383 . 


义 D 满足 以 下 条 件 : 如 果 所 有 量 的 变 分 都 是 主 定量 在 dt 时 间 内 的 真实 无 穷 小 增 量 ， 
换言之 , 如 果 成 立 等 式 


,| | 一 12 
62 i dt=w dt, 
du4 
4 4 pd (E) 
dp = dt = J” dt 
65=8dt 


则 方程 (9) 完全 等 价 于 方程 (E). 

当 变 分 的 定义 由 等 式 (E) 给 出 时 , 上 述 情 况 是 在 物理 上 解释 方程 (9) 中 的 各 个 
项 和 函数 的 基础 . 由 此 可 知 , 在 变 分 gzi, 6u4 和 5S 的 约束 (例如 条 件 5g(odr) 尖 0) 
所 允许 的 任意 变 分 的 一 般 情况 下 , 总 是 可 以 把 方程 (9) 写 为 以 下 形式 : 


—6 | Epdrdt+ | (Fnass: kA 6d' 十 6q**)pd7 dt 
[eras | | 
十 pa ng dre dos dt+ | 0drdt=0, (91) 
| | 
式 中 59 表示 在 真实 的 运动 和 过 程 中 恒 为 零 的 泛 函 , 6Q = 0. 
就 像 在 相对 论 中 那样 , 在 牛顿 力学 也 可 以 把 量 8 看 作 四 维 标量 , 但 是 这 时 必须 
在 5W* 的 公式 中 考虑 外 质量 力 (惯性 力 ) 的 虚 功 , 它 是 表达 式 请 ,sss .57 中 的 一 项 . 
在 牛顿 力学 中 , 如 果 微 元 dm 相对 于 惯性 参考 系 以 加 速度 a 运动 ， 则 惯性 力 在 dm 
的 虚 位 移 6r 上 的 同一 个 虚 功 有 2 种 写法 : 


(a:ér)dmdt= -6 (到 ) dt 十 | -d (° | | dmdt (F) 
d 9 
(ardmat =6 (ee 到 ) dt— ng 下 Se dt. (G) 


1 下 面 将 证 明 , 当 A 和 6W* 给 定 后 , 量 iW 就 是 确定 的 ; 这 是 由 状态 方程 决定 的 . 5W 的 一 部 
分 是 (92) 中 的 曲面 积分 ( 见 385 页 ), 56W 还 可 能 对 da(e) + dg** 有 贡献 . 
如 果 根 据 一 些 物 理 理 论 和 假设 已 经 建立 起 泛 函 A 和 5W* 的 具体 形式 , 则 欧 拉 方程 和 状态 方 
程 在 6W 的 相应 标准 形式 (19) 下 是 完全 确定 的 . 
另 一 方面 , 对 于 给 定 的 欧 拉 方程 , 泛 函 A, 5W* 和 6W 不 是 唯一 确定 的 . 其 实 , 如 果 把 A 替换 
为 A+ ViQi, 式 中 Qi 是 依赖 于 坐标 和 待 求 函 数 的 任意 4 个 函数 , 则 在 笛 卡 儿 坐 标 系 下 有 
an1 "602 an3 en4 
Orl pb ac 8 
对 该 附加 项 的 体积 分 的 变 分 应 用 奥 一 高 公式 后 得 


5 /wordr Ss sf om dra- 
Va Zs 


Vini = 


所 以 , 此 变 分 只 影响 5W, 从 而 只 影响 状态 方程 和 间断 面条 件 . 因此 , 在 A 中 增加 viQi 这 一 项 并 不 
改变 欧 拉 方程 . 


在 等 式 (G) 的 右 侧 应 用 了 质量 守恒 方程 dm = pdrs = const, 即 8p/B8t + divpv = 0. 
添加 一 个 共同 的 因子 dt 并 不 改变 问题 的 本 质 , 因为 依 条 件 有 5dt = 0. 

在 方程 (9) 中 , 表达 式 5W* 中 与 惯性 力 的 虚 功 有 关 的 部 分 根据 等 式 (FE) 和 (G) 
可 以 改写 为 下 面 的 形式 (F') 和 (G'). 对 (F) 直接 积分 即 得 


2 
Ws = /Casramat = =/: gat/ [ow —d (w. 宇 )| dmdt. (EF’") 
Va Va 


Va 


我 们 强调 , 对 于 真实 的 过 程 , 表达 式 av? - 5(w .6r/dt) 恒 等 于 零 , 第 二 个 积分 从 而 也 
恒 等 于 零 , 所 以 在 5 替换 为 d 之 后 , 等 式 (F') 对 于 真实 过 程 变 为 以 下 形式 : 


6W* = —dT dt, 


/fo 
Vs 
根据 恒等式 (G), 把 相应 “ 体 ”积分 变换 为 “ 面 ”积分 后 可 得 


2 
6W™* = {Casamat = / San- f pwsr Ndo - wbo- on) Na dos, (G") 
Va Va Zs Ts 


式 中 了 为 动能 , 即 


式 中 Ni 是 区 域 Va 的 边界 2s 上 的 四 维 单位 法 向 矢量 的 分 量 了 ,而 最 后 两 个 积分 可 
以 包含 在 6W 的 表达 式 中 . 

在 使 用 式 (F) 的 理论 中 , 变 分 -5(up dr) 与 变 分 -6(pv? dr/2) 相 加 , 这 时 在 方程 
(9) 中 取 带 有 负 号 的 质量 总 能 量 作为 人: 


这 时 , 在 6W* 中 还 剩 下 积分 「 [5v? - d(o .6r/dt)jdm dt 关 0, 它 在 真实 过 程 中 精确 地 
Va 


1 设 表面 2s 的 方程 为 


f(z!, £2, x3, 日 = 0， 


则 显然 
a = Mna (a=1, 2,3), Na = -9， 


式 中 na 是 介质 三 维 区 域 的 二 维 表面 的 三 维 法 向 矢量 的 分 量 , 2 是 该 表面 的 运动 速度 ， 


二 (Bf/8zl)2 十 (Bf/Bz2)2 十 (BF/Bz3)2 
VBaF/arl)2 二 (97/8ar2)2 十 (BF/ars)2 十 (871/8b2， 
-Bf/8t 


V(8aF/azl)2 十 (af/8z2)2 十 (8j/8c3)2 


(0) 中 的 最 后 一 个 积分 还 可 以 写 为 ur(o .5r)na do dt 的 形式 . 
Es 
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等 于 零 , 而 方程 (9) 则 变 为 (91) 的 形式 . 在 这 种 情况 下 , 泛 函 5W 是 从 区 域 Va 的 边 
界 进入 的 全 部 外 部 虚 能 量 流 ( 虚 功 率 ). 
在 使 用 公式 (G) 的 理论 中 57 与 -6u 相 加 , 所 以 可 以 认为 


2 
A=p(F-u) = 


这 时 , 拉 格 朗 日 函数 工 不 是 带 有 负 号 的 “总 能 量 ”. 在 使 用 (G) 时 , 在 5W 的 表达 式 
中 含有 (G') 中 的 “曲面 ”积分 , 所 以 6W 这 时 不 同 于 通过 WV 的 边界 进入 的 原始 总 
能 量 流 . 在 分 析 力 学 中 通常 使 用 表达 式 A = p(v3/2 一 = 工 ( 即 式 (G)). 

使 用 (G) 的 优点 在 于 , 如 果 在 分 析 力 学 中 除了 惯性 力 再 没有 无 势 的 外 力 (有 势 
的 力 的 功 可 以 包含 在 v 中 ), 换言之 , 如 果 系 统 是 保守 的 , 则 这 时 不 必 引 入 5W*. 但 
是 在 非 保守 外 力 或 非 完 整 系统 等 一 般 情 况 下 5W* 关 0, 所 以 在 分 析 力学 中 也 需要 引 
入 6W*. 在 使 用 (G) 时 , 基本 变 分 方程 (9) 可 以 写 为 以 下 形式 : 


5 /Aan 十 (seer 十 965 一 69' +6g"*)pdra 
友 Va 


十 fo dra 十 flee — pvva) Na — Napva] gz dos =0, (92) 
Va Zs 


式 中 
601 =60-p [0 一 号 (oa 5 


如 果 注 意 到 物理 力学 系统 是 具有 内 自由 度 的 热力 学 系统 , 其 中 的 过 程 一 般 是 不 
可 道 的 , 则 方程 (9) 和 其 中 每 一 项 都 具有 独立 的 物理 意义 , 而 对 无 穷 小 区 域 写 出 的 方 
程 本 身 则 是 能 量 守恒 (更 准确 地 说 , 能 量变 化 率 守 恒 ) 的 变 分 方程 , 因此, 使 用 (G) 
的 理论 因 其 物理 上 的 合理 性 (其 中 每 一 项 的 四 维 标量 本 质保 持 不 变 ) 而 更 加 可 取 2 . 

得 自 变 分 方程 (9) 的 欧 拉 方程 一 般 依 赖 于 泛 函 59 的 形式 . 导致 iQ 这 一 项 的 原 
因 是 在 欧 拉 方程 中 可 能 包含 有 一 些 “ 广 义 回 转 力 ”, 这 些 力 对 能 量 方程 没有 贡献 , 但 
是 在 主 定量 的 假想 增 量 上 却 给 出 不 为 零 的 广义 功 . 

在 一 般 情况 下 , 只 要 把 方程 (9) 与 (D) 进行 对 比 , 就 容易 求 出 泛 函 69, 这 时 6W* 
和 拉 格 朗 日 函数 的 密度 A 是 给 定 的 , 内 能 ww 因而 也 是 给 定 的 . 

1964 年 , 文献 [14] 研究 了 关于 6Q 的 一 般 形式 的 问题 . 当 569 冯 0 时 , 回转 力 的 
一 个 实例 是 洛 仑 效力 (v x 互 )e/c. 这 个 力 垂 直 于 电荷 e 的 运动 速度 , 因而 在 真实 运 
动 中 不 做 功 . 显然 , 如 何 给 出 “广义 回转 力 ” 是 一 个 物理 问题 , 下 面 将 在 给 出 函数 人 
和 泛 函 67* 之 后 利用 方程 (9) 唯一 地 解决 这 个 问题 . 另 一 方面 , 对 于 固定 的 能 量 关 
系 式 (D), 泛 函 5Q 以 及 与 它 和 能 量 方程 相应 的 A 和 6W* 可 能 因为 “广义 回转 力 ” 
不 同 而 不 同 .] 


1 文献 [21] 详细 研究 了 上 述 两 种 理论 . 
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真实 运动 和 过 程 是 由 一 些 定律 描述 的 , 其 中 的 粹 产生 方程 可 以 并 且 适 宜 用 来 考 
虑 耗 散 过 程 . 下 面 将 从 一 般 变 分 问题 (9) 中 的 欧 拉 方程 得 出 介质 微 元 的 们 变 化 方程 . 
内 部 不 可 道 过 程 使 粹 增 为 正 , 这 应 当 由 给 出 真实 现象 的 A 和 广义 “ 力 ”Q, M 的 那 
些 定律 来 保证 . 

根据 方程 (9) 的 基本 意义 , 可 以 认为 量 5W 是 通过 53 + 5S4 上 的 曲面 积分 表示 
出 来 的 . 当 变 分 6xi, 6p4 和 它们 的 导数 在 2s + S+ 上 不 等 于 零 时 , 可 以 利用 方程 (9) 
通过 51Adr 和 6W* 来 计算 变 分 6W. 

如 果 除了 方程 (9), 还 有 一 些 外 部 条 件 给 出 5W 在 2s + 5S4 上 的 值 (这 时 6zi， 
614 和 它们 的 相应 导数 是 任意 的 ), 则 下 文 将 表明 , 由 此 可 得 初始 条 件 、 边 界 条 件 和 
间断 面条 件 . 

当 变 分 bzi, 614 及 其 所 需 阶 导数 在 53 + 5S4 上 等 于 零 , 但 变 分 本 身 可 以 在 全 
内 取 任 意 值 (线性 无 关 ) 时 , 方程 (9) 给 出 欧 拉 方 程 3 


6A 。 oh 
看 3+ (总 地 ) + 5 ~ Vi KB + Qi+ MaVins = DO0Vi 9， (12) 
6A DA 5A 
55 一 55 = —p0, O14 = Ma, (13) 
式 中 6A/6zp, 6A/5p4 和 6A/65 表示 变 分 导数 , 例如 
6A DA BA BA 
5 AD (9 
方程 (12) 乘 以 zi 后 再 对 角 标 i i 
gd5 dius BOA dKp > | 
pa a et MA 一 ET + gk er 十 VsF, (15) 


0 利用 
6A=ONM+oriViA, du4 =Opt+6riVips, 6dr= Ydridr 
并 令 体 积分 中 6zi, 8u4 和 55 的 系数 为 零 , 即 可 得 到 这 些 方程 . 在 方程 (9) 中 , 标量 、 矢 量 和 张 量 
的 变 分 是 对 表征 物质 微 元 的 函数 定义 的 , 也 就 是 在 上, 62, 53 和 4 不 变 的 条 件 下 定义 的 . 
用 8 表示 的 变 分 是 在 观察 者 的 观点 下 在 坐标 系 zi 中 定义 的 , 这 时 对 函数 的 变 分 运算 是 在 自 
变量 zi 不 变 的 条 件 下 进行 的 . 变 分 5 和 8 之 闻 的 关系 为 


6 一 日 十 HriV; 和 
例如 , 按照 Kp(é&i) 和 Kc(zi) 的 定义 有 
OKB(6) =0， 所 以 9KB = -OziVi KBp, 
BFKc(zi) =0， 所 以 5Kc = briV; Kc. 


对 于 任何 张 量 工 的 个 别 形式 的 变 分 5cT 或 acT, 如 果 张 量 的 分 量 是 标量 R 的 自 变 量 , 并 且 
只 对 基 矢 量 aa 或 ea 进行 变 分 运算 , 则 由 此 可 得 , 无 论 方程 的 形式 如 何 , 都 成 立 以 下 恒等式 : 


icR=0 或 scR=0. 
这 类 等 式 在 某 些 中 间 变 换 过 程 中 可 能 是 有 用 的 . 详 见 文献 [20]. 
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式 中 
jd _ Oi, 
Wrap de ge vo 
因为 由 等 式 
2 p 92 p 
dr — 275 VsrY) = 造 ( 高 知 - 汪汪 
可 知 


0 人 
和 十 Z4Vs ( 切 万 中 ) - Vs (< me) 


方程 (15) 就 是 介质 微 元 的 烂 变化 方程 , 因为 坐标 £4 按照 约定 起 时 间 的 作用 . 为 
了 得 到 对 固有 时 间 (dr = (944)WV?dé4) 的 导数 , 只 要 在 方程 (15) 两 侧 都 乘 以 (944)-V2 
即 可 . 

在 欧 拉 方程 中 包含 有 动量 方程 和 能 量 方程 , 此 外 , 根据 参量 /4 的 意义 , 在 欧 拉 
方程 中 还 可 能 包含 有 麦克 斯 韦 方程 、 化 学 动 理 方程 和 表征 内 自由 度 的 待 求 函数 4 
的 其 他 各 种 方程 . 可 以 证 明 癌 , 包括 塑性 介质 模型 在 内 的 所 有 重要 的 宏观 连续 介质 
模型 都 可 以 从 基本 方程 (9) 推导 出 来 . 

一 般 而 言 , 欧 拉 方程 是 偏 微分 方程 , 其 阶 数 与 拉 格 朗 日 函数 A 的 自 变 量 中 的 导 
数 的 阶 数 有 关 . 在 一 般 情况 下 , 这 个 阶 数 可 能 相当 高 . 

如 果 Adr 和 6W* 是 由 公式 (10) 和 (11) 定义 的 四 维 标 量 , 则 对 基本 方程 (9) 中 
的 第 一 个 积分 进行 变 分 和 分 部 积分 运算 后 得 到 公式 


6W 二 | > (Pei 名 于 A nid pa Vj, 07 
Ta+S+ II" 
让 SN Ai + MA Vi wip ns dc 十 f Vom do, (16) 
1 jo Ts+S+ 


式 中 PY 加 和 NA 7 是 通过 A 和 zi jv4 的 一 些 导数 表达 出 来 的 某 些 量 ( 张 量 
的 分 量 ), 它们 是 用 分 部 积分 法 对 变 分 


0 人 .qd7 


进行 变换 后 得 到 的 . 这 些 变换 手段 一 般 不 能 唯一 地 确定 分 量 PY 和 Ne ma， 
为 当 Qs* 是 任意 反对 称 张 量 并 且 其 分 量 以 及 分 量 的 一 阶 和 二 阶 导数 在 曲面 Fe + SJ 
所 包围 的 区 域 中 连续 时 , 等 式 (16) 中 的 最 后 一 个 积分 恒 等 于 零 , 从 而 能 够 把 这 个 积分 
写 在 等 式 的 左 侧 . 这 个 结论 根据 奥 一 高 定理 是 显而易见 的 , 因为 从 等 式 Qsk = _Qrks 
可 知 VVkQsk = 0. 

可 以 选取 在 形式 上 与 公式 (16) 中 前 面 的 被 积 表达 式 相同 的 任何 线性 型 作为 分 
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' 量 Qs*. 显然 , 因为 Qs* 的 选取 具有 任意 性 , 所 以 把 张 量 分 量 
Phz 加 本 Qi NA + Mei 


通过 介质 微 元 的 运动 和 状态 特征 量 表达 出 来 的 公式 不 是 唯一 确定 的 . 

由 此 出 现 的 问题 是 : 能 量 动 量 张 量 的 概念 不 是 唯一 的 , 当 欧 拉 方 程 给 定时 状态 
方程 一 般 具 有 随意 性 , 例如 内 应 力 这 一 基本 概念 具有 随意 性 . 

公式 (16) 中 的 上 述 张 量 分 量 对 主 定量 的 函数 关系 可 以 看 作 并 解释 为 物理 介质 
的 状态 方程 , 这 些 方程 是 胡 克 定律 的 推广 . 

因此 , 对 于 固定 的 欧 拉 方程 组 , 在 确定 状态 方程 时 出 现 了 随意 性 . 强 间 断面 上 的 
边界 条 件 和 初始 条 件 是 表示 物体 边界 上 或 物体 内 部 间断 面 上 的 物理 相互 作用 的 一 些 
附加 条 件 . 更 详细 的 分 析 表 明 , 利用 这 些 强 间断 面条 件 不 能 消除 状态 方程 的 上 述 不 
唯一 性 . 

当 欧 拉 方 程 组 固定 时 , 可 以 用 补充 散 度 项 的 方式 改变 拉 格 朗 日 函数 的 密度 A. 不 
难看 出 , 这 也 会 引起 状态 方程 的 改变 . 然而 , 完全 固定 的 拉 格 朗 日 函数 可 以 包含 在 连 
续 介 质 模型 的 物理 定义 中 . 固定 的 欧 拉 方程 组 不 能 给 出 介质 具体 模型 的 全 部 所 需 信 
息 . 1 

自然, 在 状态 方程 确定 后 , 应 力 就 唯一 确定 下 来 . 尽管 如 此 , 在 一 些 具体 问题 中 ， 
即使 状态 方程 具有 某 些 不 同 的 形式 , 所 有 关于 运动 和 参量 un4 的 变化 过 程 的 规律 也 
保持 不 变 . 上 述 不 唯一 性 的 全 部 意义 正在 于 此 . 

必须 强调 , 上 面 这 种 隐 含 的 不 唯一 性 与 使 用 变 分 方程 (9) 建立 状态 方程 的 这 种 
特殊 方法 无 关 . 如 果 使 用 热流 微分 方程 这 种 一 般 热 力学 方程 , 也 会 出 现 这 种 情况 04]. 

利用 下 述 一 般 物 理 方法 可 以 理解 并 阐明 这 种 不 唯一 性 的 意义 . 

众所周知 , 当 刚体 运动 时 , 刚体 内 部 的 应 力 问题 没有 确定 的 解答 . 我 们 总 是 可 以 
想象 , 在 刚体 中 作用 着 任意 一 组 等 价 于 零 的 内 力 , 但 是 因为 无 法 发 现 是 否 存在 这 样 
的 内 力 , 所 以 其 存在 是 毫 无 意义 的 . 

容易 证 明 , 对 于 任何 可 变形 体 也 有 类 似 于 刚体 的 情况 , 这 时 可 以 指出 许多 组 不 
同 的 应 力 , 它们 并 不 影响 运动 规律 , 因而 同样 无 法 发 现 这 样 的 应 力 是 否 存在 . 对 于 不 
同 的 内 应 力 组 , 运动 方程 和 附加 条 件 都 是 相同 的 , 但 是 状态 方程 各 不 相同 . 

显然 , 如 果 首 先 给 定 状态 方程 , 就 不 会 出 现 这 样 的 不 唯一 性 问题 . 然而 , 在 构造 
新 模型 的 问题 中 , 从 需要 求解 的 问题 的 本 质 讲 , 在 建立 状态 方程 组 时 自然 会 出 现状 
态 方程 可 能 有 各 种 选择 的 问题 . 当 拉 格 朗 日 函数 的 密度 依赖 于 主 定量 的 一 系列 梯度 
时 , 这 个 问题 能 够 具有 特别 重要 的 意义 . 

为 了 举例 说 明 以 上 提 法 的 正确 性 , 我 们 来 考虑 弹性 力学 方程 , 相应 状态 方程 由 
以 下 公式 表示 : 


a Ou 
ed 
了 Paes (17) 
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为 了 代替 状态 方程 (17), 我 们 再 选取 其 他 一 些 状态 方程 : 
p* 三 py 二 3， 3 三 Ve VN (Niksj x 一 Nik7s)， (18) 


式 中 已 经 指明 , 量 Ni**si 相对 于 角 标 s, ; 是 反对 称 的 . 这 些 量 是 一 个 张 量 的 分 量 , 该 
张 量 在 所 有 问题 中 都 以 同样 的 、 但 任意 给 定 的 方式 依赖 于 任何 状态 参量 及 其 任何 导 
数 . 
容易 证 明 , 运动 和 变形 的 所 有 规律 都 是 独立 于 六 而 确定 的 , 因为 附加 应 力 区 
恒 满 足 平衡 方程 
Vjp’ = 0， 


此 外 , 对 于 表面 为 封闭 曲面 2 的 任何 区 域 V, 我 们 有 
/© BI)6ridr = 1/ bzi 十 VRNikKsJ Y, 67i)n; da 一 [ veNin)n, do = 0. 
V 三 了 


显然 , 这 时 除了 应 力 站 还 要 引入 三 阶 表面 应 力 ? VNi*si. 根据 边界 条 件 , 曲面 积分 
被 积 函数 中 的 梯度 V。 的 法 向 分 量 在 曲面 2 的 每 一 点 都 恒 等 于 零 . 按照 奥 一 高 公式 ， 
对 曲面 2 的 任何 微 元 Ac 的 曲面 积分 可 以 化 为 对 该 微 元 的 边界 的 曲线 积分 , 在 微 
元 Ac 上 的 相互 作用 于 是 归结 为 围 线 上 的 相互 作用 , 因而 可 以 视 为 内 部 相互 作用 . 
如 果 在 T 上 6zx; = 0, 对 微 元 Ac 的 曲面 积分 就 等 于 零 . 由 此 可 知 , 附加 应 力 说 和 
VeNi*si 在 整体 上 对 被 任何 曲面 允 的 微 元 分 隔 开 的 相 邻 介质 微 元 之 间 的 相互 作用 能 
量 流 没有 贡献 (对 于 任意 可 能 的 位 移 gzi), 因此 , 它们 对 介质 与 物体 边界 2o 上 的 外 
部 物体 之 间 的 相互 作用 能 量 流 也 没有 贡献 . 对 公式 (17) 所 定义 的 分 量 pi 使 用 类 似 
的 变换 , 就 得 到 能 量 方程 , 因为 w 表示 质量 内 能 . 在 所 得 方程 中 考虑 了 在 jzi 承 0 时 
被 曲面 2 的 微 元 Ac 分 隔 开 的 介质 微 元 之 间 的 机 械 功 的 交换 . 这 时 , 相 邻 介 质 微 元 
之 间 的 能 量 交 换 只 是 因为 通常 的 二 阶 应 力 p53 而 实现 的 . 有 鉴于 此 我 们 强调 , 在 更 复 
杂 的 模型 中 不 能 把 内 部 的 面相 互 作用 仅仅 归结 为 通常 的 二 阶 应 力 , 上 述 讨论 因而 是 
有 意义 的 . 

利用 变 分 方程 (9) 能 够 更 加 深入 地 揭示 状态 方程 、 强 间断 面 上 的 边界 条 件 和 初 
始 条 件 等 概念 的 本 质 . 如 果 没 有 一 些 附 加 的 假设 , 仅 从 微分 方程 出 发 是 无 法 得 到 间 
断面 条 件 的 . 结果 表明 , 上 述 条 件 和 方程 之 间 有 密切 的 关系 , 应 当 在 统一 的 框架 下 对 
它们 进行 研究 . 

为 了 得 到 下 面 的 结论 , 我 们 对 6W 的 公式 (16)- 进 行 变换 , 使 得 被 积 表达 式 只 含 
有 变 分 bzi; 6p4 和 允 + S+ 上 的 独立 的 沿 法 线 方向 的 协 变 导 数 V(e)5zi，V(2)514 

1 在 没有 外 质量 力 的 弹性 力学 平衡 问题 中 , 应 力 的 解 也 可 以 表示 为 pz = 5 的 形式 , 但 在 成 立 
胡 克 定律 或 其 他 具体 的 状态 方程 的 条 件 下 , 量 Ni*si 是 坐标 的 函数 , 并 且 不 是 变形 特征 量 的 (对 所 
有 问题 均 相 同 的 ) 普 适 函数 . 例如 , 车 wze 是 任何 反对 称 张 量 , 则 当 Niksi = wikwsi 时 , 分 量 p55 
根据 (18) 是 对 称 的 . 
3) 详 见 : Sedov L.1. ZAMP, 1969, 20(5): 653 一 658. 
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(a, 6 = 1,，2, …). 问题 在 于 , 变 分 gz7 和 梯度 Vizi 可 以 视 为 独立 的 , 但 并 非 所 有 
2+ 5 上 的 高 阶梯 度 Vj;,… Vj,6zi 都 可 以 视 为 独立 的 . 
为 了 建立 边界 条 件 , Mazmurma 0 [17] 在 一 些 最 简单 的 个 别 情况 下 对 公式 (16) 提 
出 了 一 些 相应 的 变换 . 为 了 得 到 间断 面条 件 , JIyppe 13 提出 了 一 些 相应 的 个 别 变换 . 
我 们 假设 曲面 2s + 54 是 光滑 的 , 为 此 只 要 假设 曲面 5 光滑 即 可 (因为 区 域 友 
和 所 选 曲面 2s 是 任意 的 ). 上 面 提 到 的 变换 给 出 公式 


6W = (Piod7’ + Pi1VndTi + + Pi(r1) VY ori 
T+S+ 
+ Mao A + MAI VnbN +t Ms) Vs Vent)do. (19) 


在 公式 (19) 中 , 矢量 分 量 ;0,， Bi;1,…， 儿 Fi(r-1) 和 张 量 分 量 .Hao，… ,Ma(s-1) 
是 唯一 确定 的 , 它们 可 以 通过 并 非 唯 一 确定 的 PQ 各 和 NKi 训 填 MHL 
表示 出 来 . 

矢量 分 量 多 ;。 和 张 量 分 量 .Uap 是 在 边界 面 吕 二 34 的 微 元 do 上 的 点 定义 的 ， 
它们 不 仅 像 通常 的 应 力 那样 依赖 于 所 考虑 的 曲面 微 元 的 方向 , 而 且 还 依赖 于 其 曲率 
以 及 其 他 一 些 更 精细 的 微分 几何 性 质 3 , 这 是 这 些 分 量 的 一 个 非常 重要 的 特点 . 

矢量 多。 和 张 量 .Up 就 是 连续 介质 的 真实 特征 量 , 它们 依赖 于 在 其 上 面 发 生 
相互 作用 的 曲面 微 元 的 几何 特性 ; 它们 对 主 定量 的 函数 关系 则 是 通过 拉 格 朗 日 函数 
A 以 及 5W* 的 表达 式 中 的 Qi“ 和 M42 7 表现 出 来 的 . 显然 , 在 5W* 的 公式 
(11) 中 , 只 有 多 ;a 和 .Nap 的 定义 中 所 包含 的 、 含有 QW 和 MK 的 那些 组 
合 才 是 重要 的 . 

如 果 量 5W 在 边界 Bo 的 部 分 区 域 中 是 给 定 的 , 则 根据 公式 (19)、5zi 和 614 的 
任意 性 以 及 它们 在 2o 上 的 法 向 梯度 的 任意 性 可 以 得 到 , 在 Fo 的 上 述 区 域 中 的 点 B 
成 立 以 下 条 件 : 


Dia = fialB), -Ahp = gae(B) (20) 
(i=1,2,3,4; A=1,2,.…,N; a=0, 1,2,.…,7—1; fp=0,1,2,..., s—1), 


式 中 fia(lB) 和 gaa(B) 一 般 是 在 点 B 的 给 定 函数 . 在 to = Const 所 对 应 的 边界 To 
的 三 维 空间 部 分 中 , 等 式 (20) 是 物体 所 占 三 维 区 域 中 的 初始 条 件 . 


0 对 于 变 分 的 任何 有 限 阶 梯度 , B.A. YKenzoposuq 提出 了 四 维 时 空中 的 一 般 变换 ， 

2 如果 了 + S+ 没有 棱 或 尖 点 , 就 容易 从 公式 (16) 变换 到 公式 (19); 如 果 存 在 这 样 的 奇异 性 , 则 
公式 (19) 仍然 成 立 , 但 这 时 必须 把 积分 (19) 的 值 看 作对 趋 于 有 棱 曲 面 的 光滑 曲面 + S+ 的 积 
分 的 极限 . 公式 (19) 中 的 被 积 函数 依赖 于 矢量 mn 和 它 的 切 向 导数 , 所 以 当 被 积 函 数 具 有 奇异 性 和 
间断 时 , 在 取 极限 时 (在 趟 于 具有 二 维 棱 的 三 维 曲面 忆 + S+ 时 ) 就 会 出 现 一 些 对 棱 的 二 维 曲面 的 
附加 积分 . 只 要 对 有 校 曲面 直接 应 用 在 棱 上 没有 奇异 性 的 积分 (16), 就 可 以 写 出 这 些 附加 的 积分 ， 
然后 应 当 进 行 一 个 变换 , 从 而 得 到 公式 (19)， 在 这 个 变换 中 , 散 度 项 的 第 二 个 积分 对 于 光滑 曲面 
了 + S+ 等 于 零 , 对 于 有 校 曲面 则 给 出 一 些 对 棱 的 积分 , 它们 都 很 容易 计算 , 并 且 一 般 不 等 于 零 . 
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的 三 维 区 域 由 物体 的 二 维 边界 3。 和 同时 发 生变 化 的 时 间 t 组 成 , 该 区 域 中 
的 条 件 (20) 可 以 视 为 给 定 物体 所 占 的 变化 的 三 维 区 域 的 边界 上 的 边界 条 件 . 在 当前 
边界 上 = const > to 上 , 等 式 (20) 一 般 可 以 简单 地 视 为 用 来 确定 其 右 侧 的 关系 式 , 这 
时 要 使 用 由 初始 条 件 和 边界 条 件 决 定 的 运动 规律 . 

现在 , 我 们 来 写 出 位 于 连续 介质 四 维 区 域 Vi 内 部 的 三 维 强 间 断面 9 上 的 条 件 . 
根据 前 面 的 研究 和 相应 假设 , 我 们 认为 所 有 分 布 在 3 上 的 对 介质 的 外 部 作用 都 已 经 
包含 在 5W# 中 (例如 , 有 时 可 以 把 下 列 效 应 看 作 外 部 作用 : “可 合 加 ”的 常量 Un 
的 变化 , 燃烧 或 爆 育 前 锋 中 的 化 学 反应 放 热 , 或 者 在 5 上 的 各 类 间断 面 上 的 能 量 吸 
收 ; 同样 这 些 效应 也 可 以 解释 为 内 部 过 程 , 这 时 要 改变 拉 格 朗 日 函数 的 密度 A, 使 
其 更 加 复杂 , 例如 , 可 以 把 对 间断 面 5 的 相应 附加 曲面 积分 的 变 分 分 离 出 来 )， 令 
6W = 6Wzs + 61s:， 再 令 变 分 5zi, 614 以 及 所 有 在 5W 中 出 现 的 这 些 变 分 的 导数 
在 53 上 等 于 零 , 在 间断 面 $ 上 可 得 


0= 6Ws, = 下 [(2i062z9 + + (Pi06T)_ tt (Bir 1) VT Dori) 
. / | 
+ Bir)yV Ver)_ 十 (ho6H4) 十 (ho6H4) -十 … 
+ (Ahts DVD + (asDV6-D6n4)_]dc. (21) 


对 于 公式 (21) 中 所 有 依赖 于 5 的 法 线 方向 的 量 , 下 面 将 采用 法 线 的 同一 个 方向 . 
根据 ;a。 和 .ap 以 及 算 子 Vk 的 定义 , 我 们 有 


Pialn) = Pia(—n), Aap(n) = Map(-n), Vel=FV*a!, (22) 


并 且 减 号 对 应 a, 6,& 是 偶数 的 情况 , 加 号 对 应 a，6, & 是 奇数 的 情况 . 

我 们 已 经 指出 , 容许 函数 类 的 基本 条 件 在 于 以 下 假设 : 待 求 的 解 和 区 域 Vi 中 的 
比较 函数 是 分 段 连续 的 , 在 基本 变 分 方程 (9) 中 出 现 的 这 些 函 数 的 所 有 偏 导 数 也 是 
分 段 连续 的 . 在 区 域 VV 内 部 引入 强 间断 面 5S 的 基本 意义 在 于 , 待 求 的 解 和 进行 变 
分 运算 的 相应 容许 函数 在 假想 穿 过 曲面 5 时 发 生 间断 0 . 这 些 间断 可 能 具有 各 种 特 
性 , 其 中 有 些 特 性 可 能 与 在 $ 上 发 生 间断 的 函数 本 身 的 阶 数 和 形式 有 关 , 或 者 与 其 
导数 的 阶 数 和 形式 有 关 . 例如 , 可 以 研究 裂纹 类 型 的 强 间 晰 面 , 这 时 待 求 函数 本 身 以 
及 任何 偏 导数 都 发 生 间断 ; 或 者 研究 位 错 类 型 的 强 间 断面 , 这 时 垂直 于 曲面 5 的 小 
位 移 是 连续 的 , 但 在 5 的 切 平面 内 的 位 移 在 从 5+ 这 一 侧 穿 过 5S 到 达 3- 这 一 侧 
时 发 生 间 断 ; 或 者 研究 经 典 空气 动力 学 中 的 激 波 类 型 的 强 间 断面 , 这 时 所 有 坐标 (位 
移 ) 在 S 上 是 连续 的 , 但 是 导数 9zi/6éi 可 能 发 生 间断 . 

如 果 在 函数 A 的 自 变 量 中 有 高 阶 导数 

Dkzt 
D6 ... Ole’ 
0 在 一 般 情 况 下 , 待 求 函数 的 间断 值 也 是 需要 求解 的 量 . 不 过 , 也 可 以 考虑 这 样 一 些 问题 , 这 时 
待 求 量 的 某 些 间断 在 问题 的 一 些 附 加 条 件 下 是 固定 的 . 
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就 会 出 现 数量 更 多 的 各 种 类 型 的 可 能 的 强 间 断面 . 
在 空气 动力 学 中 和 在 固体 力学 的 一 些 简单 理论 中 , 在 提出 和 解决 具体 问题 的 时 
候 可 能 出 现 各 种 情况 , 这 时 间断 面 类 型 或 者 是 给 定 的 , 或 者 需要 在 求解 过 程 中 求 出 . 
因此 , 在 应 用 变 分 方程 时 还 必须 引入 或 求 出 这 样 的 函数 类 , 使 得 待 求 的 解 应 当 
存在 于 其 中 2. 例如 , 如 果 认 为 容许 函数 类 决定 于 在 曲面 5 上 的 点 成 立 的 以 下 条 件 : 


(Vor'), = (V86W (i=1,2,3,4;a=0,1,..,7 -1;r7 <r), 
(VE67),, (Ve67’)_ 在 Q=n, n+ 一 时 是 任意 的 和 独立 的 ， (23) 
(V&6Hp4)+ 到 (V86p4) (A=1,2,..., N; B=0, 1,..., 31—1; s1 < s), 


(V86p4);, (V8614)_ 在 86= si, si 十 1,.…，,s 一 1 时 是 任意 的 和 独立 的 ， 
这 就 定义 了 在 穿 过 曲面 5 时 的 容许 函数 类 zi(€1, &2, 3, 84) 和 Hp4(zl1，z2，z3，z4)， 
它们 都 是 连续 函数 , 并 且 前 者 的 mm 一 1 个 偏 导数 和 后 者 的 s; - !1 个 偏 导 数 也 是 连续 
的 , 此 外 , 这 些 函数 对 5 的 高 阶 法 向 导数 可 能 具有 任意 间断 .作为 对 条 件 (23) 的 补 
充 , 这 里 还 假设 在 沿 曲面 8 的 运动 过 程 中 , 方程 (9) 中 的 所 有 量 在 曲面 5 的 每 一 侧 
都 是 连续 的 . 根据 (22), (23) 以 及 量 Ve65zi 和 V8614 的 任意 性 和 独立 性 , 从 (21) 可 
得 以 下 间断 面条 件 : 
(Pia) = (Pia)_, (MAaB)+ < (Ma8) 
(a=0, 1,..…, 71—1,68=0,1,..., s1— 1), 
(Dio) = (Pia)_ =0, (Ahp)+ = (ap)_=0 
(ae=7 Ti+1l, ,ro1,P=s, s+1,...,s—1). 


条 件 (24) 可 以 视 为 量 ;。 和 Ng 在 间断 面 S 上 的 连续 性 条 件 (介质 微 元 的 
世界 线 在 穿 过 间断 面 5 时 仍然 保持 ). 

为 了 更 详细 地 研究 具有 间断 解 的 问题 , 特别 是 与 间断 面 5 的 边界 发 生变 化 有 关 
的 问题 (例如 孤立 位 错 沿 介质 内 部 微 元 传播 , 裂纹 增长 等 情况 ), 可 以 推广 基本 变 分 
方程 (9) 并 再 引入 曲面 S 或 其 边界 对 拉 格 朗 日 坐标 &: 的 附加 的 变 分 运算 . 

因此 , 为 了 得 到 在 实际 物体 中 发 生 的 这 类 复杂 间断 现象 所 对 应 的 附加 关系 式 , 一 
般 而 言 必须 用 更 加 复杂 的 形式 改写 基本 变 分 方程 (9) 中 的 泛 函 , 这 时 要 在 5T7* 或 
6JAdr 中 引入 一 些 附加 项 , 其 中 含有 对 拉 格 朗 日 坐标 的 相应 变 分 ， 决 定 因素 在 于 ， 
我 们 有 必要 考虑 一 些 特殊 的 能 量 效应 , 这 些 效应 与 不 同 本 质 的 间断 的 形成 过 程 有 关 ， 
或 者 与 间断 可 能 治 介质 微 元 传播 有 关 . 

在 连续 介质 理论 以 及 与 电磁 场 有 相互 作用 的 连续 介质 理论 中 , 根据 基本 方程 
(9) 进一步 发 展 一 般 方法 并 建立 具体 的 介质 模型 的 相关 结果 包含 在 已 经 发 表 的 文献 
[19 一 22] 中 . 

3 pom 的 假设 类 似 于 在 连续 介质 力学 中 所 采用 的 关于 各 种 函数 的 连续 性 和 可 微 性 的 一 些 非 

常 一 般 的 假设 . 


(24) 
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本 书 用 统一 的 观点 阐述 力学 、 热 力学 、 电 动力 学 和 相 
应 数学 方法 ， 并 将 其 应 用 于 固体 、 液 体 、 气 体 和 电磁 场 等 
连续 介质 力学 的 经 典 对 象 。 第 一 卷 介绍 连续 介质 力学 的 一 
般 概 念 和 简单 模型 ， 包 括 一 般 曲 线 坐 标 系 中 的 张 量 分 析 、 
运动 学 、 基 本 微分 方程 和 本 构 关系 、 热 力学 基础 和 电磁 场 
理论 ， 特 别 关注 如 何 提出 连续 介质 力学 数学 模型 的 问题 
第 一 卷 附 录 收 录 了 作者 在 张 量 对 称 性 理论 和 建立 物理 模型 
方面 的 原创 性 工作 。 第 二 卷 介绍 连续 介质 力学 的 一 些 具体 
模型 和 理论 ， 包 括 流体 力学 、 弹 性 力学 、 塑 性 力学 和 裂纹 
理论 

本 书 可 作为 高 等 学 校 力 学 和 数学 专业 高 年 级 大 学 生 教 
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